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L. Fie f:Mu(R) =R o functie cu proprietatea
f(aX +bY) = af(X) + bf(Y)

pentru orice a,b € R siorice X,Y € M,(R).
a) S¥ se arate ci exist¥ o matrice A € M (R) astfel ca ~

f(X) =Tr(AX), pentru orice X € M,(R)

b) S4 se arate ci exist¥ o matrice inversabils B My (R) astfel ca f(B) =
0.

Solutie. a) Notam E;;matricea care are 1 pe pozitia (4, 7) si 0 in rest (2 pt).
Daca X = (I,'J') atunci X = Z?J:l a:,-_,-E,:_,-' si f(X) = :j:l :c,'jf(Eij). Daca
A= (a,-_-_:) si AX = C atunci Cj; = Z:j=1 QT4 si TT‘(AX) = Z:“,jz_-l Q5iTi;5.
Notam f(E;;) = a;; si atunci matricea 4 = (as;) verifica relatia f(X) =
Tr(AX), X € M,(R). (2 pt)

b) Daca f(E;;) = 0 pentru orice t,j atunci f = 0 si nu avem ce demon-
stra.Daca i # j si f(Ei;) # 0 atunci consideram matricea B, = I, — aE;; care
este inversabila pentru orice a. Daca luam o = Lg-:‘l atunci f(Ba) = 0. (3 pt)

Daca f(Ei;) = 0 pentru orice i # j atunci alegerea B = (bij) cu b; 541 = 1,
bn1 = 1si b;; =0 in rest, convine. (2 pt)

1 punct din oficiu.

II. Gésiti locul geometric descris de centrul unei elipse, care este tangent la
doud drepte perpendiculare date.

Solugie. Vom schimba punctul de vedere si anume vom considera elipsa fixa
si reperul variabil. Astfel, vom arata ca locul geometric al punctelor din care se
duc tangente perpendiculare la elipsa este un cerc. (4 pt)

In adevar, fie elipsa f; + {-; =1. Fie doua tangente perpendiculare prin
punctul (zg,p):

¥ = yo+mi(z—a0)
Y = yo+ma(z—zp)
iar m;.mp = —1. Punem conditia sa fie tangente, deci sistemul:

b23§2 + c._,'2?;,2 - a2b2
¥ =yo + m(z — zg)

-

admite solutie unica. Echivalent, ecuatia

%22 + a®(yo + m(z — 20))? = a2b?



are solutie unica. Aceasta revine la

a*m?(yo — mag)? — a*((yo — mzo)? — b2) (b2 + m?a?) =0

Astfel, m; si my sunt solutiile ecuatiei:

(a® — z)m? + 2xoyom + b2 —y2 =0

Scriind conditia de ortogonalitate, obtinem:

2
b? — Yo
2
a? — 2}

-] =

ceea ce se scrie:

23 +95 =a® +0°
(3 pt)

Concluzia este ca locul cerut este arcul de cerc 22 + y? = a? + b2, situat in
primul cadran, intre punctele (a, b) si (b,a). (2 pt)
1 punct din oficiu '

II1. &) S4 se justifice faptul ci

(=]

f@) =+ 3

n=1
defineste o functie continui f : (0,1) — R.
b) Daci functia continud F : [0,1] — R verifici

z z+1
F (5) +F (T) = 2F(z)
Vz € [0, 1], atunci F este constants.
c) S& se demonstreze egalitatea:

1
9:+n}

1
+
Tr—n

1 =, 1 1
t = -
mweotgnz m+§(:€—n+x+n)
Ve R\Z.

Solutie . a) Seria este uniform convergents, deoarece

1 " 1 2
T—-n x+n a2-n2

(2 pt)

b) Multimea punctelor in care |F]| isi atinge maximul absolut este nevidi,
iar odata cu zo contine i % si Zotl (2 pt) Astfel, este vorba de o multime

-



densa in [0,1]. Din continuitate, |F| rezulti constants. Rezultd imediat cX F
este constants. (2 pt)

¢) Avem
z z+1 2 =2 1 1 2 = 1 1
f(§)+f( 2 )*E+,§[§—n+§+n]+$+l+?§1[z—g—l—n+32—'|i+n}_
1 1 = 1 1 > 1 1
_2[5+w+1+,§[x-2n+x+2ﬂ]+n=1 = +x+(2n+1>” e

Un calcul simplu aratX c¥ si functia g(z) := mcotgrz verifick o relatie similar.
(1 pt)

Acum F(z) := f(z) — g(z) se extinde prin continuitate la [0, 1], deci pe
baza punctului precedent, este constants. Deoarece f(3) = 9(3) = 0 deducem
egalitatea pe (0, 1) iar prin periodicitate, se extinde la R \Z. (2 pt)

1 punct din oficiu

IV. Fie fn € C[0,1] (n > 1) un sir de functii concave. Presupunem ci (f,,)
converge simplu la 0. S se arate cX sirul (f,) este uniform convergent pe [0, 1].

Solutie Ve > 03n. : |fu(t)| < §,n > n,,t € {0, 3,1}.(1 pt). Scriind ca £,
este concava, obtinem fn(z) > min{f,(0), fa(1)} > —%- (3pt) Pentrua € (0,1)
alegem A = 422 € (0,1). Din concavitate: Fa(3) 2 (1= A) fa(a) + A fu(1)
(3 pt) astfel ca —£ < fu(a) < £,Yn > n,ya € (0,1). Analog — < fala) < §
pentru a € (3,1). (2 pt)

1 punct din oficiu



