AM2, Curs 4, 12.03.2020

Integrala nedefinita (continuare)

1 Integrale contindnd radicalul unei functii polinomiale de gradul 2
/ V x2 4 a?dx

Se poate calcula utilizind metoda de integrare prin parti. In acest sens, s& notdm
I= / V x? + a?dx.
Observam ca
I:/ \/chi—i—azdx—x\/xzi—{—a2 / x2+a2 "dx

X
/2 L2 /2 L 2
=xVx-+a / \/7 dx =xVx*+a / x2+a2dx

Intrucat numaratorul, x2, este asemanitor cu expresia de la numitor, x2 4 a3, exploatam

aceastd asemdnare scriind numaratorul sub forma
x? = x% +a® — a%.

Atunci

sz\/TJraZ—/x\/t;T;f dx—X\/xzinLa2 /%d +/\/m
:xW—/de%—az/\/xz:_i_azdx
=xvVx2+a2— I+ aIn(x+ Va2 +a2) +C
De aici,
2T = xVx2+ a2+ a®In(x + Va2 +a2) + C
— I:%[x\/m—l—azln(x—l— x2+a2)]+c

In mod asemanator se pot calcula si integralele / VX% — a?dx, / Va? — x?dx.
/ V ax? + bx + cdx

Dup4d aducerea la forma canonica (formarea de pdtrate perfecte), problema se reduce
la calculul uneia din integralele de mai sus.



2 Integralele unor functii trigonometrice (I)
/ R(sin x) cos xdx, / R(cos x) sin xdx

Intrucat (sinx)’ = cos x, iar (cos x)’ = — sin x, integralele de mai sus au in fapt forma
/R sinx) - (sinx)’d /R cosx) - (— cos x)'dx.

Se vor folosi schimbarile de variabild u = sin x, respectiv u = cos x.

/ sin2x
1 + sin? x

sin(2x) = 2sinx cos x,

Exemplu. Fie integrala

Atunci, deoarece

urmeaza ca

251nxcosx sin x
I:/ —2/ cos xdx.
1+ sin?x 1+ sin?x

Cu schimbarea de variabila # = sin x obtinem
du = (sinx)’dx = cos xdx.

Asociem integrala

(14 u?)
[=2 _ ALV
/1+ 2 = /1+u2 /1+u2 “

Cu schimbarea de variabild v = 1 + u? obtinem

dv = (14 u?) du = 2udu.
Asociem integrala
1
J = /Zdv =1In|o| + C.
Atunci, prin inlocuirea lui v obtinem ca

:ln‘l—kuz‘—i—C:ln(l—i—uz)—i—C.

Prin inlocuirea lui u obtinem cd integrala initiald are valoarea

I=1In <1+sin2x> +C.

3 Integralele unor functii trigonometrice (II)

/sinm cos" xdx, m,n € Z.
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Dacd madcar una dintre puterile m, n ale uneia din functii este impard, cealalta functie
se poate alege ca variabild noud.
Daca ambele puteri sunt pare, se va trece la unghiul dublu prin folosirea formulelor

1 2 1-— 2
cos® x = H%(x), sin® x = w, sin(2x) = 2sin x cos x.

Exemplu. Fie integrala
I = /sin5 cos® xdx.

Deoarece sin x este ridicatd la o putere impard, cos x poate fi aleasd ca variabilad
noud. Dintr-un motiv similar, si sinx poate fi aleasd ca variabild noud. Pentru
fixarea ideilor, vom folosi schimbarea de variabild u = sin x. Atunci

du = (sinx)'dx = cos xdx.
Folosind identitatea trigonometrica fundamentald, sin? x + cos? x = 1, obtinem
I= /sin5 X cos x - cos xdx = /sin5 x(1 — sin® x) - cos xdx.
Asociem integrala
]:/u5(1—u2)du: /(uS—u7)du L _Y.e

Prin inlocuirea lui u obtinem ca

4 Integralele unor functii trigonometrice (III)

/ R(sin x, cos x)dx
Prin analogie cu cele de mai sus, dacd R este impara intr-una din functiile sin x, cos x,
adicd
R(—sinx,cosx) = —R(sin x,cos x),
respectiv
R(sinx, —cosx) = —R(sinx, cos x),

cealaltd functie se alege ca schimbare de variabila.
Daca R este para atat in sin x cat si in cos x, fie se trece la unghiul dubluy, fie se alege
ca schimbare de variabild u = tg x. Calculele sunt similare celor de mai sus.



5 Integralele unor functii trigonometrice (IV)

1
R(tgx)dx, [ R(tgx): ——d
[ Ritgx)dx, [ Rtgx) - ——dx
Se foloseste schimbarea de variabild u = tg x. Pot fi necesare si formulele

tex) = 1+ te?x =
(tgx) cos2 x Tig cos2 x
Exemplu. Fie integrala
sin x 1
I = . dx.
/ sinx +cosx cos?x

Impartind si numaratorul si numitorul primei fractii cu cos x, obtinem ca
sinx

_/ cosx dx:/ tgx 1
smx 2x tgx+1 cos?x

COs x

, urmeaza ca

— tgx /
I_/tgx—l—l (tgx)'dx.

Cu schimbarea de variabild u = tg x, obtinem

D tgx) =
eoarece (tg x) p—p

1

5 dx.
cos? x

du = (tgx)'dx =

Asociem integrala

u 1—|—u—1 14+u 1 1
]_/1+ _/ 1+u /<1+u_1+u)du_/(1_1+u>du

=u—In|1+4+u|l+C.

Inlocuind u, urmeaza ca

I=tgx—In|1+tgx|+C.

6 Integrale binome
/xm(ax” +b)Pdx, mmn,peQ, ab#0
Intrucat m, n, p sunt numere rationale, nu neaparat intregi, integrala de mai sus poate

contine radicali de diverse forme. Daca

1 1
peEZ sau %GZ sau %4—7962



si numai in aceste cazuri, calculul unei integrale de forma de mai sus poate fi redus la
calculul integralei unei functii rationale. Sunt posibile urmatoarele situatii.

1. Dacd p € Z, atunci x = t1, unde g este numitorul comun al lui m si n. Altfel spus,
t = Y/x, unde N este cel mai mic multiplu comun al ordinelor radicalilor deja
existenti.

2. Dacd m; L ¢ 7, atunci ax" + b = t1, unde g este numitorul lui p. Altfel spus,
t = Vax" +b, adica se alege ca variabild noud paranteza cu tot cu exponent,
eliminand eventualul numarator al exponentului si eventualul semn —.

3. Daca m—“ + p € Z, atunci a + xﬁn = t1, unde g este numitorul lui p. Altfel spus,
t= Ya+ x” , adica se alege ca variabila noud paranteza dupa un factor comun
fortat, cu tot cu exponent, elimindnd eventualul numadrator al exponentului si

eventualul semn —.

Substitutiile de mai sus se numesc si substitutiile lui Cebasev.

Exemplu. Fie integrala

X
IZ/—dx x € (0,00).
T (0, 00)
Atunci
1
= /x3(x2+1)5dx = m=3n=2p=—5.
Observam cd p = —3 ¢ Z, dar ™t = 2 € Z. Alegem ca variabild noud

t:(xz—i—l)%: x2+1,

eliminand semnul — de la exponent, intrucat expresia 1 + x? de sub radical nu este
ridicatd ea Insdsi la o putere. De aici

P=x24+1 = ¥*=£2-1= x=V1~-1,
si deci
dx = ( t2—1)’dt:;~(t2—1)’dt:;~2tdt: dt.
2V —1 2V —1 2 —1
Asociem integrala
— V2 — j_t :/ — 1)V 1-1- "
J /( g ) )2\/152_1611L ( ) t 2 -1

(1
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Prin inlocuirea lui ¢, obtinem ca

(var51)’

I= 3 —Vx2+1+4C.
Integrala definita

Incd din antichitate, s-a pus problema determinarii ariilor unor figuri geometrice care
nu erau marginite de segmente de dreapta. Maestri ai geometriei clasice, vechii greci
s-au dovedit a fi si precursori a ceea ce urma sa devina calculul integral. Desi in acea
vreme nu exista, desigur, notiunea de trecere la limitd, acest impediment nu l-a oprit
pe Eudoxius sd introducd in preajma anului 370 i.Hr. metoda exhaustiunii (epuizarii).
In aceastd abordare, aria masurata se extindea pas cu pas, devenind din ce in ce mai
apropiatd de aria cdutata.

Arhimede a folosit aceasta metodad pentru a calcula (in mod exact!), in jurul anului
230 1.Hr., aria de sub graficul unei parabole, oferind cu aceasta ocazie primul exemplu
de serie convergentd, si pentru a aproxima ariile cercurilor si elipselor. De aceeasi
atentie din partea sa s-a bucurat si calculul volumelor unor corpuri cum ar fi sferele si
paraboloizii de revolutie.

Bazele calculului integral au fost puse de cdtre Isaac Newton, in 1666, pornind de
la probleme de naturd cinematicd. Pentru Newton, calculul integral insemna gasirea
,fluentilor” atunci cand sunt cunoscute , fluxiunile” (derivatele), obiectivul principal
tiind determinarea legii de miscare a unui punct material atunci cand este cunoscuta
permanent viteza sa. Din motive conjuncturale, tratatul respectiv nu a fost publicat in
mod formal decdt dupad mai mult timp de la redactarea sa, desi continutul devenise
cunoscut matematicienilor vremii.

In vreme ce punctul de vedere al lui Newton era, intr-un fel, de natura geometrica,
Gottfried Wilhelm von Leibniz a contribuit la punerea bazelor calculului integral cu un
punct de vedere ceva mai apropiat de cel al analizei de azi si sistematizat mai conven-
abil din punct de vedere analitic. Abordarea propusd de Leibniz consta in utilizarea
proprietatile seriilor convergente (in fapt, Leibniz si-a numit abordarea ,,calculus sum-
matorius”, numele de calcul integral fiind sugerat ulterior de Jacob Bernoulli, in 1690).
Tot lui Leibniz i se datoreaza utilizarea cantitatilor infinitezimale dx si dy si notatiile

pentru acestea, precum si introducerea semnului / pentru operatia de integrare.

Leibniz a fost cel care si-a publicat mai intdi propria abordare (1684, 1686), lucru
care a dat nastere unei controverse intense privind adevaratul creator al calculului in-
tegral, punctul central al acesteia fiind méasura in care Leibniz a cunoscut rezultatele lui
Newton. Astdzi, atat lui Newton cat si lui Leibniz li se acorda credit pentru dezvoltarea
independentd a notiunilor de bazd ale calculului integral.

Definitia actuald a notiunii de integrala i se datoreaza lui Bernhard Riemann (1854),
extinderi ale acestei notiuni fiind introduse, intre altii de Thomas Joannes Stieltjes
(1894, integrala Riemann-Stieltjes) si Henri Lebesgue (1904, integrala Lebesgue).
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1 Diviziuni ale unui interval

Fiind dat un interval marginit [a, b], numim diviziune a sa o multime ordonata
A= {xp,x1,X0,...,Xn}, cu a=xp<x3<x<...<x,=D>0.

Punctele xg, x1, x2, . . ., X se numesc nodurile diviziunii, iar lungimea maximd a inter-
valelor elementare [xo, x1], [x1, X2], ..., [x;_1, X astfel determinate,

All = . .
|| || ng%anx_l(xzﬂ xz),

se numeste norma diviziunii A. In situatia in care toate intervalele elementare ale
diviziunii A au aceeasi lungime, egald cu %(b — a), diviziunea se numeste echidis-

tanta.
113
A = |
1 {OI 3/ 2/ 5/ }

este o diviziune a intervalului [0, 1], cu norma

112]_2
"6"10'5) 5’
fara a fi echidistanta. Multimea

1234
Az_{()/g/g/g/g/l}

este o diviziune echidistantd a intervalului [0, 1], toate intervalele elementare ale

diviziunii avand lungimea %

Exemplu. Multimea

W~

|A1]| = max{

2 Notatie

Multimea diviziunilor unui interval [a, b] se noteaza Dy, .

3 Sisteme de puncte intermediare asociate

Fiind datd o diviziune A = {xg, x1, X2, ..., Xy}, vom numi sistem de puncte interme-
diare asociat diviziunii A o multime ordonata

C={cy,¢2,...,Cn},

astfel incat c¢; € [x;_1, x;] pentru 1 < i < n (in fiecare interval elementar se afld cate un
punct intermediar).



AM2, Curs 5, 19.03.2020

Integrala definitad (continuare)

1 Concepte teoretice

1.1 Sume Riemann. Interpretare geometrica

Fiind date o functie f : [2,b] — R, o diviziune A = {xg, x1,x2,..., X, } a intervalului
[a,b] si C = {c1,¢a,...,cn} un sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A, vom
numi sumd Riemann asociatd diviziunii A si sistemului de puncte intermediare C
suma

oA (f,C) = éﬂci)(xi ~xi)
= f(e1)(x1 —x0) + f(e2) (2 = x1) + ... + fen) (X0 — xp-1)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu lungimea intervalului
din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

N

y

_ X
) Xo=a ¢ X C X, X, c, x=b

n

Pentru fixarea ideilor, sd presupunem ca f(x) > 0 pentru orice x € [a,b], grafi-
cul functiei f fiind atunci situat in intregime deasupra axei Ox. Atunci f(c1)(x — xp)
reprezintd aria unui dreptunghi care aproximeaza aria trapezului curbiliniu delimitat
de graficul functiei f, dreptele x = xp, x = x7 si axa Ox (primul trapez curbiliniu dintre
cele n in care a fost impartita portiunea dintre graficul functiei f si axa Ox). Desigur,
aceastd aproximare este cu atdt mai buna (adicd eroarea de aproximare este mai mica)
cu cat x; este mai apropiat de xo.

Ceilalti termeni ai sumei Riemann avand interpretari similare, obtinem cd suma
Riemann reprezintd o aproximare pentru aria portiunii dintre graficul functiei f, axa
Ox, paralela , initiald” la Oy, x = g, si paralala ,finala” la Oy, x = b. Aceasta aprox-
imare este cu atat mai bund cu cat toate lungimile de intervale elementare x; — xo,
Xy — X1, ..., Xn — Xp_1 sunt mai mici.



1.2 Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie f : [4,0] — R. Vom spune cd f este integrabild Riemann pe [a,b] (pe
scurt, f este integrabild pe [a, b]) dacd existd un numadr real I astfel incat oricare ar fi
¢ > 0 existd ¢ > 0 cu proprietatea cd

oricare ar fi diviziunea A € Dy, ) cu [|A[| < & si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(f,C) — 1| < e.

Astfel, pentru o normi a diviziunii A suficient de micd, suma Riemann o ( f, C) reprezintd
o aproximare ,suficient de bunad” a lui I, indiferent de alegerea sistemului de puncte
intermediare C.

1.3 Integrala Riemann

Numarul I de mai sus se numeste integrala definita, sau integrala Riemann, a functiei
f pe intervalul [a, b] si se noteazd

/abf(x)dx.

Sa obsevam si ca I, dacd existd, este unic determinat.
Numerele a si b se numesc limitele de integrare, intervalul [a, b] se numeste inter-
val de integrare, iar variabila x se numeste variabila de integrare.

1.4 Definitie alternativa

Are loc urmadtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizata de aseme-
nea ca definitie a integrabilitadtii Riemann.

Teorema 1.1. Fie o functie f : [a,b] — R. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente.
1. f este integrabild pe [a, b).

2. Oricare ar fi un sir de diviziuni (ANy),>o ale intervalului [a,b] cu ||Ay|| — O,
impreund cu un sir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy, ) >0, sirul sumelor
Riemann (oa, (f, Cn))n>0 este convergent.

Cea de-a doua afirmatie pare, la prima vedere, imprecisd. Mai precis, se cere doar
ca limita unui sir de sume Riemann sd fie finitd, apdrind, la prima vedere, posibil-
itatea ca siruri diferite de sume Riemann sa tinda la limite diferite, adicd sa existe

b
,candidati” diferiti pentru / f(x)dx. In fapt, se poate demonstra cd limita unui ast-
a

fel de sir de sume Riemann nu depinde nici de alegerea sirului de diviziuni (Ay),>o0,
nici de alegerea sirului de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy),>0. Valoarea

b
(comund) a acestor limite reprezinta / f(x)dx.
a
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1.5 Diferenta intre integrala nedefinita si integrala definita a unei
functii

Integrala nedefinita a unei functii f este o multime de functii, pe cand integrala sa
definitd este un numar.

1.6 Inversarea limitelor de integrare

Observam din cele de mai sus ca nu este neapdrat necesar caa < b. Comparand sumele
Riemann obtinute pentru intervalele [a,b] si [b,a] (si aceeasi diviziune A si acelasi
sistem de puncte intermediare C), observam cd a doua este opusd primei, intrucat
(x; — x;_1) se transformd in (x;_1 — x;) = —(x; — x;_1). Urmeaza imediat cd

/abf(x)dx = —/buf(x)dx

(inversarea limitelor de integrare are ca efect inversarea semnului integralei).

1.7 Interval de integrare redus la un punct

Prin definitie (consistentd cu observatia de mai sus si cu interpretarea geometricd a
integralei definite)

/aaf(x)dx =0,

(daca lungimea intervalului de integrare este 0, atunci si valoarea integralei este 0)

1.8 Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, putem observa cd, dacd f(x) = 0 pentru orice x € [a, b], atunci

/abf(x)dx =0,

Intrucat toate sumele Riemann asociate sunt nule.

2 Legatura intre integrabilitate si alte proprietiti ale functiilor

Dupad definirea notiunii de functie integrabild, este natural sa cdutam legdturile intre in-

tegrabilitate si alte proprietati uzuale ale unor functii (continuitate, monotonie, marginire).
Tindnd seama de motivatia practicd a introducerii notiunii de integrald definitd (cal-

culul unor arii), ar fi natural ca functiile continue pe un interval [a, b] si fie si integra-

bile. Tindnd seama si de faptul cd integrala definitd a unei functii este, in fapt, limita

(finitd) a unui sir (convergent) de sume Riemann, cum un sir convergent este marginit,

ne putem astepta prin analogie ca si o functie integrabild sd fie mdrginitd. Prin acelasi

gen de analogie, cum un sir monoton si marginit este convergent, ne putem astepta ca

o functie monotona si marginitd sa fie integrabila.



Teorema 2.1. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci f este integrabili pe [a, b].

Teorema 2.2. Fie f : [a,b] — R, f integrabild pe [a, b]. Atunci f este mirginiti pe [a, ).

Teorema 2.3. Fie f : [a,b] — R, f monotond si marginitd pe [a,b]. Atunci f este
integrabili pe [a, b].

3 Formula Leibniz-Newton

Formula urmatoare reprezinta legatura dintre notiunile de integrald definitd, respectiv
nedefinitd.

Teorema 3.1. Fie f : [a,b] — R astfel incit f este integrabild pe [a, b] si admite primitive
pe [a, b]. Atunci

[ FGoydx = F(b) — (@) 2 F(x)|

a

F fiind o primitivi oarecare a lui f.

In fapt, prin intermediul formulei Leibniz-Newton, calculul unei integrale definite
se reduce la calculul unei primitive si la sciderea valorilor acestei primitive in capetele
intervalului de integrare, mai precis din valoarea in capdtul superior scdzandu-se val-
oarea in capatul inferior.

Exemplu.

T
4

i1
dx =t
/0 x = tgx

cos2 x

—tg() —tg0=1,
0 4

deoarece

1
dx =1t
/coszx x=tgx+C,

o primitiva a functiei ﬁ tiind functia tg.

4 Operatii cu functii integrabile
Prin intermediul formulei Leibniz-Newton, numita si formula fundamentala a calcu-

lului integral, formulelor de calcul al primitivelor pentru functii uzuale le corespund
formule de calcul pentru integrale definite.

Teorema 4.1. Fie f,g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b] si c € R. Au loc urmdtoarele
proprietiti.

1. Proprietatea de aditivitate




Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe [a, b], iar

/ab(f(x) + g(x))dx = /abf(x)der /abg(x)dx

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

b

[t —senax = [ ooy [ oy

(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate

Functia cf este integrabilii pe [a, b], iar

/ab cf (x)dx = c/ubf(x)dx,

(o constanta cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala inaintea
integralei).

Mentiondm ca nu au loc formule asemdndtoare pentru produs si raport, adicd integrala
produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala raportului nu este,
de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai sus pot fi scrise sub
forma urmatoare.

Teorema 4.2. Fie f,¢ : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a,b] si c1,co € R. Atunci
c1f + cog este integrabild pe [a, b si

b

/ab(clf(x) + czg(x))dx =0 /abf(x)dx aF Cz/a g(x)dx

Proprietatea are loc si pentru mai mult de doua functii. Prin inductie matematica
se poate demonstra urmdtorul rezultat.

Teorema4.3. Fie f1, fo,..., fn : [a,] = R, f1, fo, ..., fnintegrabile pe [a,b] sic,cy, .. .,
R. Atuncicif + cafs + ... + cufn este integrabilii pe [a, b] si

/ab(clf(x) 4 eafo(X) o ufulx))dx
=) /abfl(x)dx+cz /ﬂbfz(x)dx+ voo o Cn /abfn(x)dx.

5 Metode de calcul

Din nou, metodelor de calcul pentru integrale nedefinite le corespund prin intermediul
formulei Leibniz-Newton metode de calcul similare pentru integrale definite.

n €



5.1 Metoda de integrare prin parti

Teorema 5.1. Fie f, ¢ : [a,b] — R derivabile, cu f', ¢’ continue. Atunci f'q si fg' sunt
integrabile pe [a, ], iar

b b b
| F @@= fx)g()| - [ fg @

7T
Exemplu. Determinati / X cos xdx.
0

Solutie. Intrucat x este o functie polinomiald, Incercam sa scriem cealaltd functie de
sub integrald ca o derivats, sub forma cos x = (sinx)’. Urmeazs ca

7T

7T 7T 7T
/ x cos xdx = / x(sinx)'dx = xsinx | — / (x)" sin xdx
0 0 o Jo

7T T 7T 7T
= xsinx —/ sinxdx = xsinx | — (—cosx)
0 0 0 0
T 7T
=xsinx| +cosx| =0—2=-2.
0 0

5.2 Prima metoda de schimbare de variabila

Teorema 5.2. Fie [a,b),[c,d] intervale si [a,b] = [c,d] L functii care satisfac
urmdtoarele proprietiti

1. u este derivabilid cu derivata continud pe [a, b);
2. f continud pe [c,d];
Atunci (f o u)u' este integrabilii pe [a, b], iar
u(b)

[ ron = [ s

Remarcam faptul cd atunci cand se schimbd variabila de integrare se schimba si limitele
de integrare.

Exemplu. Fie integrala

L arctg x
dx.
/0 1+a2

Larct 1 1 1
/0 iri%;dx:/o arctg x - 1+x2dx:/0 arctg x - (arctg x)’dx.

Atunci




Notand u = arctg x, obtinem ca

1

1™

du = (arctg x)'dx

Calculam noile limite de integrare, inlocuindu-le pe cele vechi in schimbarea de
variabila. Astfel,

x=0 = u=arctg0 =0

x=1 :>u:arctg1:g.

Inlocuind du si u (in aceastd ordine), urmeaza ca

Larctg x 1 u?
d :/ du =&
/0 1+27 7 )y T2

5.3 A doua metodi de schimbare de variabila

2 32

0 2

4

i 1<7T>2 102_7'[2

Teorema 5.3. Fie [a,b], [c,d] intervale si [a,b] = [c,d] L R functii care satisfac
urmdtoarele proprietiti

1. u este derivabilii si inversabild, iar v = u~' este derivabilii cu derivata continud pe
le,d];

2. f este continud pe [c,d];

Atunci (f o u) este integrabild pe [a, b, iar

b u(b) ;
/a (fou)(x)dx = / " £(u) o' (u)du.

Practic, ca si pentru integrale nedefinite, cea de-a doua metoda de schimbare de vari-
abild corespunde situatiei in care nu se poate pune in evidentd sub integrala initiald
derivata schimbarii de variabila.

5.4 Proprietati in raport cu intervalul

5.4.1 Extinderea intervalului de integrare. Aditivitatea in raport cu intervalul

Teorema 5.4. Fie f : [a,b] — R, ¢ € (a,b). Daci f este integrabild atdt pe [a, c| cdt si pe
[c, b], atunci este integrabild pe intreg intervalul [a, b), iar

/:f(x)dx + /be(x)dx = /abf(x)dx. 1)




Sa observam insa cd, in ipoteza In care toate cele trei integrale sunt bine definite, nu
este neaparat necesar ca c € (a,b). In fapt, daca integralele sunt bine definite, egalitatea
are loc indiferent de pozitia lui c fatd de a si b.

5.4.2 Integrarea functiilor pare si impare
Reamintim cd o functie f : [—a,4] — R, a > 0, se numeste para daca

f(—x) = f(x), pentruoricex € [—a,a]

(semnul — dispare, asa cum dispare cand —1 este ridicat la putere pard). De asemenea,
daca

f(=x) = —f(x), pentruorice x € [—a,a]

(semnul — se pdstreazd, asa cum se pdstreazd cdnd —1 este ridicat la putere impard),
functia f se numeste impara.

Teorema 5.5. Fie [—a, a] un interval simetric fatd de origine, a > 0, si fie f : [—a,a] —
R, f integrabili pe [—a, a].

a
1. Daci f este impard, atunci / f(x)dx = 0.
—a

a a
2. Dacd f este pard, atunci | f(x)dx = 2/ f(x)dx
—a 0

Exemplu. Determinati
1
/ x’/1+ x2dx.
-1

Intervalul de integrare, [—1,1], este simetric fatd de origine. Rdmaéane si deter-
mindm paritatea functiei de sub integrala. Fie

fil-1L1] =R, f(x)=x"v1+x2

Atunci

f(—x )1+ (— V1422 = —f( x € [-1,1],

deci f este impara, iar

1
/ x/\/14+x2=0.
-1

Practic, functiile impare ,,pdstrdnd semnul”, integrala pe partea negativa [—a,0] a in-
tervalului [—a, a] are semn schimbat fatd de integrala pe partea pozitiva [0, 4| a inter-
valului [—a, a], iar suma lor este 0.

Functiile pare ,elimindnd semnul”, integrala pe partea negativa [—a,0] a interval-
ului [—a, a] este egald cu integrala pe partea pozitiva [0, 4] a intervalului [—4, 4], suma
lor fiind dublul integralei pe partea pozitiva [0, a].

8



5.5 Proprietati in raport cu functia

Vom observa in cele ce urmeaza cd integrala definitd pastreaza semnul functiei de in-
tegrat si inegalitatile nestricte intre functii. In plus, inegalitatea stricta intr-un punct de
continuitate a functiei de integrat atrage inegalitatea stricta pentru integrala.

5.5.1 Pastrarea inegalitatilor nestricte

Teorema 5.6. Fie f,g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b].

1. Daci f(x) > 0, pentru orice x € [a, b], atunci
b
/ f(x)dx > 0.
a

2. Daci f(x) > g(x), pentru orice x € [a, b], atunci

/abf(x)dx > /abg(x)dx.

Corolar 5.6.1. Fie f : [a,b] — R, f integrabild pe [a, b]. Daci
m < f(x) < M, pentruorice x € [a,b],

atunci

b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a).



AM2, Curs 6, 26.03.2020

Integrala definitd (continuare)

1 Integrala definita ca functie de limita superioara

Am afirmat in capitolul precedent ca orice functie continud admite primitive. Pen-
tru a dovedi acest lucru, prezentam mai intdi urmdtoarea formuld de derivare a inte-
gralei definite ca functie de limita superioard de integrare (limita inferioara fiind con-
stantd).

Teorema 1.1. Fie f : [a,b] — R, f continui pe [a, b]. Atunci
X
F:la,b] =R, F(x)= / F(Hdt,
a

este derivabilii pe [a, b], iar

</axf(t)dt>, = f(x), pentru orice x € [a, b].

Altfel spus, derivarea acestui tip de integrald se realizeaza prin inlocuirea variabilei x
sub integrald si apoi ,eliminarea reciprocd” a lui’, [ si dx (reamintim c4 integrarea si
derivarea sunt ,,operatii inverse”).

X /
(ﬁ sintdt) =sinx

2

Exemplu.

O consecintd imediatd a acestei formule este faptul ca o primitiva a lui f este

F:la,b] =R, F(x) =/axf(x)dx,

aceasta avand in plus si proprietatea ca

F(a) = /aaf(x)dx 0.

Am demonstrat deci urmdatorul rezultat.

Teorema 1.2. Fie f : [a,b] — R, f continud pe [a, b]. Atunci f admite primitive pe [a, b].

Formula de derivare care face obiectul Teoremei 1.1 este valabila doar atunci cand
limita inferioard de integrare este o constantd, iar cea superioara este x, si nu o alta
functie in care x apare intr-un mod mai complicat. Intr-un caz mai general, functioneaza
urmadtoarea formuld de derivare a unei integrale definite in care atat limita inferioara
de integrare cat si cea superioard sunt variabile, motivata de formula de derivare a
functiei compuse.



Teorema 1.3. Fie f : [a,b] — R o functie continud, iar u,v : [c,d] — [a,b] functii
derivabile, cu derivata continud. Atunci

Phﬂ%R,Hﬂ:/fvwﬂ

este derivabilii pe [c, d], iar

(/szi:)f(t)dt)/ = f(v(x)) - 0'(x) = fu(x)) - ' ().

Demonstratia este similard demonstratiei Teoremei 1.1.

Exemplu. Demonstrati ca functia

COs X

fﬂm;%R,ﬂ@:/ etdt,

sin x

este strict descrescidtoare.

Solutie. Pentru a studia monotonia functiei f, calculdm derivata acesteia, observand
cd

cosx ! .
f(x) = (/ etdt) = ¢%% . (cosx) —eS™* . (sinx)’
S

in x

COS X sin x

) T
= —e“®¥sinx — ¥ cosx < 0, pentrux € [0, E]'

de unde concluzia.

2 Aplicatii ale integralei definite
2.1 Aria subgraficului unei functii
2.1.1 Functii cu semn pozitiv

Definitie. Fie f : [4,b] — R, f(x) > 0 pentru orice x € [a,b]. Vom numi subgrafic al
functiei f multimea I'y definitd prin

Ir={(xy);a<x<b0<y<f(x)},

situatd intre dreptele verticale x = a si x = b, axa Ox si graficul functiei f.

Teorema 2.1. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a,b], f(x) > 0 pentru orice x € [a,b].
Atunci aria lui T ¢ este

aria(['¢) = /abf(x)dx.




[ S ——

O a b x

Figure 1: Subgraficul unei functii pozitive f.

2.1.2 Functii cu semn oarecare

Daca functia f nu pdstreazd semn constant pozitiv, I'; se definegte prin
Ip={vya<x=b0<y<f(x)sau 0=y =flx)},

tiind situatd intre dreptele verticale x = a si x = b, axa Ox si graficul functiei f (acum
putandu-se afla, partial sau total si deasupra graficului functiei f).

Se poate observa ca dacd f pdstreaza semn constant pozitiv, atunci definitia coin-
cide cu cea de mai sus. Aria lui I'y poate fi calculatd si in acest caz printr-o formuld
asemadnadtoare.

" f

Figure 2: Subgraficul unei functii cu semn oarecare f.

Teorema 2.2. Fie f : [a,b] — R, f integrabili pe [a, b), cu semn oarecare. Atunci aria lui
I'f este

aria(T'f) = / ()],

Desigur, modulul este necesar datorita faptului cd aria calculatd trebuie sa fie pozitiva,
iar functia f nu are, in cazul de fatd, aceasta proprietate.



2.2 Aria multimii marginite de graficele a doua functii

v

@---mmmmmygmmee
v

ST G 0.
=

O a

Figure 3: Multimea marginitd de graficele a doud functii f si g.

Definitie. Fie f,¢ : [a,b] — R, f, g integrabile pe [4,b]. Numim multimea marginita
de graficele functiilor f si ¢ multimea I'y , definitd prin

Tre={(xy)a<x<b flx) <y<gx) sau g(x) <y < f(x)}

situata intre dreptele verticale x = a, x = b, si graficele functiilor f, g.

Teorema 2.3. Fie f,g : [a,b] — R, f, g integrabile pe [a, b]. Atunciaria luiT s 4 este

aria(T'y ) = / " 1g(x) — f(x)dx.

Dacd una dintre functii ia tot timpul valori mai mari (graficul sdu este deasupra grafi-
cului celeilalte), atunci se poate renunta la modul.

Corolar 2.3.1. Fie f, g : [a,b] = R, f, g integrabile pe [a, b], astfel incdt f(x) < g(x) pentru
orice x € [a,b]. Atunci aria lui T ¢ 4 este

aria(I"f,g) = /ab (g(x) — f(x))dx.

Exemplu. Determinati aria domeniului plan marginit de graficele functiilor f,g :
R — R, f(x) = 22, g(x) =3 —2x.

Domeniul plan mdrginit de graficele functiilor f, g este cel hasurat in figurd. Domeniul
de integrare se obtine determinand abscisele punctelor de intersectie. La randul lor,
acestea se obtin rezolvand sistemul format de ecuatiile graficelor celor doud functii,

anume
y=x
y=3-—2x.

4



N
Yy
A(-3,9)
B(1,1)
ol \ *
Atunci x? = 3 — 2x, de unde x? +2x — 3 = 0, ecuatie cu solutiile x; = —3si x, = 1. Din

reprezentarea grafica, g > f pe domeniul de intersectie (acest lucru se poate demonstra
si algebric). Atunci aria cdutata este

1 1 1 1
/ [(3 —2x) — xz} dx = / 3dx — / 2xdx — / x*dx
-3 -3 -3 -3

1 1 1
x2 3

_ 22

= 3x
_3 2

r
5 3

5 3

2.3 Centrul de masa al unei placi plane omogene

Teorema 2.4. Fie f : [a,b] — [0,00), f continud pe [a,b] si neidentic nuld. Atunci
coordonatele centrului de masd al lui I's, privit ca o placd plani omogenad de grosime
neglijabili, sunt

/b xf(x)dx /b %fz(x)dx
xg=t——) yo=tp—.
| Fdz | Fdz

2.3.1 Consideratie practica

In aplicatii, este util a se observa mai intai eventuala simetrie a lui I'r. Astfel, dacd
I'r are 0 axd de simetrie, atunci si centrul de masd se afld pe acea axd, lucru ce poate
simplifica determinarea pozitiei sale.

Exemplu. Fier > 0. Sa se determine coordonatele centrului de masa al placii plane
omogene definite prin

M={(oy) 2+ <% x>0y >0},



Solutie. Placa pland respectivd este portiunea din discul cu centrul in origine si de
razd r situatd in primul cadran. Cum cercul cu centrul in origine si de razd r are ecuatia

N

Yy

v

x? +y? = r?, de unde y> = r?> — x?, portiunea de cerc situatd in primul cadran are

ecuatia y = V72 — x2. In concluzie, placa respectiva poate fi privitd ca subgrafic al
functiei

fil0r] = [0,00),  f(x) = Vr?—x2

De aici,

/Orxf(x)dx - /Orx\/mmc

T /Orf(x)dx - /Or\/rz—xzdx,
/Or %fz(x)dx /Or% <r2 - x2> dx
Yo = .

/Orf(x)dx B /Or V12— x2dx

Cu schimbarea de variabila
x =rsint —> dx = rcostdt,

urmeaza ca

T

’ n n
/ V1?2 — x%dx = /2 V12 —12gin%t - rcostdt = /2 12 cos? tdt
0 0 0

o [21+4cos2t, 1* sin 2t
—r/o — dt-z t+ >

s
2 Tr
0 4

Similar,

7 T T
/ xV 12— x%dx = /2 rsint- V12 —r2sin®t - rcos tdt = /2 3 sin t cos? tdt.
0 0 0

Cu schimbarea de variabila

cost =u — du = —sintdt,

6



urmeaza ca

Z 3l .3
/ r3 sin t cos? tdt / 2(—du) / 2du=r3—| ==,
0 1 0 g 3
iar \
5 4r
X = —5 = —
CT w37
1
Deoarece ) N ;
1,5 2 1/, X r
—(r-—x%dx = = [ r"x — — = _,
/0 2( ) 2( 3 0 3
urmeaza ca X
R
Y6 =2 =3
4

Alternativ, pentru simplificarea calculelor, era suficient sd observam cd placa respec-
tivd, fiind simetrica fata de prima bisectoare, are centrul de greutate situat pe aceasta,
de unde x¢g = yg, putdandu-se astfel calcula doar y.

2.4 Lungimea graficului unei functii

Teorema 2.5. Fie f : [a,b] — R, f derivabili cu f' continud. Atunci graficul siu Gy are

lungimea
1G) = [ 1+ 1P )P

Exemplu. Determinati lungimea graficului functiei

V3] =R, f(x)=Inx.

1
fi[ﬁ

Solutie.
V3 1 2 V3 142 V3 /X241
1(Gy) =/1 ,/1+ ax= [ = [
Bl x 1 x X x
= / (x*+1) 2dx.
Integrala obtinuta este o integrald binomd, cum = -1, n =2, p = % Deoarece
m_H =0¢€ Z’
n

vom face schimbarea de variabila
= (xz—l—l)% =Vx2+1.
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Atunci

W =x*4+1 = *=u?-1 —= x=+Vu2 -1
/
— dx = (\/u2—1> du:+1du.
u_

Limitele noi de integrare sunt

1 [/ 1\? /1 2
x:ﬁ:>u: <%) +1= §+1:%
x=V3 = u=1/(V32+1=V3+1=2

Urmeaza ca

2 2 2 2 42
l(Gf):/z . . du:/2 —2”_1du:/2 woltr Z:leu
%\/U —1\/u -1 ﬁu = u

V3
2 (u? -1 1 2 2 1
-/ (”2 -+ 1>du:/2 du+ [
TR V3 BT
2 2
1 —1 2 1. 2
2 2 3 3(2—+3)

2.5 Volumul unui corp de rotatie
Fie f : [a,b] — [0,00), f continua.

Definitie. Numim corp de rotatie generat de graficul functiei f multimea spatiala
Cr={(nzhn<x<n, f0) 2 2+
obtinuta prin rotatia subgraficului functiei f in jurul lui Ox.

N

Yy

Un exemplu de corp de rotatie este cilindrul circular drept (obtinut prin rotatia
subgraficului unei functii cu graficul un segment paralel cu Ox). Un altul este conul
circular drept (obtinut prin rotatia subgraficului unei functii cu graficul un segment ce
contine O). De asemenea, bila sferica si trunchiul de con circular drept sunt corpuri de
rotatie.



Teorema 2.6. Fie f : [a,b] — [0,0), f continud. Volumul corpului de rotatie generat de
graficul functiei f este

vol(Cy) = 7 / " 2(x)d.

Exemplu. Demonstrati cd volumul conului circular drept de indltime & si razd a

2
bazei R este V = T[I; h.

Y M (h,R)

Solutie. Un con circular drept de inaltime & si razd a bazei R poate fi obtinut prin
rotatia subgraficului unei functii cu graficul un segment ce contine O, adica al functiei

f:[0,h] - R, f(x)=kx,

unde k se determina din conditia ca punctul M(h, R) sa apartind graficului functiei f.
Urmeazad ca kh = R, deci k = % Atunci

V =vol(Cy) = n/ohf2(x)dx = n/oh (%x)zdx =7 (%)Z/Oh x*dx

R2x3 " R2E® nR2K

BN i T

2.6 Volumul corpului de rotatie generat de graficele a doua functii
Fie f : [a,b] — [0,00), f, g continue, 0 < f(x) < g(x) pentru orice x € [a, b].

Definitie. Numim corp de rotatie generat de graficele functiilor f si ¢ multimea spatiala

Cg = {(x,y,zxa <x<b, f(x) < \JPR+22 < g(x)}

obtinutd prin rotatia lui I'r ;, multimea marginita de graficele functiilor f si g, in jurul
lui Ox.



Teorema 2.7. Fie f,g : [a,b] — R, f, g continue pe [a,b], astfel incat f(x) < g(x)
pentru orice x € [a, b]. Atunci volumul lui Cy ¢ este

vol(Csq) = n/ab (gZ(x) _fZ(x)) dx.

Vom preciza in cele ce urmeazd legdtura Intre volumul corpului Cy ;, obtinut prin rotatia
multimii 'z . In jurul axei Ox si aria I'; ; a acestei multimi.

2.7 Ariile suprafetelor de rotatie
Fie f : [a,b] — [0,00), f derivabild cu f’ continua.

Definitie. Numim suprafata de rotatie generata de graficul functiei f multimea spatiala

S¢= {(x,y,z);a <x<bf(x)= \/yz—l—zz}

obtinuta prin rotatia graficului functiei f in jurul lui Ox.

Teorema 2.8. Fie f : [a,b] — [0,00), f derivabild cu f' continud. Aria suprafetei de
rotatie generate de graficul functiei f este

aria(Ss) = 27 /abf(x) 1+ [f'(x)]%dx.

Exemplu. Demonstrati cd aria laterala a conului circular drept de generatoare G si
razd a bazei R este S = mRG.

N

Yy

\ 4

Solutie. Intrucat conul este circular drept, intre indltimea sa /, generatoarea sa G si
raza bazei R existd relatia G2 = R? + h?, obtinutd prin aplicarea Teoremei lui Pitagora.
Ca mai sus, un con circular drept de indltime / si razd a bazei R poate fi obtinut prin
rotatia graficului functiei

FiOH >R, flx)= %x.

10



Atunci

h h R R\ 2
o a _ / 24 - -
S—arla(Sf)—Zrc/O fx)\/ 1+ [f(x)] dx—27'[/0 hx“l—l—(h) dx
. R h |RZ + K2 . R h G2 . _RG h
—ZTIE/O X de —ZTIE/O X h—zdx—Znﬁﬁ/O xdx

RGx*|" _ RGh*

s
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AM2, Curs 7, 02.04.2020
Integrala improprie

In definitia integralei Riemann, s-a presupus ca intervalul de integrare [a,b] este un
interval inchis si marginit, demonstrandu-se mai apoi cad o functie integrabila este in
mod necesar si marginitad. Totusi, apar iIn mod natural situatii in care aceste conditii nu
sunt indeplinite.

In cele ce urmeaza, vom extinde notiunea de integrald Riemann pentru a acoperi
aceste cazuri (interval de integrare nemadrginit, respectiv integrand nemarginit pe inter-
valul de integrare), obtinandu-se asa-numitele integrale improprii sau integrale gen-
eralizate. Prin analogie cu seriile numerice, pentru care convergenta sau divergenta
seriei erau definite cu ajutorul limitei sirului sumelor partiale, vom defini convergenta
sau divergenta unor integrale improprii cu ajutorul unui procedeu de trecere la limita
pentru integrale ,,partiale”, pe domenii mai mici, pe care se evita situatiile problemat-
ice in cauza.

Vom incepe mai intdi cu situatia in care intervalul de integrare este nemarginit, con-
tinudnd apoi cu situatia in care integrandul este nemarginit pe intervalul de integrare.

1 Integrale improprii in raport cu intervalul

Integralele pentru care intervalul de integrare este nemarginit se numesc integrale im-
proprii in raport cu intervalul, sau de specia (speta) 1.
(o]

Vom studia mai intai integrale de tipul / f(x)dx. In acest sens, fie f : [2,00) — R

a
astfel incat f este integrabild pe orice interval [a, A], A > a. Putem atunci vorbi despre

f(x)dx pentru orice A > a, urmitorul pas fiind cel de a studia ceea ce se intAmpla

a
cand A — co (ne ,,apropiem” de 4-co prin trecere la limita).

1.1 Convergentd si divergentd. Integrabilitate

Definitie. Fie f : [4,00) — R astfel incat f este integrabild pe orice interval [a, A],
A > a.

A ©
Daca exista limita /{im f(x)dx si este finitd, spunem cd integrala / f(x)dx este
—00 Jg a
convergentd iar functia f este integrabild pe [4, o) (pe scurt, integrabili).

A
Daca limita jim / f(x)dx nu existd, sau existd, dar este infinitd, spunem c4 inte-
—00 Jg
o0
grald / f(x)dx este divergenta iar functia f nu este integrabila pe [a, o) (pe
a
scurt, nu este integrabila).

A
In situatia in care limita I}im / f(x)dx exista (finitd sau nu), aceasta limita reprezinta
—0 Jg

valoarea integralei / f(x)dx.
a



1
1+ x2

Exemple. 1. Fie integrala / dx. Functia
0
1

f1 : [0,00) — ]R, fl(x) = m,

este integrabild pe orice interval [0, A], A > 0, intrucét este continud pe un
astfel de interval. Observam ca
A 1 A

T
lim dx = lim arctgx | = lim arctg A = —,
Ao Jo 1+ x2 A—o0 & 0 A—o00 & 2

© 1 T
deci integrala —— este convergentd, valoarea sa este —, iar f; este in-
0 14x2 2

tegrabild pe [0, o).
©1
2. Fie integrala / ;dx. Functia
1

fri[oo) >R, folx) = %

este integrabild pe orice interval [1,A], A > 1, intrucat este continud pe un
astfel de interval. Observam ca
A A

. 1 . .
lim —dx = lim Inx| = lim InA = oo,
A—ooJ1 X A—o00 1 A—o0

©1
deci integrala / ;dx este divergentd, valoarea sa fiind +oco, iar f, nu este
1

integrabild pe [1, c0).

1.1.1 Integrale improprii de speta I cu integrand pozitiv

Fie f : [a,00) — [0, ) astfel incat f este integrabild pe orice interval [a, A], 2 < A. S&
notam

A
F:[a,0) = R, F(A):/ F(x)dx.

Intrucat f este pozitiva, F este crescdtoare, valoarea integralei crescand odata cu cresterea

lungimii intervalului. Atunci limita Aim F(A), utilizatd in definitiile convergentei si
—00

divergentei, existd, finitd sau nu. Are deci loc urmatorul rezultat, similar in natura sa
cu proprietatea seriilor cu termeni pozitivi de a fi sau convergente, sau divergente catre
—+o00.

Teorema 1.1. Fie f : [a,00) — [0,00) astfel incdt f este integrabild pe orice interval
e}
[a, A], a < A. Atunciintegrala / f(x)dx este fie convergentd, fie divergenti cu valoarea
a
+00.




1.1.2 Alte tipuri de intervale nemarginite

N a
In mod similar definim convergenta unor integrale de tipul / f(x)dx, cu ajutorul
limitei .
lim / f(x)dx,
A

A——o0

—+00
respectiv a unor integrale de tipul / f(x)dx, cu ajutorul limitei
—00

B
Blgrolo /A f(x)dx.
A——o00

1.2 Proprietiti de calcul

Integralele improprii pastreaza cele mai multe proprietiti ale integralelor definite. In
particular, au loc urmatoarele proprietdti de calcul, prima reprezentand proprietatea
de aditivitate in raport cu intervalul, cea de-a doua reprezentand proprietatea de adi-
tivitate in raport cu functia.

Teorema 1.2. Fie f : [a,00) — R, f integrabilii pe [a,o0). Atunci f este integrabild pe
orice subinterval [c,0), ¢ > a, si

/uoof(x)dx = /acf(x)dx + /Coof(x)dx.

Teorema 1.3. Fie f,g : [a,00) — R, f, g integrabile pe [a,o0) si c1,¢c; € R. Atunci
c1f + cog este integrabilil pe [a, ), si

/uoo(mf(x) + c2g(x))dx = 1 /uoof(x)dx + ¢ /aoog(x)dx

1.3 Criterii de convergenta

1.3.1 Criteriul de comparatie

Teorema 1.4. Fie f, g : [a,00) — [0, o), astfel incit

f(x) <g(x), pentruoricex € [a, o).

(09) (0,9)
1. Dacd / g (x)dx este convergenti, atunci si / f(x)dx este convergent.
a a

o0 (ee]
2. Dacd / f (x)dx este divergentd, atunci si / g (x)dx este divergenti.
a a




Rezultatul este usor de retinut (si inteles) tindnd seama de urmatoarea observatie.
Integrala pe [a,c0) a unei functii pozitive este fie , micd” (convergentd, cu valoare nu-
merica), fie ,mare” (divergentd), cu valoarea +-co.

Cum f < g, inegalitatea se pdstreaza si intre cele doud integrale, adica

/aoo fx)dx < /uoog(x)dx.

ee) o0
Daca / g(x)dx este ,,micd” (convergentd), atunci / f(x)dx este ,,si mai micd” (tot
a a
o0

convergentd). Dacd / f(x)dx este ,mare” (divergentd), atunci / g(x)dx este ,si
a a
mai mare” (tot divergentd).

o
Tot de aici putem observa ca nu putem trage nicio concluzie daca / g(x)dx este
00 a
divergentd, intrucat / f(x)dx este ,,mai micd”, dar poate fi sau ,,micd” (convergentd),
a

[e9)
sau ,mare” (divergentd). Similar, daca / f(x)dx este convergentd, atunci nu putem
a

obtine nicio concluzie.

Teorema 1.5. Fie f : [a,00) — [0, 00), integrabild pe [a, A| pentru orice A > a.
1. Dacd existd p > 1 astfel ca

lim x?f(x) =1 € [0,00)

X—> 0
(09)
atunci / f(x)dx este convergenti.
a

2. Daci existd p < 1 astfel ca

lim x?f(x) =1 € (0, 0]

X—»00

(09)
atunci / f(x)dx este divergentd.
a

Combinand cele doua proprietati obtinem urmatorul criteriu de convergenta util in
aplicatii.

Corolar 1.5.1. Fie f : [a,00) — [0, 00) continud astfel incat existid p € R cu proprietatea

xli_rgoxpf(x) =1¢€ (0,0).

Atunci

(o]
1. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a

2. Daci p < 1, atunci integrala / f(x)dx este divergenti.
a



o0
Remarcam faptul cd in situatia in cauzd, integrala / f(x)dx are comportament

a
,invers” lui p. Astfel daca p este ,mic” (< 1), integrala este , mare” (divergenta cu
valoarea +o0), iar dacd p este ,mare” (> 1), integrala este ,,mica” (convergenta).

00 1
Exemplu. Studiati convergenta integralei / ——dx.

Solutie. Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui \/ij = % pentru

x — 00, alegem p = 2. Atunci

o0
Cump =2 > 1, urmeaza cd / dx este convergenta.
1

1
VAT
VX dx.

Exemplu. Studiati int 1'/00—
xemplu udiafl Convergen’ga ntegralel ’ x3+2x+3

. . . v . X
SOII,ltle. Deoarece 1ntegrandul are Comportarea aprox1mat1va a lui x—\{ = LS pentru
x2

x — 00, alegem p = % Atunci

.5 yx . X3
I s AmE s 0

Vv .
3dx este convergenta.

(e )
Deoarece p = 2 > 1, urmeaza ca integrala / —_
P=2 & 1 x342x+

1.4 Transformarea intr-o serie numerica

o0

Integrala / f(x)dx poate fi transformata intr-o serie numericd. Astfel, are loc egali-

tatea

/awf(X)dx = /aa+1f(x)dx+/aizf(x)dx+___.

a+n+1
Cu notatia a, = / f(x)dx, n > 0, urmeaza ca
a+n

/a f(x)dx = r;)an

In acest fel, convergenta unei integrale improprii in raport cu intervalul poate fi legata
de convergenta unei serii numerice. Desigur, transformarea integralei intr-o serie nu-
mericd nu este unicd, intervalul [a, 00) putdnd fi impartit si in alte moduri.



Teorema 1.6. Fie f : [a,00) — [0,00), f continui si monoton descrescitoare. Atunci
(0]

/ f(x)dx are aceeasi naturd cu Y f(n), unde indicele de plecare k € [a, 00) poate fi
a n=k

ales convenabil.

1
- dx
Vat4+x2+1

Exemplu. Studiati convergenta integralei /
1

Solutie. Functia

1
:11,00) = |0,00), X) = ————m—
Frllo) > [0,0), flx) = <o
o0 1
este continud si monoton descrescitoare pe [1,00). Urmeaza cd / ————dxare
1 Vxt+xZ2+1

d 1
aceeasi naturd cu seria Z —_—.
i1 Vnt —l— n?+ 1

1 Vnt + n2

Studiem acum natura seriei Z Cu ajutorul unui criteriu de comparatie.

Intrucat
1 < 1 1
Vit n241 7 Vit n?
= 1
iar seria Z s este convergentd (serie armonica generalizatd cu p = 2 > 1), urmeaza

este convergentd. La randul ei, integrala /
1

11
> 1
ca si seria 2 ————dx
V”4+”2 Vat+x2+1

este convergenta avand aceea@i naturd cu aceastd serie.

1.5 Convergentd absoluta

o0

Definitie. Fie f : [2,00) — R. Vom spune c& / f(x)dx este absolut convergentd, iar
a

o0
f este absolut integrabili pe [a, o), daca / |f(x)|dx este convergentd, adica |f| este
a

integrabild pe [a, c0).
(e
Se poate demonstra cd daca / f(x)dx este absolut convergents, atunci este si

a
convergentd, nefiind insa valabila si reciproca (asa cum numele sugereaza, absoluta
convergentd inseamnd mai mult decat convergenta). Pentru functii cu valori pozi-

tive, cum | f| coincide cu f, notiunea de absolutd convergenta coincide cu notiunea de
convergenta.

2 Integrale improprii in raport cu functia

Integralele pentru care integrandul este nemarginit pe intervalul de integrare se numesc
integrale improprii in raport cu functia, sau de specia (speta) II.



Vom studia mai intai integrale de tipul / f(x)dx in care limita inferioard a este

punct singular, in sensul cd f este nemarginita intr-o vecindtate a lui a.

Definitie. Fie f : (4,b] — R. Vom spune ci a este punct singular pentru functia f daca
f este marginitd pe orice subinterval [A,b], a < A < b, dar f este nemérginita pe (4, b].

2.0.1 Prototip

11
Un prototip al acestor integrale este integrala / ﬁdx, p > 0, in care integrandul nu
0

este definit in x = 0, punctul singular, nefiind nici marginit pe (0, 1], intrucat limita sa
la dreapta in x = 0 este +-oo.
Fie f : (a,b] — R astfel incat f este integrabild pe orice interval [A,b],a < A < b.
b

Putem atunci vorbi despre / f(x)dx pentru orice a < A < b, urmatorul pas fiind cel
A

de a studia ceea ce se intimpld cand A — a, punctul singular al functiei (ne ,,apropiem”
de punctul singular prin trecere la limita).

2.1 Convergenta si divergenta. Integrabilitate

Definitie. Fie f : (4,b] — R astfel incéat f este integrabild pe orice interval [A, b], a <
A <b.

b

b
Daca exista limita }11m f(x)dx si este finitd, spunem ca integrala / f(x)dx este
—a a
A>a

convergenta iar functia f este integrabild pe (a, b] (pe scurt, integrabili).

b
Daca limita }‘im f(x)dx nu existd, sau existd, dar este infinitd, spunem c& integrala
—aJA
A>a

/ f(x)dx este divergenti iar functia f nu este integrabili pe (a, b] (pe scurt, nu

este integrabild).

b
In situatia in care limita /lllm f(x)dx existd (finitd sau nu), aceastd limitd reprezinta
—a
A>a

valoarea integralei / f(x)dx
a

11
Exemple. 1. Fie integrala / Fdx, p € (0,1). Punctul singular al functiei este
0

1
x = 0, intrucat lim — = 4o0. Functia
xg(()) xP

X

01 >R, fi(x) = %

este integrabild pe orice interval [A4,1], 0 < A < 1, intrucat este continud pe




un astfel de interval. Observam ca

11 1 yl-r |1
lim [ —dx=1lim | x Pdx = lim
A20JA xP A—=0JA A0\ 1—p
>

A>0 A)

—lim( 1 —Al_p)— 1
= IRV
1

11
Integrala / —pdx, p € (0,1) este deci convergentd, cu valoarea =t
0 X

11
2. Fie integrala / ;dx . Ca mai sus, punctul singular al functiei este x = 0,
0

functia
1

fz : (0,1] — IR, fz(x) = ;,

este integrabild pe orice interval [A,1],0 < A < 1, iar

1

11
lim [ —dx=IlimInx| =lim (In1-InA)=0—(—00) = +o0.
A—=0JA X A—0 A A—0
A>0 A>0 A>0

11
Integrala / ;dx este deci divergentd, cu valoarea +oo.
0

2.1.1 Integrale improprii de speta II cu integrand pozitiv

Fie f : (a,b] — [0, 00) astfel incat f este integrabila pe orice interval [A,b],a < A < b.
Putem obtine urmatorul rezultat analog celui corespunzator pentru integrale improprii
de speta L.

Teorema 2.1. Fie f : (a,b] — [0, 00) astfel incit f este integrabild pe orice interval [A, 1],

b

a < A < b. Atunci integrala / f(x)dx este fie convergentd, fie divergentd cu valoarea
a

—+00.

2.2 Proprietiti de calcul

Au loc urmaétoarele proprietdti de calcul, similare celor pe care le au integralele impro-
prii de speta L.

Teorema 2.2. Fie f : (a,b] — R, f integrabild pe (a,b]. Atunci f este integrabili pe
orice subinterval (a,c|,a < c < b, si

/a ! Flx)dx = / " F(x)dx + / ! Fx)dx.




Teorema 2.3. Fie f,g : (a,b] — R, f, g integrabile pe (a,b] si c1,co € R. Atunci
c1f + cpg este integrabild pe (a, b, si

b

/ab(mf(x) + c28(x))dx = ¢1 /abf(x)dx + Cz/a g(x)dx.

2.3 Criterii de convergenta

Teorema 2.4. Fie f : (a,b] — [0, 00), integrabild pe [A, b] pentru oricea < A < b.
1. Daci existd p < 1 astfel ca

lim(x — )P f(x) =1 € [0,00),

b
atunci / f(x)dx este convergent.
a

2. Dacd existd p > 1 astfel ca

lim(x — ) f(x) = € (0,00]

b
atunci / f(x)dx este divergentd.
a

Demonstratia este similard demonstratiei Teoremei 1.5, criteriul corespunzator de convergenta
pentru integrale improprii de specia L.

Corolar 2.4.1. Fie f : (a,b] — [0, 00) continud astfel incit existd p € R cu proprietatea

lim (x — )P f(x) =1 € (0, 00).

Atunci

b
1. Daci p < 1, atunci integrala / f (x)dx este convergentd.
a

b
2. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este divergentd.
a

b
Remarcam faptul cd in situatia in cauza, integrala / f(x)dx are comportamentul
a
lui p. Astfel dacd p este ,mic” (p < 1), integrala este ,,micd” (convergentd), iar daca p
este ,mare” (> 1), integrala este ,,mare” (divergentd cu valoarea +-c0).

1 1
Exemplu. Studiati convergenta integralei /0 mdx.



Solutie. Deoarece

1—1 d 1—1 d
/0 5x2 — x3 x-/o x2(5 — x) o

urmeaza cd x = 0 este punct singular pentru integrand (cealaltd rddacind a numitoru-
lui, x = 5, nu apartine intervalului de integrare). Deoarece termenul care anuleaza

numitorul in punctul singular, x, are puterea 2, alegem p = 2. Atunci
1 1 1
li — 02— =1i = — € (0,0).
x1£>r(1)(x ) x%(5 — x) x5 — x 56( )
x>0 x>0

1 1
Cum p =2 > 1, urmeaza cd integrala | ————=dx este divergentd, cu valoarea +-co.
0 5x% —x3

2.4 Convergentd absoluta

b
Definitie. Fie f : (a,b] — R. Vom spune ca / f(x)dx este absolut convergentd, iar
a

b
f este absolut integrabilid pe (a,b] daca / |f(x)|dx este convergentd, adicd |f| este
a
integrabild pe (a, b].

b
Se poate demonstra cd daca / f(x)dx este absolut convergentd, atunci este si con-

vergentd pe (a,b], nefiind insd \galabilé si reciproca (din nou, asa cum numele sug-
ereazd, absoluta convergentd inseamna mai mult decat convergenta). Pentru functii
cu valori pozitive, cum |f| coincide cu f, notiunea de absolutd convergentd coincide
cu notiunea de convergenta.

2.4.1 Integrale improprii cu limita superioara punct singular

b
Integralele de tipul / f(x)dx in care limita superioard b este punct singular, in sensul
a

cd f este nemadrginitd intr-o vecinatate a lui b, se studiaza analog celor in care limita
inferioard este punct singular, utilizdnd ,,apropierea” de punctul singular b prin trecere
la limita.

Definitie. Fie f : [a,b) — R. Vom spune c3 b este punct singular pentru functia f daca
f este marginitd pe orice subinterval [a, A], a < A < b, dar f este nemarginitd pe [a,b).

2.4.2 Prototip

1
Un prototip al acestor integrale este integrala / de, p > 0, In care integrandul
o (1—

nu este definit in x = 1, punctul singular, nefiind nici marginit pe [0, 1), intrucat limita
sa la stinga in x = 1 este +oo.

Prin analogie, pentru integralele improprii cu limita superioara punct singular se
pot obtine urmatoarele criterii de convergenta.

10



2.4.3 Criterii de convergenta

Teorema 2.5. Fie f : [a,b) — [0, 00), integrabild pe [a, A] pentru oricea < A < b.
1. Daci existd p < 1 astfel ca

lim(b — x)°f(x) =1 € [0,00)
x<b

b
atunci / f(x)dx este convergentd.
a

2. Dacd existid p > 1 astfel ca

chiirll)(b —x)Pf(x) =1¢€ (0, 0]
x<b

b
atunci / f(x)dx este divergentd.
a

Corolar 2.5.1. Fie f : [a,b) — [0, 00) continud astfel incat existid p € R cu proprietatea

J1{13{117(19 —x)Pf(x) =1¢€ (0,00).
x<b

Atunci

b
1. Daci p < 1, atunci integrala / f(x)dx este convergentd.
a

b
2. Daci p > 1, atunci integrala / f(x)dx este divergentd.
a

5 2
Exemplu. Studiati convergenta integralei / & dx.
2 (x—1)v5—x

Solutie. Observam cd x = 5 este punct singular, intrucat celalalt punct in care se an-

uleazd numitorul, x = 1, nu apartine intervalului de integrare. Deoarece termenul care

y : o 1.
anuleazd numitorul, v/5 — x, poate fi scris ca (5 — x)2, avidnd puterea %, alegem p = %

Urmeaza ca

2 2
1 X X 25
lim (5 — x)2 = lim = — € (0,00).
T T
5 x2
Deoarece p = 1 <1, urmeaza ca integrala / dx este convergenta.
] ’
2 (x—1)v/5—x

11



AM?2, Curs 8, 09.04.2020
Integrala improprie (continuare)

0.1 Integrale improprii cu mai mult de un punct singular

Pot fi intalnite si integrale improprii de speta II cu mai mult de un punct singular, sau
integrale improprii in care atat intervalul de integrare este nemadrginit, cat si functia de
integrat este nemarginitd pe acest interval, avand puncte singulare finite. Acestea din
urmd combind atat caracteristicile integralelor improprii de speta I, cét si ale celor de
speta II.

In aceastd situatie, se scrie integrala ca suma mai multor integrale improprii, fiecare
cu cate un unic punct singular, respectiv ca suma dintre o integrald improprie de speta
I si una de speta II

x3

Vx—1(4—x)

Solutie. In aceasti situatie, atat x = 1 catsi x = 4 sunt puncte singulare, fiind rddacini
ale numitorului. Scriem integrala sub forma

4
Exemplu. Studiati convergenta integralei /1 5 dx.

4 3 2 3 4 2
J m(z;—x)zdx:/l m(z;—x)zd”/z N (TS R

ca suma intre o integrala cu limita inferioara punct singular (prima integrala) si o inte-
grald cu limita superioara punct singular (a doua integrald). Deoarece

x3 x> 1

1
lim(x —1)2 =lim — = = € (0,00)
— _ 2 _ 2 7 7
x1 Vrx—1(4-x)* a2l (4—x)2 9
1 2 X d
i =:<1, 3 cd / x este convergenta.
iarp = 3 urmeazad cd L Vi 1(d_ ) g
Deoarece
3 3
x x 64 64V/3
lim (4 — x)? =lim—— = — = X" € (0,00),
fc?jll( ) x—1(4—-x)? x24yx-1 V3 3 (0.e0)

3

Vx—1(4—x)?

4
dintre o integrala convergentd si una divergentd, integrala /
1

4
iar p = 2 > 1, urmeaza ca integrala / dx este divergentd. Fiind suma
2

X3

Vx—1(4—x)

Sdx este
divergenta.
Integrala curbilinie

Pana in momentul de fatd, s-a presupus ca reprezentarea geometricd a domeniului de
integrare este o parte a unei drepte, anume un segment (pentru integralele definite si
unele integrale improprii), respectiv o semidreaptd sau o dreaptd (pentru alte integrale
improprii). In cele ce urmeaza vom renunta la aceasta restrictie, domeniul de integrare
tiind acum o curbéd din plan sau din spatiu. Desigur, este necesar sa definim mai intai
conceptul, intuitiv evident, de curba continua.



1 Curbe in plan si in spatiu
1.1 Notiuni de baza
1.1.1 Curba continua (drum continuu) in spatiu

Numim curba continua (drum continuu) in spatiu o multime de forma

(C) = {(x(t),y(t),z(t)), t € [a,]], x,y,z continue pe [a,b]}.

Reprezentarea
x = x(t)
(C):qy=ylt), telab]
z = z(t)
se numeste reprezentarea parametrica a curbei (C), f numindu-se parametrul curbei.
Pozitia unui punct M pe curba se poate indica precizdnd valoarea parametrului care-i

corespunde, sub forma M = M(ty), to € [a,b]. O curba in R3 se mai numeste si curbi
in spatiu.

B(b)
M)

A(a)

L |
L 1
a t b
In situatia in care x,y,z € C![a, b] (functiile care definesc reprezentarea parametrica
sunt derivabile cu derivata continud), se spune cd (C) este o curba de clasi C' (un
drum de clasi C') sau o curbi cu tangenti continui (un drum cu tangenti continua).

Daca (C) nu se autointersecteazd, ea se numeste simpld, iar dacd punctul initial
A(a) si punctul final B(b) coincid, curba se numeste inchisa.

1.1.2 Curbe plane

Similar se definesc notiunile corespunzatoare pentru curbe in plan, reprezentarea para-
metrica fiind de aceasta data

fx=x(t) .
(C)'{y:y(t)’ t € la,bl.

1.1.3 Puncte critice

Fiind dati o curb in spatiu de clasa C!, reprezentatd parametric sub forma

x = x(t)
(C):qy=y(t), t€lab],
z = z(t)

2



vom spune cd M(x(to),y(to),z(to)) este un punct critic al curbei (C) dacad x'(ty) =
y'(tp) = Z/(ty) = 0 (derivatele functiilor care definesc reprezentarea parametrica se
anuleazd simultan). Un punct al unei curbe de clasi C! care nu este punct critic se
numeste punct regulat.

1.1.4 Curba neteda

O curba cu tangentd continua si fard puncte critice se numeste curba neteda. O curba
care nu este netedd, dar se poate scrie ca reuniunea unui numar finit de curbe netede
se numeste curba neteda pe portiuni.

Analog se definesc notiunile corespunzatoare pentru curbe in plan.

>~

-y
- ...

s

-y,
- ...

&

Exemplu. Curba in spatiu

x = rcos(kt)
(C):Qy=rsin(kt) , t € [a,b], r,c,k #0,
z =ct

situatd pe suprafata cilindrului x?> + y> = r2, se numeste elice cilindrici. Cum

functiile care definesc reprezentarea parametricd sunt de clasa C!, iar z’(t) = ¢ # 0,
elicea cilindrica este o curbd neteda.

Exemplu. Curba in spatiu

x = rtcos(kt)
(C): Qy=rtsin(kt) , t € [a,b], r,c,k #0,
z =ct
2
2

. < . r . .
situatd pe suprafata conului x? + y2 — —z° = 0, se numeste elice conicd. Cum
c




functiile care definesc reprezentarea parametricd sunt de clasa C 1 jarz/ (1) =c#0,
elicea conici este o curba neteda.

1.1.5 Alte moduri de a defini o curbi in R3

Reprezentarea parametrica

x = x(t)
(C):qy=y(t), t€lab],
z = z(t)

este echivalentd cu

7(t) = x()T+y()T+z(Dk, t € [a,b],
unde 7(t) este vectorul de pozitie al punctului curent M(t), numitd reprezentarea
parametrica vectoriala. Curbele pot fi reprezentate si in alte moduri, de exemplu ca
intersectia unor multimi (reprezentarea implicitd), sau precizdnd valorile a doud co-
ordonate ca functie de cea de-a treia (reprezentarea explicitd). Pentru consideratiile
urmadtoare, cea mai ,,bund” reprezentare va fi cea parametrica.

Exemplu. Curba

2 2 2 2

~ R

(Q:{x+y4% CRs0,
X4+y+z=0

reprezintd un cerc, definit in mod implicit ca intersectia dintre sfera x> + y? + z2 =
RZ cu centrul in origine si cu raza R si planul x +y + z = 0.
Curba definita explicit prin

y=2x+1
C): ’ 0/2/
() {z:3x+2 x<[0.2

-1 -2
reprezintd un segment al dreptei x = Y 5 = z 3/ cu capetele in A(0,1,2) si




| B(2,5,8).

1.1.6 Transformarea unei reprezentari explicite intr-una parametrica

Sd observam ca o reprezentare explicitd a unei curbe poate fi transformatd intotdeauna
intr-una parametrica alegdndu-se variabila in functie de care sunt reprezentate celelalte
doud ca parametru, iar o curba de clasd C! definitd explicit este intotdeauna neteda.
Intr-adevar, dacs

<C%{Zi§$§ xeab], fgeClabl],

este o curbd de clasd C!, atunci o reprezentare parametricd a ei este

x =1
(C):Jy=f(@1), telab],
z = g(t)

iart/ =1 #0.

1.1.7 Orientarea unei curbe

Pe o curba datad parametric se pot defini doud orientari (sensuri de parcurgere). Sen-
sul pozitiv este cel al cresterii argumentului. In situatia in care o curba este definita
prin consideratii geometrice, reprezentarea parametrica fiind absentd, sensul pozitiv
va fi cel trigonometric (un observator care se deplaseaza pe frontiera domeniului vede
intotdeauna domeniul la stdnga sa).

1.2 Lungimea unei curbe

Intuitiv, lungimea unei curbe continue s-ar putea defini ca limita lungimilor unui sir de
linii frinte aproximante. Totusi, ceea ce este poate mai putin intuitiv este faptul ca exista
curbe continue cu multe ,,salturi abrupte” si, in consecintd, cu lungime infinitd. Astfel,
formule de calcul ale lungimii vor putea fi obtinute doar pentru curbe cu proprietati
mai mari de regularitate (netede pe portiuni).

1.2.1 Formula de calcul a lungimii unei curbe

Teorema 1.1. Fie

x = x(t)
(C):qy=ult), telab]
z = z(t)

o curbd in spatiu cu tangentd continud. Atunci (C) este rectificabilii (are lungime finiti) ,
iar

i) = [ WO+ Y R + (0




Conform proprietdtii de aditivitate a integralei definite in raport cu domeniul, for-
mula de mai sus se poate extinde imediat si pentru curbe cu tangenta continua pe
portiuni.

Exemplu. Determinati lungimea curbei

X =rcost
(C):{y=rsint , t €[0,2m], r > 0.
z=ct

Solutie. Au loc egalitdtile
x'(t) = —rsint, y'(t) =rcost, Z'(t)=c.

Atunci

27 27
= / \/[—r sin t]? + [rcos t]? + [c]?dt = / \/1'2(sin2 t+ cos? t) + cdt
0 0
27T
= / V12 4 2dt = 27t/ 12 + 2.
0
Se poate observa cd elicea de mai sus are ca punct initial A(r,0,0), iar ca punct fi-
nal B(r,0,27c), cu aceleasi valori ale coordonatelor x si y, dar cu z diferit, intre timp

parametrul ¢ parcurgand intervalul de periodicitate [0,27t] pentru cos si sin. Putem
spune cd (C) este o spird a unei elice de raza r si pas 27c.

1.2.2 Formula de calcul a lungimii unei curbe plane

Similar, fie

y =yt

o curba plana cu tangentd continud. Atunci

Q)= [ OR+ ok

1.3 Elementul de arc (elementul de lungime)

(cy{x:xm,temm,

1.3.1 Elementul de lungime in spatiu
Fie
X
(C):qy=y(t), t€lab],
z
o curbd cu tangentd continud. Definim s : [a,b] — [0, c0) prin

s(t) = lungimea portiunii din (C) cu capetele A(a) si M(t).

Conform celor de mai sus,



s() | /B(b)

IM(t)

A(a)

() = [ WGP+ 0P + [ (0P
de unde, tinand seama ca ds = s/(t)d¢t,

ds = /[ ()12 + [y (1)]2 + [2/ (1)t

Diferentiala ds de mai sus poartd numele de elementul de arc (elementul de lungime)
al curbei (C).

1.3.2 Elementul de lungime in plan (coordonate carteziene)

Similar, fie

y=y(t)

o curbd plana cu tangentd continud. Atunci

ds = /[ ()2 + [y ()] 2dt.

(cy{x:xw,temm,

2 Integrale curbilinii de specia (speta) I

Reamintim cd integrala Riemann a unei functii definite pe un interval a fost definita
cu ajutorul unui procedeu de aproximare. Mai precis, dat fiind intervalul de inte-
grare [a, b, s-au construit diviziuni ale acestuia, in fiecare subinterval astfel determinat
alegandu-se cate un punct intermediar. Pe baza acestor elemente, s-au construit sume
Riemann in care fiecare subinterval ,,contribuia” cu valoarea functiei in punctul inter-
mediar, inmultita cu lungimea subintervalului.

2.1 Definitie

Vom folosi un procedeu asemandtor pentru a defini notiunea de integrala curbilinie de
specia I. Fie

x = x(t)
(C):qy=y(t), telab]
z = z(t)

o curba netedd in spatiu gi F : D C R® — R astfel incat (C) C D. Fie de asemenea
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=ty<tp<tr <...<t,=0
o diviziune a intervalului [4, b], care determind pe (C) punctele

Aolto), A1(t1),- .., Au(tn).

7



Pe fiecare arc de curba AOAAl, A; A, .. .,An_: Ay alegem cate un punct intermediar
Mi(c1), Ma(c2), ... ,My(cn), ti1<c<t,1<i<n.
Aceste puncte determind un sistem de puncte intermediare
S={My,M,,...,M,}.

Numim atunci sumd Riemann asociata diviziunii A si sistemului de puncte inter-
mediare S suma

os(E,S) = éP(x(c»,y(ci),z(ci)>1<Aif1Al->.

4,(2,)
M,(c,)

n

‘Awfl (tnfl)

Definitie. Daca existd un numar real [ astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 exista J; > 0 cu
proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A cu max [(A;_1A;) < J, si oricare ar fi sistemul de puncte S
1<i<n

asociat lui A, are loc inegalitatea
|O'A(F,S) — I| < §g,

atunci [ se numeste integrala curbilinie de specia (speta) I a functiei F pe curba (C) si

se noteaza
F(x,vy,z)ds.
/ ( Y )

Integrala curbilinie de specia I se mai numeste si integrala curbilinie in raport cu
elementul de lungime.

2.2 Formula de calcul

Are loc urmatoarea formuld, prin intermediul cdreia calculul unei integrale curbilinii
de specia I se reduce la calculul unei integrale definite, o formula similard avand loc si
pentru curbe plane.



Teorema 2.1. Fie

x = x(t)
(C):qy=ult), telab]
z = z(t)
o curbi netedi in spatiu si fie F : D C R3 — R astfel incat (C) C D, iar F continud pe

D. Atunci

b
L EGp.2ds = [ BG(),y(0,20)y r OF + [y (O + 2 (Pt

Pentru F = 1 (functia constanta 1), folosind si Teorema 1.1, obtinem ca

/Cds —1(C),

adicd integrand functia constantd 1 in raport cu elementul de lungime al unei curbe
obtinem lungimea acelei curbe.

2.21 Curbe plane (coordonate carteziene)

Similar, fie

y=y(t)

o curbd neteda in plan si fie F : D C R? — R astfel incat (C) C D, iar F continud pe D.
Atunci

(€) - {x:x(t), t e [a,b],

b
L EGds = [ FG(e),y0)y/ [ (O + [y ()2,

2.2.2 Procedeul de inlocuire

Din cele de mai sus, se observa cd determinarea valorii integralei incepe cu operatia de
inlocuire. Mai precis, coordonatele x, v, z se inlocuiesc cu expresiile acestora date de
reprezentarea parametricd a curbei, iar pentru calculul lui ds se inlocuiesc de aceasta
data derivatele ¥/, v/, 2.

Exemplu. Determinati / xyds, unde (C) este curba pland definitd explicit prin
C
(C):y=x%x€[-1,1].

Solutie. Curba (C) se poate reprezenta parametric alegand x ca parametru. Se obtine

(C): {x - 2 te[-1,1] = ¥'(t) =1y (t) =2t = ds = /1 +4t2dt.
y:

Atunci

1 1
/xyds:/ t-tz-\/1+4t2dt:/ £V/1 +412dt =0,
C -1 1

deoarece intervalul de integrare [—1,1] este simetric fa{d de origine, iar integrandul
este functie impara.



v

2.3 Proprietati de calcul
2.3.1 Independenta de sensul de parcurgere
Fie
n x = x(t)
AB:{y=y(t), t €lab],
z =z(t)

o curba neteds si fie F : D C R®> — R astfel ca AB C D, iar F continud pe D. Atunci

/A F(x,y,z)ds = /A F(x,y,z)ds,

AB BA

adicd valoarea integralei nu depinde de sensul de parcurgere al curbei AB, proprietate

motivatd de faptul cd, in definitia de mai sus, lungimea [(A;_1A;) nu depinde de sensul
de parcurgere al arcului.

Intrucat calculul integralelor curbilinii de specia I se poate reduce, in conditiile
date, la calculul unei integrale definite, integrala curbilinie de specia I mosteneste un-
ele dintre proprietdtile de calcul ale integralei definite.

2.3.2 Aditivitatea in raport cu functia
Fie
x = x(t)
(C):qy=yt), teal]
z = z(t)
o curba neteda si fie Fi, F, : D C R® — R astfel incat (C) C D, iar F, F, continue pe D.
Fie deasemenea c1,c; € R. Atunci

/C(chl(x,y,z) + b (x,y,z))ds = cl/CFl(x, y,z)ds + cz/ch(x, y,z)ds.

2.3.3 Aditivitatea in raport cu domeniul de integrare

Fie AB o curbd neteda si M un punct pe AB. Fie deasemenea F : D C R® — R astfel
ca AB C D. Atunci

- Floy,2)ds = [ F(oy2)ds+ [ Flxy,z)ds
[ Eds= [ Fry2ds+ [ F(xy,2)ds

10



AM2, Curs 9, 16.04.2020
Integrale curbilinii de specia (speta) II
1 Integrale curbilinii de specia (speta) 11

1.1 Definitie

Din nou, vom folosi un procedeu de sumare pentru a defini notiunea de integrala
curbilinie de specia II. Fie

x = x(t)
(C):qy=uylt), telab]
z = z(t)

o curba netedd in spatiu si fie F:DCR?®—V;
E(x,y,2) = P(x,v,2)T4+ Q(x,v,2)] + R(x, v, 2)k
astfel incat (C) C D. Fie de asemenea
A={ty,t1,t2,...,tn}, cu a=t) <t <t <..<t,=D,
o diviziune a intervalului [a, b], care determind pe (C) punctele

Aolto), A1(t1),- .., Au(tn).

~

Pe fiecare arc de curba AOAAl, A; Ay, ..., A 1A, alegem cate un punct intermediar
Mi(c1), Ma(ca), ... ,My(cn), ti1<c<t,1<i<n.
Aceste puncte determind un sistem de puncte intermediare
S={M;,My,...,M}.

Numim atunci suma Riemann asociatd diviziunii A si sistemului de puncte inter-
mediare S suma

+ R(x(ei), y(ei), 2(ei) (zi — zi-1)-

Definitie. Dacd exista un numadr real [ astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 existd 6, > 0 cu
proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A cu max I(A;_1A;) < J; si oricare ar fi sistemul de puncte S
1<i<n

asociat lui A, are loc inegalitatea

‘UA(ﬁ,C) — I‘ <,



atunci I se numeste integrala curbilinie de specia (speta) II a functiei F pe curba (C)
si se noteazad

/ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
C

Ssau

/ F(x,y,z)dr?
C

in situatia in care curba (C) este inchisd, se pot folosi notatiile 56 E dr, 99 E dr, acestea
indicand si sensul de parcurgere al lui (C)

Integrala curbilinie de specia II se mai numeste si integrala curbilinie in raport
cu coordonatele, datoritd prezentei lui dx, dy, dz. Functiile P, Q, R se mai numesc si
componentele lui F.

1.2 Formula de calcul

Are loc urmatoarea formuld, prin intermediul cdreia calculul unei integrale curbilinii
de specia II se reduce la calculul unei integrale definite, o formuld similard avand loc
si pentru curbe plane.

Teorema 1.1. Fie

x = x(t)
(C):qy=y(t), t€lab],
z = z(t)

o curbi netedi in spatiu si fie P,Q,R : D C R®> — R astfel incit (C) C D, iar P,Q,R
continue pe D. Atunci

b
/C 94, 73 2 D, ) A R e = / [P(x(t), y(£), 2())2 ()
+Q(x(1),y(1),z(1)y' () + R(x(t), y(t),z(+))Z'(t)] dt.

Similar, fie

Jx=x(t) .
(C)'{y:y(t)' t € la,b],

o curbd neteda in plan si fie P,Q : D C R? — R astfel incat (C) C D, iar P,Q continue
pe D. Atunci

b
PG+ Quedy = [ [PGx(e) y(0)x' () + QUx(t), v () ()] .
a
Formulele de mai sus se extind si pentru cazul curbelor netede pe portiuni.

1.2.1 Procedeul de inlocuire

Din cele de mai sus, se observa cd, din nou, determinarea valorii integralei incepe cu
operatia de inlocuire.



Exemplu. Determinati

x=¢
/xyzdx+xydy+xdz, (C):{y=et, te]o,1].
C

z = /3t

Solutie. Calculdm mai intdi dx, dy, dz. Observam ca
dx = e'dt, dy = —e'dt, dz = /3dt.
Atunci, inlocuind x, y, z si dx, dy, dz, obtinem
1
/ xyzdx + xydy + xdz = / (et et Btet et et (—e ) et - \/5) dt
C 0
1
- / (\/gtet ety f3et> dt
0
1 1 1
= \/5/ tetdt — / e tdt + \/5/ etdt
0 0 0

. T 1
:\/§</ t(et)’dt> _c
A 1
1 1
-/ d) 1
0 e

1

= \/5 (tet

0

1.3 Proprietiti de calcul

1.3.1 Dependenta de sensul de parcurgere

Fie . x = x(1
AB:{y=y(t), t€lab],
z =z(t)

o curba neteda si fie P,Q,R : D C R® — R astfel ca AAB C D, iar P, Q, R continue pe
D. Atunci

/A P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz
AB

= — /ﬂ P(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz,
BA

adicd valoarea integralei depinde de sensul de parcurgere al curbei AB, in sensul ca isi
schimba semnul atunci cand se schimba sensul de parcurgere al curbei.



Aceastd proprietate este motivatd de faptul cd, in definitia de mai sus, diferentele
intre coordonate x; — x;_1, y; — y;i—1, Z; — z;—1 isi schimbd semnul atunci cand se schimba
sensul de parcurgere al curbei, devenind, respectiv, x;_1 — x;, ¥i—1 — Vi, Zi—1 — Z;.

Intrucat calculul integralelor curbilinii de specia IT se poate reduce, in conditiile
date, la calculul unei integrale definite, si integrala curbilinie de specia II are pro-
prietdtile de aditivitate ale integralei definite.

1.3.2 Aditivitatea in raport cu functia

Fie Y= x(t)
(C):qy=y(t), t€lab],
z = z(t)

o curba neteds si fie Fj, F> : D € R® — V3 cu componentele continue pe D astfel incat
(C) C D. Fie deasemenea c1,c; € R. Atunci

/(Clﬁl(x,y,z)+c2ﬁ2(x,y,z))d?: cl/ﬁl(x,y,z)d?—l— cz/ﬁz(x,y,z)d?’.
C C C

1.3.3 Aditivitatea in raport cu domeniul de integrare

Fie AB o curba neteda si M un punct pe AB. Fie deasemenea F : D € R® — V3 cu

componentele continue pe D astfel ca AB C D. Atunci

/A ﬁ(x,y,z)d?:/A l?(x,y,z)diq—/ﬂ E(x,y,z)dr.
AB AM

MB

Exemplu. Determinati
/ y2dx + x2dy,
C

unde (C) este triunghiul cu véarfurile O(0,0), A(1,0) si B(1,1), parcurs in sens
trigonometric.

Y B(1,1)

O A(1,0) X



Solutie. Curba (C) este netedd pe portiuni, iar

/ y2dx + x*dy = / y2dx 4 x*dy + / y2dx + x2dy + / y2dx + x2dy.
C OA AB BO

Putem parametriza segmentele OA si AB prin

=t tel|0,1],
OA:{x €(01] — dx=dt, dy=0
y=0
aB: {7 — dx =0, dy = dt
’ y:t,tG[O,l] = ’ y_ '

Rdmane sa precizam (si comentdm) parametrizarea lui BO. Acest segment face parte
din prima bisectoare, cu ecuatia y = x. Alegand (natural) x ca parametru, obtinem insa
cd de la B la O valoarea lui t (adicd a lui x) scade dela 11a 0.

Obtinem

BO: {;_?, te[1,0] = dx=dt, dy = dt.
Scrierea (mai putin uzuald) t € [1,0] este facutd pentru a pédstra orientarea segmentului
BO, de la B (obtinut pentru t = 1) cdtre O (obtinut pentru t = 0). Aceastd scriere
este compatibild cu (si motivatd de) proprietatea integralei curbilinii de specia II de
a-si schimba semnul dupd schimbarea orientdrii domeniului de integrare. Nu putem
aplica acelasi artificiu si pentru calculul integralei curbilinii de specia I, care nu are
aceastd proprietate! Atunci

1
1 1 0
/yzdx+x2dy:/ Ozdt+/ 12dt+/ 21%dt = t
C 0 0 1 0

£2 0
2.
T3

1.4 Aplicatii
1.4.1 Lucrul mecanic

Consideram un camp de forte E=F (x,y,2),

F= P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x, y,z)%

care deplaseazd un punct material M(x,y,z) de-a lungul curbei (C). Atunci lucrul
mecanic efectuat de cimpul de forte F este

/ﬁd?:/P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz.
C C

1.4.2 Ariile unor domenii plane
1.4.3 Domenii simple in raport cu Oy

Fie D C R? o multime inchisa si marginita. D se numeste simpla in raport cu Oy daci
au loc urmadtoarele proprietati.



y=9,(x)

Ol a b *

1. Proiectia lui D pe Ox este un segment [a, ].

2. Existd @1, 97 : [a,b] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma
D={(xy);¢1(x) <y < ¢2(x),x € [a,b]} .

Cea de-a doua conditie reprezinta faptul ca orice paraleld prin interiorul segmentului
[a,b] la axa Oy taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢1(x) fiind or-
donata punctului de intrare, iar ¢;(x) fiind ordonata punctului de iesire. Cele doud
puncte pot eventual si coincide. De remarcat ca domeniul este simplu in raport cu axa
la care se duce paralela, nu cu cea pe care se face proiectia.

1.4.4 Ariile domeniilor simple in raport cu Oy

Teorema 1.2. Fie D un domeniu simplu in raport cu Oy, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = — / ydx.
C

1.4.5 Domenii simple in raport cu Ox

Fie D C R? o multime inchisa si marginitd. D se numeste simpli in raport cu Ox daci
dacd au loc urmdtoarele proprietati.

1. Proiectia lui D pe Oy este un segment [c, d].



A
|

x=¢ (y) x=9,(y)
) O
0 x>

2. Existd @1, @2 : [c,d] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma
D={(xy);py) <x<g¢ay)y€|cd}.

Cea de-a doua conditie reprezinta faptul ca orice paraleld prin interiorul segmentului
[c, d] 1a axa Ox taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢;(y) fiind abscisa
punctului de intrare, iar ¢, (y) fiind abscisa punctului de iesire. Cele doud puncte pot
eventual si coincide.

1.4.6 Ariile domeniilor simple in raport cu Oy

Fie D un domeniu simplu in raport cu Oy, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = / xdy.
C

Demonstratia este similara celei pentru domenii simple in raport cu Ox.
Semnul integralelor curbilinii folosite in calculul ariilor se poate retine cu ajutorul

urmadtoarei reguli mnemotehnice: / xdy, cu x ,inaintea” lui y (de fapt, a lui dy), core-
C

spunzdtor ordinii alfabetice, reprezinta aria lui D. In schimb, / ydx, cu y ,inaintea”

lui x (de fapt, a lui dx), contrar ordinii alfabetice, reprezinta opusul ariei lui D.

1.4.7 Ariile domeniilor simple in raport cu ambele axe

Fie D un domeniu simplu in raport cu ambele axe, cu frontiera (C). Prin combinarea
formulelor de mai sus, obtinem ca

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C

2
Exemplu. Determinati aria domeniului mérginit de elipsa (E) : ;C—z + 2 =1,de



| semiaxe asib, undea,b > 0.

B(0,b)

A(a, O)

v

A'(-a,0) *

B'(0, —b)

Solutie. Domeniul respectiv este simplu in raport cu ambele axe. Frontiera sa se poate
parametriza sub forma

(C)' X = acost tG[OZ]
' y:bsint' P <7

Din motive de simetrie, vom folosi formula

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C

Atunci
dx = —asintdt, dy = bcostdt,
deci
1 27
aria (D) = 5/ (acost-bcost —bsint - (—asint))dt
0
1

2r

1

= 5/ ab(cos? t + sin’ t)dt = 5" ab - 27t = mab.
0

2 Integrale curbilinii independente de drum

S-a observat ca integrala curbilinie de specia II poate fi folosita pentru a calcula lucrul
mecanic al unei forte care actioneaza asupra unui punct material care se deplaseaza
de-a lungul unei curbe netede. Pentru cazul unui cdmp de forte conservativ (de ex-
emplu miscarea in cdmp gravitational, fara frecare sau rezistentd), acest lucru mecanic
depinde doar de punctul de plecare si de cel de sosire, nu si de calea de deplasare
aleasa. Acest lucru ne conduce la investigarea conditiilor in care valoarea unei inte-
grale curbilinii de specia II este independentd de drumul ales.

2.1 Definitie
Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Spunem c& integrala curbilinie de specia II
/ Pdx + Qdy + Rdz este independenta de drum in D daca pentru orice A,B € D



valoarea integralei / _ Pdx + Qdy + Rdz este aceeasi pentru orice curbd netedd pe
AB

portiuni AB care uneste A si B.

M

2.1.1 Notatie

Daca / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D, iar AB este o curba neteda

—~

pe portiuni oarecare in D, vom nota /
AB

Pdx + Qdy + Rdz si prin

B
/ Pdx + Qdy + Rdz.
A

Teorema 2.1. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Atunci integrala curbilinie de
specia II / Pdx + Qdy + Rdz este independenti de drum dacd si numai dacd / Pdx +

C
Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbi inchisi netedi pe portiuni (C) continuti in D.

Sa notam faptul ca / Pdx 4+ Qdy + Rdz = 0 pentru orice curba inchisa neteda pe

portiuni (C) continutd in D corespunde unui principiu de conservare a energiei pentru
campul de forte F = P7+ Q7 + Rk in D.

2.1.2 Forme diferentiale exacte

Fie P,Q,R: D C R®> — R continue pe D. Spunem c& forma diferentiald Pdx + Qdy +
Rdz este formi diferentiala exactd dacd existd U : D — R de clasa C! pe D astfel incat
Pdx + Qdy + Rdz este diferentiala acesteia, adica

dU = Pdx + Qdy + Rdz.

2.1.3 Primitive (potentiale)

In aceasti situatie, U se numeste primitiva sau potentialul formei diferentiale Pdx -+
Qdy + Rdz, avand loc egalitatile

ou ou ou
g—P, @—Q, E—R



Ca si in cazul functiilor de o singura variabila reald, primitivele unei functii sunt deter-
minate pana la o constanta.

Teorema 2.2. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Atunci /de + Qdy +

Rdz este independentd de drum in D dacd si numai dacd Pdx + Qdy + Rdz este formdi
diferentiald exacti.

2.1.4 Formula Leibniz-Newton

Cu ajutorul Teoremei 2.2, se poate obtine de asemenea urmatoarea formuld de tip
Leibniz-Newton pentru integrala curbilinie de specia II.

Corolar 2.2.1. Fie P,Q,R : D C R3® — R continue pe D astfel incat Pdx + Qdy + Rdz este

formi diferentiald exactd si fie AB o curbd netedd pe portiuni in D. Atunci

/A Pdx + Qdy + Rdz = U(xp,yp,z) — U(xa,YA,24),
AB

unde U este o primitivd a formei diferentiale Pdx + Qdy + Rdz.

Exemplu. 1. Demonstrati ca
x x
w=Ydx + —dy — —Zdz
z z z
este o formd diferentiald exactd in D = (0,0)3, observand c& o primitiva a
acesteia este

U:D—R, Ulxyz) = %

2. Determinati
y X Xy
=d —dy — —-dz,
/XB z e P

unde AB este o curbd neteds pe portiuni care uneste A(1,1,1) si B(4,2,2).

Solutie. 1. Auloc egalititile

1(F) = 5 (D)ars gy (Dt 3 (F)
= gdx + gdy - gdz,
de unde concluzia.

2. Conform formulei Leibniz-Newton pentru integrala curbilinie de specia II,

/A Yax + Zdy — dz = U(4,2,2) —U(1,1,1) =4—1=3.
AB Z z z

10



AM2, Curs 10, 30.04.2020
Integrale curbilinii de specia (speta) II
1 Aplicatii

1.1 Lucrul mecanic

Considerdm un camp de forte F = F(x,y,z),

F=P(x,y,2)7+ Q(x,y,2)]+ R(x,y,2)k

care deplaseaza un punct material M(x,y,z) de-a lungul curbei (C). Atunci lucrul
mecanic efectuat de cimpul de forte F este

/ﬁd?:/P(x,y,z)t:lx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz.
C C

1.2 Ariile unor domenii plane

1.2.1 Domenii simple in raport cu Oy

y:(P1(x)

N
7

X

() T

O a

Fie D C R? o multime inchisa si marginitd. D se numeste simpld in raport cu Oy
dacd au loc urmdtoarele proprietati.

1. Proiectia lui D pe Ox este un segment [a, b].

2. Existd @1, @7 : [a,b] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma
D ={(x,y);¢1(x) <y < ¢2(x),x € [a,b]} .

Cea de-a doua conditie reprezinta faptul ca orice paraleld prin interiorul segmentului
[a,b] la axa Oy taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢1(x) fiind or-
donata punctului de intrare, iar ¢,(x) fiind ordonata punctului de iesire. Cele doud
puncte pot eventual si coincide. De remarcat cd domeniul este simplu in raport cu axa
la care se duce paralela, nu cu cea pe care se face proiectia.

1.2.2 Ariile domeniilor simple in raport cu Oy



Teorema 1.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu Oy, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = — / ydx.
C

y y=¢,(x) ¢
4, B,
4 B,
y=¢,(x)
0 X
1.2.3 Domenii simple in raport cu Ox
A
Yy
|
x:(P1(y) x:(Pz(y)
C |======mmmmcecceeanaa-
O X

Fie D C R? o multime inchisa si marginiti. D se numeste simpli in raport cu Ox
dacd daca au loc urmatoarele proprietati.

1. Proiectia lui D pe Oy este un segment [c, d].

2. Existd @1, @7 : [c,d] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma
D={(xy);p(y) <x<a(y)y €< [cd}.

Cea de-a doua conditie reprezintd faptul cd orice paraleld prin interiorul segmentului
[c,d] la axa Ox taie frontiera domeniului D in cel mult doud puncte, ¢;(y) fiind abscisa
punctului de intrare, iar ¢,(y) fiind abscisa punctului de iesire. Cele doud puncte pot
eventual si coincide.



1.2.4 Ariile domeniilor simple in raport cu Ox

Fie D un domeniu simplu in raport cu Ox, cu frontiera (C). Atunci

aria (D) = / xdy.
C

Demonstratia este similard celei pentru domenii simple in raport cu Oy.
Semnul integralelor curbilinii folosite in calculul ariilor se poate retine cu ajutorul

urmadtoarei reguli mnemotehnice: / xdy, cu x ,inaintea” lui y (de fapt, a lui dy), core-
C

spunzdtor ordinii alfabetice, reprezinta aria lui D. In schimb, / ydx, cu y ,inaintea”

lui x (de fapt, a lui dx), contrar ordinii alfabetice, reprezinta opusul ariei lui D.

1.2.5 Ariile domeniilor simple in raport cu ambele axe

Fie D un domeniu simplu in raport cu ambele axe, cu frontiera (C). Prin combinarea
formulelor de mai sus, obtinem ca

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C

2
Exemplu. Determinati aria domeniului mérginit de elipsa (E) : Z—z + 2 =1,de

semiaxe a si b, unde a,b > 0.

B(0,b)

A(a, 0)

A\

A'(-a,0) x

B'(0, —b)

Solutie. Domeniul respectiv este simplu in raport cu ambele axe. Frontiera sa se poate
parametriza sub forma

X =acost
C): , t€0,2m|.
() {y:bsint € [0,27]

Din motive de simetrie, vom folosi formula

aria (D) = %/ xdy — ydx.
C

3



Atunci
dx = —asintdt, dy = bcostdt,

deci

21
aria (D) = %/ (acost-bcost —bsint - (—asint))dt
0

1 [ 1
= 5/ ab(cos? t + sin’ t)dt = 5" ab - 27t = mab.
0

2 Integrale curbilinii independente de drum

S-a observat cd integrala curbilinie de specia II poate fi folositd pentru a calcula lucrul
mecanic al unei forte care actioneaza asupra unui punct material care se deplaseaza
de-a lungul unei curbe netede. Pentru cazul unui cdmp de forte conservativ (de ex-
emplu miscarea in cdmp gravitational, fara frecare sau rezistentd), acest lucru mecanic
depinde doar de punctul de plecare si de cel de sosire, nu si de calea de deplasare
aleasd. Acest lucru ne conduce la investigarea conditiilor in care valoarea unei inte-
grale curbilinii de specia II este independenta de drumul ales.

2.1 Definitie
Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Spunem c4 integrala curbilinie de specia II
/ Pdx + Qdy + Rdz este independenta de drum in D daca pentru orice A,B € D

—

AB
portiuni AB care uneste A si B.

M

valoarea integralei / Pdx 4+ Qdy + Rdz este aceeasi pentru orice curba netedd pe

2.1.1 Notatie
Daca / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D, iar AB este o curb4 neteds

Pdx + Qdy + Rdz i prin

—~

pe portiuni oarecare in D, vom nota /
AB

B
/ Pdx + Qdy + Rdz.
A



Teorema 2.1. Fie P,Q,R : D C R* — R continue pe D. Atunci integrala curbilinie de
specia 11 / Pdx 4+ Qdy + Rdz este independenti de drum dacd si numai daci / Pdx +

C
Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbd inchisd netedi pe portiuni (C) continuti in D.

Sd notdm faptul ca / Pdx + Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbd inchisd neteda pe

portiuni (C) continutd in D corespunde unui principiu de conservare a energiei pentru
campul de forte F = P7+ Qj + Rk in D.

2.1.2 Forme diferentiale exacte

Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D. Spunem cd forma diferentiald Pdx + Qdy +
Rdz este forma diferentiald exactd daci existd U : D — R de clasd C! pe D astfel incat
Pdx + Qdy + Rdz este diferentiala acesteia, adica

dU = Pdx + Qdy + Rdz.

2.1.3 Primitive (potentiale)

In aceasti situatie, U se numeste primitiva sau potentialul formei diferentiale Pdx +
Qdy + Rdz, avand loc egalitatile

ou ou ou

= =-p == =R

dx "y < oz

Ca si in cazul functiilor de o singura variabild reald, primitivele unei functii sunt deter-
minate pana la o constanta.

2.1.4 Formula Leibniz-Newton

Se poate obtine de asemenea urmatoarea formula de tip Leibniz-Newton pentru inte-
grala curbilinie de specia II

Corolar 2.1.1. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D astfel incat Pdx + Qdy + Rdz este

formd diferentialid exactd si fie AB o curbd netedd pe portiuni in D. Atunci

/A Pdx + Qdy + Rdz = U(xp,yp,z) — U(xa,Ya,24),
AB

unde U este o primitivi a formei diferentiale Pdx + Qdy + Rdz.
Exemplu. 1. Demonstrati ca
w="Yax+Zdy— iz
z z z
este o forma diferentiald exactd in D = (0, 0)3, observand c& o primitiva a

acesteia este X
U:D R, ww@:g.




2. Determinati
Yax +2Xay - Y4
/Aﬁgz I

unde AB este o curbd neteda pe portiuni care uneste A(1,1,1) si B(4,2,2).
Solutie. 1. Auloc egalitdtile

1) = 5 () e gy (L) e 3 (F)
=Ygy 4 Edy — ﬂz/dz,
z z z

de unde concluzia.

2. Conform formulei Leibniz-Newton pentru integrala curbilinie de specia II,
/A Yax + Zdy — Jdz = U(4,2,2) —U(1,1,1) =4—1=3.
AB 2 z z

2.1.5 Domenii simplu conexe in plan

Definitie. Fie un domeniu D C R2. Spunem ci D este simplu conex daci odati cu
orice curbd inchisad (C) domeniul D contine si interiorul acesteia.

/
Yy Y
O x O x
Figure 1: *
Domeniu simplu conex Domeniu dublu conex

Cu alte cuvinte, un domeniu simplu conex in plan nu contine goluri, indiferent de
cat de mici sunt acestea. Astfel, interioarele unui cerc sau unui patrat sunt domenii
simplu conexe. Un inel (regiunea dintre doud cercuri) nu este insa un domeniu simplu
conex, si nici interiorul unui cerc din care lipseste centrul nu este un domeniu simplu
conex. In ultimul caz, ,golul” constd dintr-un singur punct! Astfel de domenii vor fi
numite, in general, multiplu conexe. Distingdnd dupa numadrul de goluri, un domeniu
cu un singur gol va fi numit dublu conex, un domeniu cu doud goluri va fi numit triplu
conex; in general, un domeniu cu n — 1 goluri va fi numit n-uplu conex.



2.1.6 Domenii simplu conexe in spatiu

Definitie. Fie un domeniu D C R3. Spunem c& D este simplu conex daci odata cu
orice curbd inchisd (C) domeniul D contine si o suprafatd neteda cu frontiera (C).

In acest caz, un domeniu simplu conex poate contine goluri. De exemplu, domeniul
dintre doud sfere concentrice este simplu conex, si tot domeniu simplu conex este inte-
riorul unei sfere din care lipseste centrul (sau chiar lipsesc un numar finit de puncte).
Dacd domeniul nu are goluri, atunci el este simplu conex.

Pentru domenii simplu conexe, obtinem atunci urmdtoarele consecinte.

Teorema 2.2. Fie P,Q,R : D C R® — R continue pe D si derivabile partial, cu
derivatele partiale continue pe domeniul simplu conex D. Urmiditoarele afirmatii sunt
echivalente.

1. / Pdx + Qdy + Rdz este independentd de drum in D.

2. / Pdx + Qdy + Rdz = 0 pentru orice curbi inchisd netedi pe portiuni (C) continutd
C
in D.

3. Pdx + Qdy + Rdz este formi diferentiald exactd.

4. Are loc egalitatea

oY o~
Q| v~
SN ISSR

Teorema 2.3. Fie P,Q : D C R?> — R continue pe D si derivabile partial, cu derivatele
partiale continue pe domeniul simplu conex D. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente.

1. / Pdx + Qdy este independentd de drum in D.

2. / Pdx + Qdy = 0 pentru orice curbd inchisd netedi pe portiuni (C) confinuti in
C
D.
3. Pdx + Qdy este formd diferentiald exactd.
4. Are loc egalitatea
9 9
ox dy|=0 inD.
P Q




AM2, Curs 11, 07.05.2020
Integrala dubla

1 Definitie
1.1 Introducere

Sd recapitulam modul de definire al integralei definite (Riemann) pentru o functie f :
[a,b] — R. Mai intdi, se construia o diviziune a intervalului [a, ],

A={x0,x1,X0,...,%n}, cu a=x<x<x<...<x;,=0>0,

(si, ca rezultat, se obtineau subintervalele [xg, x1], [x1, X2], ..., [X;,_1, Xx], cu interioarele
disjuncte si care puteau avea in comun doud cate doud doar cel mult unul dintre
capete). Apoi, se considera un sistem de puncte intermediare

C= {Cl,Cz,...,Cn},

astfel incét ¢; € [x;_1, x;] pentru 1 < i < n (in fiecare interval elementar se afla cate un
punct intermediar) si se asociau sume Riemann de forma

n

oa(f,C) = ) flei)(xi — xi-1)
i=1
= fler)(x1 = x0) + fle2) (x2 = x1) + ... + flen)(en = €a1)
(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmultea cu lungimea intervalului din

b
care punctul intermediar ficea parte, adundndu-se rezultatele). Mai departe, / f(x)dx
a

se obtinea ca limita unui astfel de sir de sume Riemann.

Vom pastra acelasi punct de vedere, bazat pe impartirea domeniului de integrare
in subdomenii, asocierea unui sistem de puncte intermediare, definirea sumei Rie-
mann si trecerea la limita si pentru definitia notiunii de integrald dubld a unei functii
definite pe un domeniu inchis i marginit din R?, care are arie.

1.1.1 Domenii de integrare

Nu vom prezenta aici notiuni legate de existenta sau inexistenta ariei unei multimi
din IR?, insd vom observa c& orice domeniu inchis si mérginit din R? a cirui fron-
tierd este reuniunea unui numar finit de curbe netede are arie. In acest capitol, pentru
simplificarea expunerii, prin domeniu de integrare vom intelege un domeniu inchis
si marginit din R? a cirui frontierd este reuniunea unui numar finit de curbe netede
(altfel spus, cu frontiera neteda pe portiuni). In particular, un astfel de domeniu de
integrare are arie.



1.1.2 Impirtirea domeniului de integrare in subdomenii
1.1.3 Diviziuni (partitii) ale unui domeniu de integrare
Fie D C R? un domeniu de integrare. Vom spune cd o multime ordonatd de domenii
de integrare A = {D1, D5, ..., D, } reprezinta o diviziune (sau partitie) a lui D daca
n
1. |JD;=D.
i=1
[¢] [¢]

2. DiﬂD]' = @, pentruorice1 <i,j <mn,i#j.
Altfel spus, D se poate scrie ca reuniunea tuturor subdomeniilor Dy, Dy, ..., Dy, iar
aceste subdomenii pot avea comune, doud cate doud, cel mult puncte de pe frontierd,
intrucat au doud cate doud interioarele disjuncte.

1.1.4 Notatie

Multimea diviziunilor unui domeniu de integrare D se noteazd Dp.

1.1.5 Diametrul unui domeniu de integrare

Fie D C R? un domeniu de integrare. Numim diametru al lui D, notat 5(D), distanta
maximad dintre doud puncte ale lui D.

1.1.6 Norma a unei partitii

Fiind datd o diviziune A = {Dy, D5, ..., Dy}, vom numi norma a diviziunii A, notata
||A||, valoarea maximd a diametrelor (D7), 6(Dy), ...,6(D;), adicd

|All = max 6(Dy).

1<i<n

1.1.7 Sisteme de puncte intermediare asociate

Fiind data o diviziune A = {D1, D, ..., D, }, vom numi sistem de puncte intermedi-
are asociat diviziunii A o multime ordonatd de puncte

C={My,My,...,M,},
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astfel incat M; € D; pentru 1 < i < n (in fiecare subdomeniu se afld cate un punct
intermediar).

1.1.8 Sume Riemann. Interpretare geometrica

Fiind date un domeniu de integrare D, o functie f : D — R, odiviziune A = {D1, D, ..., Dy}
a domeniului de integrare D si C = { M, My, ..., M} un sistem de puncte intermedi-

are asociat diviziunii A, M; = M;(«;, B;),1 < i < n, vom numi sumi Riemann asociati
diviziunii A si sistemului de puncte intermediare C suma

oa(f,C) = f;fmi,ﬁ» aria(D))

= f(aq,B1)aria(D1) + f(ap, B2) aria(Dy) + ... + f(ay, Br) aria(Dy,)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu aria subdomeniului din
care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

1.1.9 Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — IR. Vom spune cd f este
integrabila Riemann pe D (pe scurt, f este integrabild pe D) daca existd un numar
real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 exista . > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dp cu ||A|| < J si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

|0'A(f,C) — I’ < &
La fel ca si in cazul integralei unei functii definite pe un interval [a, b], pentru o norma
a diviziunii ,,suficient de micd”, suma Riemann o (f, C) reprezintd o aproximare ,,su-
ticient de bund” a lui 1.

1.1.10 Integrala dubld

Numadrul I definit mai sus se numeste integrala dubla a functiei f pe D si se noteaza

//D f(x,y)dxdy.
3



Sa observam si ca I, daca existd, este unic determinat.

Multimea D se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste integrand iar
variabilele x,y se numesc variabile de integrare. Expresia dxdy (un tot unitar, mai
degraba decat un produs, desi poate fi interpretat si in acest ultim fel) se numeste
element de arie.

1.1.11 Definitie alternativa

Are loc urmadtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizatda de aseme-
nea ca definitie a integrabilitdtii Riemann.

Teorema 1.1. Fie D un domeniu de integrare si fie o functie f : D — R. Urmitoarele
afirmatii sunt echivalente.

1. f este integrabili pe D.

2. Oricare ar fi un sir de diviziuni (Ay),>0 ale lui D cu ||Ay|| — 0, impreund cu
un sir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy,)y>0, sirul sumelor Riemann
(oa, (f, Cn))u>0 este convergent.

La fel ca si in cazul integralei unei functii definite pe un interval [4, b], se poate demon-
stra cd limita unui astfel de sir de sume Riemann nu depinde nici de alegerea sirului de
diviziuni (A;),>0, nici de alegerea sirului de sisteme de puncte intermediare asociate

(Cn)n>0. Valoarea (comund) a limitelor reprezinta // f(x,y)dxdy.
D

1.1.12 Domeniu de integrare cu arie nula. Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, tindnd cont de faptul ca toate sumele Riemann asociate sunt
nule, putem obtine urmatoarele proprietati.

1. Fie D un domeniu de integrare cu arie nuld si fie f : D — R integrabild. Atunci

//Df(x,y)dxdy =0.

2. Fie D un domeniu de integrare. Atunci

// Odxdy = 0.
D

Fie D C R? un domeniu de integrare. Conform definitiei, se obtine ca

//D ldxdy = aria(D).

La fel ca si in cazul integralei definite, integrandu-1 pe 1 pe o multime obtinem , masura’
acelei multimi. Pentru un interval [g,b], ,mdsura” sa era lungimea acestuia, b — a.
Acum, ,mdsura” potrivitd pentru domeniul de integrare D (din R?) este aria acelei
multimi.

1.1.13 Interpretare geometrica: arie

4



1.1.14 Interpretare geometrica: volum

v

---------

Am observat deja 4, fiind datd o functie f : [4,b] — R integrabild pe [a,b], f(x) >0
b

pentru orice x € [a,b], interpretarea geometricd a integralei definite / f(x)dx este

aria subgraficului functiei f. Pentru integrala dubld, o interpretare similara se obtine
,addugand o dimensiune” si transformand graficul in suprafatd, iar aria in volum.

Fie D C R? un domeniu de integrare si fie f : D — R integrabild pe D, f(x,y) > 0
pentru orice (x,y) € D. Definim suprafata ¥ in R?® prin

Z={(vy2)z=f(xy) (xy) € D}
Tindnd seama si de interpretarea geometricd a sumelor Riemann amintitd anterior,

// f(x,y)dxdy reprezinta volumul corpului cilindric cu generatoarea paraleld cu Oz
D

determinat de D si de suprafata X.

1.1.15 Legdtura intre integrabilitate si alte proprietiti ale functiilor

La fel ca si in cazul integralelor simple (si in mod natural de altfel), functiile continue
sunt integrabile. De asemenea, functiile integrabile sunt marginite.

Teorema 1.2. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f continud pe D. Atunci
f este integrabild pe D.

Teorema 1.3. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabili pe D.
Atunci f este marginitd pe D.




2 Operatii cu functii integrabile

Teorema 2.1. Fie D un domeniu de integrare, f,g : D — R, f, g integrabile pe D, si
c € R. Au loc urmitoarele proprietiti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe D, iar

//D(f(X,]/)ng(x,y))dxdy://[)f(x,y)dxdy+//[)g(x,y)dxdy

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv

//D(f(x/y)—g(x,y))dxdyz//Df(x,y)dxdy—//Dg(x,y)dxdy

(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate

Functia cf este integrabili pe D, iar

//Dcf(x,y)dxdy: c//Df(x,y)dxdy,

(o constantd cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala inaintea
integralei).

Mentiondm ca nu au loc formule asemandtoare pentru produs si raport, adicd integrala
produsului nu este, de reguld, produsul integralelor si nici integrala raportului nu este,
de reguld, raportul integralelor. Condensat, formulele de mai sus pot fi scrise sub
forma urmatoare.

Teorema 2.2. Fie D un domeniu de integrare, f,g : D — R, f, g integrabile pe D si
c1,¢2 € R. Atunci c1 f + cpg este integrabili pe D si

//D (c1f (x,y) + c2g(x, y))dxdy = c1 //D £(x,y)dxdy + c» //D g(x,y)dxdy.

3 Proprietiti ale integralei duble
3.1 Proprietiti in raport cu domeniul

3.1.1 Restrangerea domeniului de integrare

Teorema 3.1. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — R, f integrabili pe D.
Atunci f este integrabild pe orice subdomeniu D1 C D.

3.1.2 Extinderea domeniului de integrare. Aditivitatea in raport cu domeniul



Teorema 3.2. Fie D un domeniu de integrare si fie f : D — IR. Dacd domeniile de inte-
grare Dy, Dy, . .., Dy, formeazi o diviziune a lui D, iar f este integrabild pe D1, Dy, ..., Dy,
atunci f este integrabilid pe intreg D, iar

//Df(x,y)dxdyz //le(x,y)dxdy—i-//sz(x,y)dxdy—k...—|—//an(x,y)dxdy

3.2 Proprietdti in raport cu functia

3.2.1 Paistrarea inegalitatilor intre functii

Vom observa in cele ce urmeaza cd integrala dubla pastreaza semnul functiei de inte-
grat si inegalitdtile nestricte intre functii.

Teorema 3.3. Fie D un domeniu de integrare si fie f,g : D — R, f, g integrabile pe D.

1. Dacit f(x,y) > 0, pentru orice (x,y) € D, atunci

//Df(x,y)dxdy > 0.

2. Daci f(x,y) > g(x,y), pentru orice (x,y) € D, atunci

//D f(x,y)dxdy > //D o(x, y)dxdy.

4 Calculul integralelor duble

fn mod natural, o prima idee este de a reduce calculul integralei duble la calculul suc-
cesiv a doud integrale definite, utilizdnd pe rand cele doua variabile ca variabile de
integrare.

4.1 Domenii simple in raport cu axa Oy

y=9, (x)

~
7

o a p X

Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy. Reamintim cd, in aceasta situatie, au
loc urméatoarele.



1. Proiectia lui D pe Ox este un segment [a, b].

2. Existd @1, @7 : [a,b] — R continue astfel ca D se poate scrie sub forma

D= {(x,y);p1(x) <y < ¢2(x),x € [a,b]}.

Teorema 4.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy si fie f : D — R integrabilid
peD. Daci I : [a,b] — R,

p2(x)
I(x) = / f(x,y)dy, pentrux € [a,b],
P

1(x)

este bine definitd si integrabilii pe [a, b], atunci

//D f(x,y)dxdy = /a b < /(p T;:)f(x,y)dy> dx.

fn membrul drept, domeniul [a,b] al primei integrale este domeniul de proiectie, iar
domeniul celei de-a doua integrale, [¢1(x), ¢2(x)] este domeniul de sectiune (pentru
x € (a,b), paralela la axa Oy cu abscisa constantd x taie frontiera domeniului D in cel
mult doud puncte, ¢1(x) fiind ordonata punctului de intrare, iar ¢, (x) fiind ordonata
punctului de iesire; cele doud puncte pot eventual si coincide).

De notat cd, in cele de mai sus, ordinea de scriere a integralelor nu este ordinea de
calcul. Astfel, mai intai se calculeaza integrala interioard (cea in raport cu y), iar abia
apoi cea exterioara (cea in raport cu x).

Procedeul de calcul de mai sus poartd numele de reducerea la integrale iterate sau,
urmdrind rationamentul geometric, metoda de proiectie si sectiune. In particular,
ipotezele asupra lui I sunt satisfacute daca f este functie continua.

Corolar 4.1.1. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa Oy si fie f : D — R continud pe

D. Atunci , "
fx,y)dxdy = " fx,y)dy | dx.
D a p1(x)

De notat cd formule similare au loc si pentru domenii simple in raport cu Ox.

// xydxdy,
D

unde D este domeniul limitat de parabola (P) : y = x? si dreapta (D) : y = 2x + 3.

Exemplu. Determinati

Solutie. Domeniul de integrare D este cel hasurat in figurd, observandu-se ca el este
simplu in raport cu Oy. Pentru calculul integralei, aplicim metoda de proiectie si
sectiune. In acest scop, determindm mai intai punctele de intersectie (de fapt, sunt
necesare doar abscisele acestora).



B(3,9)

y=2x+3

A(-1,1)

A

Determinarea punctelor de intersectie se face rezolvand un sistem constituit din
ecuatiile parabolei si dreptei.

.2
{y_; 13 =243 = x*-2x-3=0 = x; =11, =3
y=2x

Urmeaza cd domeniul de proiectie (pe Ox) este [—1, 3].

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paraleld la axa Oy printr-un
punct oarecare x din domeniul de proiectie. Observam cd punctul de ,intrare” in D al
paralelei este situat pe parabola y = x?, in timp ce punctul de ,,iesire” este situat pe
dreapta y = 2x + 3. Urmeaza ca

3 2x43
// xydxdy = / (/ xydy) dx.
D -1 \Jx?

Calculam mai intai integrala interioard, anume

2x+3
L = / xydy.
x2

Deoarece variabila de integrare este y, urmeaza ca

5 2x+3
x+3 ]/2 X 9 1
Ilzx/ ydy = x - °— :—<4x2—|—6x—|-9—x4>:2x3—|—3x2—|——x——x5.
2 2 2 2 2 2
De aici
3
3 5 4 3 2 6
9 X x x’  9x 1x
I= 2x3 24 Zx— " )dx= (2= 43" 4+
/_1(x+3x+2x 2)x <4+33+22 26) §
1 9 1 ’ 76
_(ta, 3,72 16 _ /0
—(zx +x +4x 12x) 3




4.2 Domenii dreptunghiulare

In cazul domeniilor cu forma generald mentionate mai sus, calculul integralelor iterate
presupune in particular determinarea domeniului de sectiune. Aceste formule de cal-
cul se simplifica considerabil, nemaifiind necesar sa se calculeze domeniile de sectiune,
atunci cand domeniul de integrare este un dreptunghi cu laturile paralele cu axele de
coordonate. Un astfel de dreptunghi poate fi scris sub forma

D = [a,b] x [c,d],

unde |4, b] reprezintd proiectia domeniului pe axa Ox, iar [c,d] reprezintd proiectia
domeniului pe axa Oy, fiind simplu atat in raport cu Ox, cat si cu Oy.

N

y
;|| —

v

Corolar 4.1.2. Fie f : [a,b] X [¢,d] — R, f continud. Atunci
b [ pd d [ b
// f(x,y)dxdy=/ (/ f(w)dy) dx:/ (/ f(x,y)dX> dy.
[a,b] X [c,d] a c c a

Exemplu. Determinati // sin(x + y)dxdy.
[0,7]%[0

1)

Solutie. Are loc egalitatea

// sin(x + y)dxdy = /2 (/
[0,5]x[0,%] 0 0

4

3

sin(x + y)dy) dx.

Calculam mai intai integrala interioard, anume

T
4

y:

Bl

T
= —cos(x + Z) + cos x.

L = /4 sin(x +y)dy = (— cos(x +y))
0 y=0

De aici,

[SE}
[SE

+ sinx

I = /2(_cos(x+%) + cosx)dx = —sin(x+%)
0

0 0

= — sin(3g) + sin% + sing —sin0 = 1.

10



4.3 Domenii dreptunghiulare si functii separabile ca produse

In descrierea unui dreptunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate sub forma
D = [a,b] x [c,d],

intervalele in care variabilele x si y sunt ,,separate” cu ajutorul unui produs (cartezian).
Dac4 si in expresia functiei de integrat f variabilele x si y sunt separate in acelasi mod,
adicd f se poate scrie ca produs intre o functie care depinde doar de variabila x si
o functie care depinde doar de variabila y, existd atunci premizele pentru o separare
,totala” a variabilelor, tot sub forma unui produs.

Teorema 4.2. Fie f : [a,b] X [c,d] — R, f(x,y) = fi(x) - fo(y), unde f1, fr sunt
functii continue. Atunci

//[a,b]x[c,d] f(x,y)dxdy = //[a,b]x[c,d] F1(x) - fo(y)dxdy

_ bfl(x)dx- dfz(y)dy
(L) ([F )

Prima integrala simpla contine toate aparitiile variabilei x, impreund cu domeniul core-
spunzator, iar cea de-a doua, tot simpla, contine toate aparitiile variabilei y, din nou
impreuna cu domeniul corespunzator.

De asemenea, este de remarcat faptul cd separarea sumelor sau diferentelor de
functii are loc tot timpul (indiferent de forma domeniului), si se face in integrale de
acelasi tip (adica tot duble), in vreme ce separarea produselor are loc uneori (in conditiile
particulare de mai sus) si se face in integrale simple.

Exemplu. Determinati // sin xdxdy.
10,77] x [0,1]

Solutie. In acest caz, integrandul este functie doar de variabila x. Putem totusi con-
sidera cd el se separa ca produs intre o functie doar de variabila x si o functie doar de
variabila y, sub forma

sinx =sinx - 1.

s 1
// sin xdxdy = // sinx - ldxdy = / sin xdx - / 1dy
[0,77] % [0,1] [0,71]x[0,1] 0 0

1

Atunci

7T
=2-1=2.
0

= (— cosx)

Exemplu. Determinati // sin(x + y)dxdy.
[0,7][0, ]

11



Solutie. Au loc egalitdtile

// sin(x + y)dxdy = // (sinx cosy + cos x siny)dxdy
[0,7][0,%] [0,3][0,]

= // sin x cos ydxdy
[0,7]x[0, 7]

+ // cos x sin ydxdy.
0,7]x[0,%]

Mai sus, separarea se face tot in integrale duble, pe acelasi domeniu, intrucat se cal-

LS|

culeazd integrala unei sume. De asemenea

// sin x cos ydxdy = /2 sin xdx - /4 cos ydy = (— cos x)
[0,7]>[0, ] 0 0

Vi 2

=1.Y2=Y°
2 2

Aici, separarea se face in integrale simple, intrucat se calculeaza integrala unui produs
de functii depinzand de cate o variabild. Din acelasi motiv,

[SE}
b

-siny
0

0

Ml
S

// cos x sinydxdy = /2 cos xdx - /4 sinydy = sinx
[0,Z]%[0,%] 0 0
Vi \2

(~cosy)
0

0

=1-(1——)=1-——.
( 2) 2
Atunci
2 2
I:§+1—§:1.

12



AM2, Curs 12, 14.05.2020

Integrala dubla (continuare)

1 Formula de schimbare de variabild in integrala dubla

In unele situatii, fie functia de integrat, fie forma geometricd a domeniului se simplifica
dupad schimbari de variabile.

1.1 Schimbari de variabila (transformari regulate)

Fie D; un domeniu de integrare mdrginit de curba inchisd netedd pe portiuni C; si D>
un domeniu de integrare marginit de curba inchisad netedd pe portiuni Cp. Spunem ca
D, se transforma in D; prin schimbarea de variabila (sau transformarea regulata)

I R S
y=yw0)
daca
1. T este bijectiva ca functie de la D; la D;.

2. Functiile x = x(u,v) siy = y(u,v) au derivatele partiale de ordinul 1 si derivatele
partiale mixte de ordinul al doilea continue.

3. Determinantul functional (numit determinant jacobian)

o ox
D(x,y) |ou oo
D(u,v) a_y a_y

Ju dv
este nenul pentru (u,v) € D,.
N
v T y
D, D,
O u g O x

1.2 Formula de schimbare de variabila



Teorema 1.1. Fie Dy un domeniu de integrare mdrginit de curba inchisdi netedi pe portiuni
C1 si Dy un domeniu de integrare mdrginit de curba inchisi netedi pe portiuni Cy, ast-
fel incit D, se transformd in Dy prin schimbarea de variabila (sau transformarea

regulata)
x = x(u,v)
T : , (u,0) € Ds.
{y — y(u,0)” WP ED2

Fie, de asemenea, f : D1 — R o functie continud. Atunci

[, swasty= [ statu0), 00,00 2y

In prima parte a membrului drept, variabilele vechi x si y se inlocuiesc in functie de
variabilele noi u si v. Cea de-a doua parte a membrului drept reprezinta formula de
transformare a elementului de arie, care poate fi scrisd sub forma

D(x,y)
D(u,v)

dudo.

dxdy = dudv.

1.3 Coordonate polare si polare generalizate
1.3.1 Coordonate polare

Fiind dat un reper cartezian xOy in plan si un reper polar asociat, cu polul in O, orig-
inea sistemului de coordonate si axa polara datd de semiaxa Ox, putem preciza pozitia
unui punct M # O atat prin coordonatele sale carteziene (x, y), ct si prin coordonatele
sale polare (p,6), unde

1. p reprezinta distanta intre M si O.

2. 8 reprezintd unghiul orientat intre Ox si OM, mdsurat in sens trigonometric.

N

Yy

Y.

In aceste conditii, legitura intre coordonatele carteziene (x,vy) si coordonatele po-
lare (p, 0) este datad de formulele

x = pcost
., p>0, 6€][0,2m).
Yy = psinf



De asemenea,

2R 2 (pcost) (pcost)
D(x,y) _|dp 90| _ |op peost) g P <o __|cos® —psinf)|
D(p,0) [9x 9dy| | d J ~|sin@ pcosf |
30 90 ap(psm@) ae(psme)

Coordonatele polare sunt utilizate in special pentru integrarea pe domenii circulare
(discuri), sau portiuni din aceste domenii, de exemplu sectoare circulare sau coroane
circulare, mai ales cAnd aceste domenii sunt centrate in origine.

In practica, atat pentru p cat si pentru 6 vor fi folosite intervalele corespunzitoare
inchise, ceea ce simplifica calculele. Inchiderea intervalelor adauga la domeniu multimi
de arie nuld (de obicei portiuni din cercuri, sau segmente), ceea ce nu modifica valorile

integralelor.
// e () dxdy,
D

unde D = {(x,y);1 < x?+y* < 4,x,y > 0}.

Exemplu. Determinati

S
7

®)

Solutie. Domeniul de integrare este cel hasurat in figurd. Cercul interior, de ecuatie
x2 4+ yz = 1, are centrul in O(0,0) si raza 1, iar cercul exterior, de ecuatie x2 4+ y2 =4,
are centrul in O(0,0) si razd 2. Vom folosi coordonate polare, sub forma

x = pcosf T
1,2 = = )
{y — pSil’lG s P € [ ’ ]I S [0/ 2]/ dXdy pdpd@

Atunci

// (x2+y?) dxdy //1 . —(p? cos? 0+p? sin? pdpd@ _ // e p2pdpd9

3



2 ) z
= (/1 pe_pdp>-</0 1d6) =1-I.

2 2 2
L = / pe Pdp = 1/ 20e " dp = 1/ (02)'e " dp.
1 2 1 2 1

Cu schimbarea de variabild u = p? si notand ca

Observam ca

p=1= u=1 p=2 = u=4,

obtinem
4

1[4 1 et
L==/ etdu=-.-5—
! 2[6 T

De asemenea,

N —
VS
(3
N
|
m|
>
N———
Il
N —
N
Q| =
|
NMH
~_

1

T

2 7T
1:/1w:ﬁ
2 0 2
(2442 w1 1
JLe = n =7 (G- )

De notat cd, desi integrandul se poate separa ca un produs de functii care depind
tiecare de cate o singurd variabild, sub forma

iar

e_(x2+y2) — e_xz . e_yzl

integrala dubla de mai sus nu se poate separa ca un produs de integrale simple, intrucat
domeniul nu este un dreptunghi.

1.3.2 Coordonate polare generalizate

Pentru domenii madrginite de elipse centrate in origine, sau portiuni ale acestora, se

pot folosi coordonatele polare generalizate (coordonatele eliptice). Astfel, pentru un
2

domeniu marginit de elipsa de ecuatie carteziand (E) : ;C—2 + % =1,a,b > 0, vor fi

folosite coordonatele (p, 0) legate de cele carteziene prin relatiile

x = apcosf
4 011/ 9 0,2 .
{y:bpsinG PO € [0,27)

In acest context,  are aceeasi semnificatie ca si in cazul coordonatelor polare, insd p nu

2 2
. s 1 A x . . . . < S X A
mai reprezinta distanta pand la origine, ci o distantd normalizatd (o0 = {/ — + 32—2, in
a

loc de p = y/x2 + y2). Printr-un calcul aseméandtor celui de mai sus se poate deduce c3,
in acest caz,

D(x,y)
D(p,0)

=abp = dxdy = abpdpdo.



Exemplu. Determinati aria domeniului D marginit de elipsa (E) : z—z +5 =1

B(0,b)

A(a, 0)

\ 4

A'(-a,0) X

B'(0, -b)

Solutie. Avem ca

aria (D) = // ldxdy,
D

domeniul D fiind cel hasurat in figurd. Vom folosi coordonatele eliptice, date de

{x = apcosd

Y= bp sin 6 ’ € [O/ 1]/ 0 S [0,27-(], dXdy = abpdpdel

unde 4, b sunt semiaxele elipsei (E). Urmeazd ca

27
aria( // abpdpdf = ab// pdpdf = ab/ pdp - / 1460
0,1]x 0 27 0,1]x[0,27]

27

2 Legatura intre integrala dubla si integrala curbilinie de specia II.
Formula Riemann-Green

In cele ce urmeaza vom preciza legitura intre integrala curbilinie de specia IT pe o curba
inchisa netedd pe portiuni si o anumita integrald dubla pe domeniul plan delimitat de
acea curbad.

Teorema 2.1. Fie D un domeniu de integrare simplu in raport atit cu Ox cit si cu Oy si
fie C frontiera acestuia, orientatd pozitiv. Fie de asemenea P,Q : D — R functii continue

pe D pentru care derivatele partiale o si aa—g sunt de asemenea continue pe D. Atunci
/ P(x,y)dx + Q(x,y)dy = // ax ay x, y)dxdy




— [ (530w - 5o ) dsdy.

De remarcat faptul cd in membrul drept aparitia celei de-a doua integrale (trecerea de
la integrala curbilinie la integrala dubla) se produce numai in conditiile aparitiei in acel
membru si a operatiei inverse, derivarea.

2.0.1 Formula de integrare prin parti in integrala dubla

Pentru P = 0si Q = uv, unde u,v : D — R sunt continue pe D si derivabile partial in
raport cu variabila x, obtinem ca

0 ou 0v
//Da(uv)dxdy—/cuvdy — //Davdxdy—/cuvdy—//l)uadxdy.

O formula similard de integrare prin parti are loc si pentru derivate partiale in raport
cu variabila y.

Exemplu. Cu ajutorul formulei Riemann-Green, calculati

/(y2 —y)dx + (2xy + x)dy,
r

unde I' este cercul cu centrul in origine si de raza 2, parcurs in sens trigonometric.

y

Solutie. Observam ca sunt indeplinite ipotezele formulei Riemann-Green. Urmeaza

ca
9 9
/ (y* —y)dx + (2xy + x)dy = // ox  dy |dxdy,
r Dly2—y 2xy+x

unde D este discul determinat de I'. Atunci

/F(z/2 —y)dx + (2xy + x)dy = //D (%(ny +x) - %(3/2 - y)) dxdy

://D((zy+1)—(2y—1))dxdy=//Ddedy

= 2// dxdy = 2aria(D) = 2 - 2% = 8.
D
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3 Aplicatii ale integralei duble
3.1 Centrul de masa al unei placi plane

3.1.1 Placi neomogene

Teorema 3.1. Fie o placi plani neomogena cu grosime neglijabild, asimilabild unui
domeniu de integrare D, cu densitate variabild p(x,y). Atunci masa plicii este

m= //D p(x,y)dxdy

iar coordonatele centrului de masa al plicii sunt

1 1
Xcm = E//DXP(X,y)dXdy, Yem = a//[)yp(x/y)dxdy

Sd notdm cd formulele corespunzatoare obtinute cu ajutorul integralei definite sunt
cazuri particulare ale celor de mai sus, atat din punctul de vedere al formei placii (un
subgrafic al unei functii integrabile), cat si al densitdtii sale, placa fiind asumata a fi
omogend (cu densitate constanta).

3.1.2 Placi omogene

Pentru placi omogene, cu p(x,y) = p = constant, urmeaza ca

m:// pdxdy:p// ldxdy = paria(D),
D D

// xdxdy // xdxdy //ydxdy //ydxdy
_ 4D _ 4D _ JD _ 4D .

- // ldxdy (D) o // 1wy 2a(0)
D D

si similar

X

Integrala tripla

4 Definitie
4.1 Introducere

Pentru introducerea notiunii de integrala tripld a unei functii definite pe un domeniu
de integrare din IR3, vom revizui constructia utilizatd pentru definitia integralei duble,
trecand de la domenii plane (bidimensionale) la domenii spatiale (tridimensionale).



411 Domenii de integrare

In acest capitol, prin domeniu de integrare vom intelege un domeniu inchis si marginit
(de o suprafatd netedd pe portiuni) din IR?, care are volum, din nou fird a intra in
detalii asupra notiunii de volum (practic, asupra ,,mdsurdrii” volumului). Trecerea de
la integrala dubla la cea tripla se va face in principal inlocuind, in diverse notiuni si
procedee, notiunea de arie cu cea de volum.

4.1.2 Diviziuni (partitii) ale unui domeniu de integrare
Fie V C R® un domeniu de integrare. Vom spune ca o multime ordonatd de domenii

de integrare A = {V;,V,,..., V, } reprezintd o diviziune (sau partitie) a lui V daca

n
L Jvi=V.
i=1

2. ViﬂVj:QD,pen’cruoricelgi,jgn,i;éj.

Altfel spus, V se poate scrie ca reuniunea tuturor subdomeniilor Vi, V5, ..., V,, iar
aceste subdomenii pot avea comune, doud cate doud, cel mult suprafete de pe fron-
tierd, intrucat au doud cate doud interioarele disjuncte.

N

y

v

4.1.3 Notatie

Multimea diviziunilor unui domeniu de integrare V se noteaza Dy.

4.1.4 Diametrul unui domeniu de integrare

Fie V C R® un domeniu de integrare. Numim diametru al lui V, notat 6(V), distanta
maximd dintre doud puncte ale lui V.

4.1.5 Norma a unei partitii

Fiind datd o diviziune A = {V4,V,,...,V,}, vom numi normi a diviziunii A, notata
||Al|, valoarea maxima a diametrelor 5(V7), 6(V2), ..., 8(V,), adicd

|Al] = max §(Vy).

1<i<n
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4.1.6 Sisteme de puncte intermediare asociate

Fiind datd o diviziune A = {V1, V,,..., V;;}, vom numi sistem de puncte intermediare
asociat diviziunii A o multime ordonatd de puncte

C: {MlIMZ,...,Mn},

astfel incat M; € V; pentru 1l < i < n (in fiecare subdomeniu se afld cate un punct
intermediar).

4.1.7 Sume Riemann

Fiind date un domeniu de integrare V, o functie f : V — R, odiviziune A = {V4,V,,..., V,}
a domeniului de integrare V si C = {M;, My, ..., M, } un sistem de puncte interme-
diare asociat diviziunii A, M; = M;(a;, B;-vi), 1 < i < n, vom numi suma Riemann
asociata diviziunii A si sistemului de puncte intermediare C suma

UA(f, C) = éf(lxil ,Bi/ ,)/l) VOI(Di)

= f_(ocl, B1,71) vol(D1) + f(az, B2, v2) vol(Dy) + ...
+ f(an, B, vn) vol(Dy)

(valoarea functiei in fiecare punct intermediar se inmulteste cu volumul subdomeniu-
lui din care punctul intermediar face parte, adunandu-se rezultatele).

4.1.8 Consideratii asupra interpretdrii geometrice a notiunii de suma Riemann

Interpretarea geometricd a notiunii de suma Riemann nu mai este la fel de intuitiva ca
si cea a notiunilor similare pentru integrala definitd sau cea dubld, in principal datorita
faptului cd in situatiile anterioare interpretarea geometrica se facea cu ajutorul unei
notiuni ,cu o dimensiune in plus” fatd de multimea pe care urma a se defini integrala.
In spetd, o suma Riemann a unei functii definite pe un interval putea fi interpretata
cu ajutorul unei arii, iar o sumd Riemann a unei functii definite pe un domeniu de
integrare din R? putea fi interpretat cu ajutorul unui volum. Acum, o suma Riemann
a unei functii definite pe un domeniu de integrare din R3 ar trebui interpretata cu
ajutorul unor notiuni referitoare la spatiul R*, adica nu la un spatiu fizic, ci la un spatiu
abstract.

4.1.9 Functii integrabile Riemann

Definitie. Fie V un domeniu de integrare, V C R?, si fie f : V — R. Vom spune ci f
este integrabild Riemann pe V (pe scurt, f este integrabila pe V) daca existd un numar
real I astfel incat oricare ar fi ¢ > 0 existd . > 0 cu proprietatea ca

oricare ar fi diviziunea A € Dy cu ||A|| < J¢ si oricare ar fi sistemul de puncte
intermediare C asociat lui A, are loc inegalitatea

loa(f,C) — 1| < e.



4.1.10 Integrala tripla

Numarul I de mai sus se numeste integrala tripla a functiei f pe domeniul spatial V si

se noteaza
// f(x,y,z)dxdydz.
v

Sa observam si ca I, daca existd, este unic determinat.

Multimea V se numeste domeniu de integrare, functia f se numeste integrand,
iar variabilele x,y,z se numesc variabile de integrare. Expresia dxdydz se numeste
element de volum, notat uneori si cu dV.

4.1.11 Definitie alternativa

Are loc urmadtoarea echivalentd, cea de-a doua afirmatie putand fi utilizatd de aseme-
nea ca definitie a integrabilitdtii Riemann.

Teorema 4.1. Fie V un domeniu de integrare, V. C R3, si fie o functie f : V — R.
Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente.

1. f este integrabilid pe V.

2. Oricare ar fi un sir de diviziuni (Ap)n>0 ale i 'V cu ||Ay|| — 0, impreund cu
un gir de sisteme de puncte intermediare asociate (Cy,),>0, sirul sumelor Riemann
(oa, (f, Cn))u>0 este convergent.

Din nou, se poate demonstra ca limita unui astfel de sir de sume Riemann nu de-
pinde nici de alegerea sirului de diviziuni (A, ),>0, nici de alegerea sirului de sisteme
de puncte intermediare asociate (Cy),>0. Valoarea (comund) a limitelor reprezinta

//Vf(x, y,z)dxdydz.

4.1.12 Domeniu de integrare cu volum nul. Integrala functiei nule

Cu ajutorul definitiei, tindnd cont de faptul cad toate sumele Riemann asociate sunt
nule, putem obtine urmatoarele proprietati.

1. Fie V C R® un domeniu de integrare cu volum nul si fie f : V — R integrabila.
Atunci

//Vf(x, y,z)dxdydz = 0.

2. Fie V un domeniu de integrare. Atunci

/// Odxdydz = 0.
1
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4.1.13 Interpretare geometrica: volum

Fie V C R3 un domeniu de integrare. Conform definitiei, se obtine ca

///V ldxdydz = vol(V).

La fel ca si In cazul integralei definite si al celei duble, integrandu-1 pe 1 pe o multime
obtinem , masura” acelei multimi, in acest caz volumul.
4.1.14 Legadtura intre integrabilitate si alte proprietati ale functiilor

Din nou, functiile continue pe un domeniu spatial V C IR3 sunt integrabile. De aseme-
nea, functiile integrabile pe un astfel de domeniu sunt marginite.

Teorema 4.2. Fie V un domeniu de integrare, V C R?, si fie f : V. — R, f continud pe
V. Atunci f este integrabilid pe V.

Teorema 4.3. Fie V un domeniu de integrare, V. C R3, sifie f : V — R, f integrabili
pe V. Atunci f este marginitid pe V.

5 Operatii cu functii integrabile

Fiind obtinutd printr-un acelasi tip de procedeu, integrala tripld pdstreaza toate pro-
prietdtile integralei duble, atat pe cele in raport cu intervalul cat si pe cele in raport cu
functia.

Teorema 5.1. Fie V un domeniu de integrare, V. C R3, f,¢: V — R, f, g integrabile pe
V,sic € R. Au loc urmdtoarele proprietiti.

1. Proprietatea de aditivitate

Functiile f + g si f — g sunt integrabile pe V, iar
// (f(x,y,2) + g(x,y,2))dxdydz = // f(x,y,z)dxdydz
v 14

+ // g(x,y,z)dxdydz
14

(integrala sumei este egald cu suma integralelor), respectiv
// (f(x,y,2) —g(x,y,z))dxdydz = // f(x,y,z)dxdydz
v 14

— // g(x,y,z)dxdydz
14

(integrala diferentei este egala cu diferenta integralelor).

2. Proprietatea de omogenitate

11



Functia cf este integrabild pe V, iar

///ch(x,]/,Z)dxd]/dz = C//Vf(xr%z)dxclydz,

(o constantd cu care se inmulteste poate fi trecuta de sub integrala inaintea
integralei).

Condensat, formulele de mai sus pot fi scrise sub forma urmatoare.

Teorema 5.2. Fie V un domeniu de integrare, f,g : V — R, f, g integrabile pe V si
c1,¢2 € R. Atunci cq f + cpg este integrabild pe V si

///V(C1f(x, y,z) + 028(x,y,z))dxdydz = ¢ //Vf(x, y, z)dxdydz
+c2 //Vg(x, y, z)dxdydz.

6 Proprietiti ale integralei triple
6.1 Proprietiti in raport cu domeniul

6.1.1 Restrangerea domeniului de integrare

Teorema 6.1. Fie V un domeniu de integrare, V C R3, si fie f : V — R, f integrabili
pe V. Atunci f este integrabilii pe orice subdomeniu Vi C V.

6.1.2 Extinderea domeniului de integrare. Aditivitatea in raport cu domeniul

Teorema 6.2. Fie V un domeniu de integrare, V. C R3, si fie f : V — R. Daci
domeniile de integrare Vy, Vy, ..., Vy, formeazi o diviziune a lui V, iar f este integrabild
pe Vi, Vo, ..., Vy, atunci f este integrabilid pe intreg V, iar

//Vf(x,y,Z)dxd}/dz = //V1 f(x,y,z)dxdydz + //sz(x,y,z)dxdydz + ...
+ //V" f(x,y,z)dxdydz

12



AM2, Curs 13, 21.05.2020

Integrala tripla (continuare)

1 Calculul integralelor triple

Reamintim cd, pentru calculul integralelor duble, una dintre posibilele metode de lucru
era de a reduce calculul integralei duble la calculul succesiv a doud integrale definite,
utilizand pe rand cele doua variabile ca variabile de integrare. In acest scop, se realizau
o proiectie si o sectiune, domeniul numindu-se simplu in raport cu axa paraleld cu
domeniul de sectiune in anumite conditii cu suport geometric.

Ideea de a determina valoarea a unei integrale de ordin superior prin calculul suc-
cesiv al unor integrale de ordin mai mic se pdstreaza si pentru integrala tripld. Acum,
proiectia se va realiza pe unul dintre planele de coordonate (si deci integrala ,de
proiectie” va fi o integrald dubla), iar sectiunea se va realiza paralel cu una dintre axe
(si deci integrala ,,de sectiune” va fi o integrald simpla).

1.1 Domenii simple in raport cu axa Oz

N
y4
> Z=(P2(xa)7)
. ;. z=¢,(x,y)
N__— ||
O : : <
P eememmens : y

g
<

S

Fie V C R® un domeniu de integrare. V se numeste simplu in raport cu Oz daca
1. Proiectia lui V pe planul xOy este un domeniu de integrare D in R?.

2. Existd ¢1, 92 : D — R continue astfel ca V se poate scrie sub forma
V=A{xyz)igi(xy) <z< g2(xy) (x,y) € D}.

Cea de-a doua conditie reprezinta faptul cd orice paraleld la axa Oz prin M(x,y) din
proiectia lui V pe planul xOy taie frontiera domeniului V' in cel mult doud puncte,



¢1(x,y) fiind coordonata z (cota) punctului de intrare, iar ¢, (x,y) fiind cota punctului
de iesire. Cele doud puncte pot eventual si coincide.

Analog se definesc notiunile de domeniu simplu in raport cu Ox si de domeniu
simplu in raport cu Oy.

Teorema 1.1. Fie V un domeniu simplu in raport cu axa Oz si fie f : V — R integrabili
peV.Dacil:D — R,

4’2(9@}/)
I(x,y) = / f(x,y,z)dz, pentru (x,y) € D,
¢

1(xy)

este bine definitd si integrabilid pe D, atunci

//Vf(x,y,Z)dxdydz = //D (/(:(zi:)y)f(x,y,z)dz> dxdy.

La fel ca si in cazul integralei duble, ordinea de scriere a integralelor nu este ordinea
de calcul. Astfel, mai intdi se calculeaza integrala interioara (cea in raport cu z), iar
abia apoi cea exterioara (cea in raport cu perechea de variabile (x,y)). In particular,
ipotezele asupra lui I sunt satisfacute daca f este functie continua.

Corolar 1.1.1. Fie V un domeniu simplu in raport cu axa Oz si fie f : V. — R continud pe V.

Atunci
p2(xy)
// f(x,y,z)dxdydz:// / f(x,y,z)dz | dxdy.
14 D \/o1(xy)

Formule de calcul similare celor enuntate mai sus au loc si pentru domenii simple in
raport cu Ox sau Oy. In situatia in care domeniul de integrare este simplu in raport cu
mai multe axe, alegerea uneia dintre formule se poate face pe considerente geometrice
asupra formei domeniului sau pe baza formei particulare a functiei.

Exemplu. Determinati volumul corpului V determinat de paraboloidul de rotatie
z = x?> + y? si planul z = 4.

Solutie. Avem ca

vol(V) :///Vldxdydz.

Domeniul este simplu in raport cu toate cele trei axe. Deoarece V este un corp de rotatie
in jurul lui Oz, iar proiectia lui V pe xOy este un disc (convenabil descris cu ajutorul
coordonatelor polare), vom folosi faptul ca V este simplu in raport cu Oz.

Discul D de proiectie are raza egald cu cea a cercului de intersectie intre paraboloid
si planul z = 4, paralel cu planul xOy. Determindm acum raza cercului de intersectie.
Urmeaza ca

— Xyt =4=27

deci raza cercului de intersectie este R = 2, iar doua dintre coordonatele centrului
C sunt xc = 0siyc = 0. Cea de-a treia coordonatd este zc = 4, intrucat cercul de

2



}N

z=x"+y’

N

U

intersectie este continut in planul z = 4. Discul de proiectie D are deci razd 2 si centru
O (proiectia lui C).

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paraleld la axa Oz printr-un
punct oarecare (x,y) din domeniul de proiectie. Observam cd punctul de , intrare” in
V al paralelei este situat pe paraboloidul z = x? + y?, in timp ce punctul de ,iesire”
este situat in planul z = 4. Urmeaza ca

vol(V) = ///Vldxdydz = //L\) (/x:LyZ 1dz> dxdy.

Calculam mai intai integrala interioard, obtindnd ca
=4 — (x> + 7).

4
/ ldz =z
x2+y2 x2+y2

vol(V // (x* +y?))dxdy.

Intrucat D este un disc centrat in origine, pentru calculul integralei duble vom folosi
coordonatele polare, sub forma

4

Atunci

X = pcosf
, 0,2, 6€0,2m), dxdy = pdpdf.
{y:psin9 pel0,2], 0€l0,2m), dxdy= pdp

Urmeaza ca

vol(V // — (0* cos® 0 + p? sin® 0) ) pdpd6
0,2] % ()27r



= // (4 — p?(cos? 6 + sin® ) ) pdpd6
[0,2] x [0,27]

- // (4 — p*)pdpdo
[0,2] % [0,27]

— (/02(4 —pz)pdp) . (/027[ 1d9> =1 I.

Deoarece
2 ) 2 X 2 2,
11:/(4—p)pdp=/(4p—p)dp=/ 4pdp—/ o dp
0 0 0 0
2 |2 4 |?
o Y A P
=4 1 =4.2 1 =14,
0 0
iar
2T 2
12:/ 1d0 =0 =2,
0 0

urmeaza ca
vol(V) =427 = 8m.

1.2 Domenii paralelipipedice

La fel ca si in cazul integralelor duble, formulele de calcul pentru integralele triple se
simplificd in mod considerabil atunci cind domeniul de integrare este un paralelipiped
cu laturile paralele cu axele de coordonate, nemaifiind necesard determinarea dome-
niului de sectiune. Un astfel de paralelipiped poate fi scris ca un produs cartezian de
intervale sub forma

V= [Ell, bl] X [02, bg] X [ag,bg],

unde [ay, b1}, [az, by, [a3, b3, reprezintd intervalele de valori pentru abscisele, respectiv
ordonatele si cotele punctelor din V. In aceastd situatie, V' este simplu in raport cu
toate cele 3 axe de coordonate.

N
zZ




Corolar 1.1.2. Fie f : [a1,b1] X [ap, by] X [a3,b3] — R, f continud. Atunci

b3
/// f(x,y,z)dxdydz = // ( f(x,y,z)dz) dxdy
[a1,b1] x [a2,b2] % [a3,b3] [a1,b1] % [a2,b2] \ /a3
by
= // ( f(x,y,z)dy) dxdz
[a1,b1]  [a3,b3] \ /a2
b
= // ( f(x,y,z)dx) dydz.
[a2,b2] % [a3,b3] \ /a1

1.3 Domenii paralelipipedice si functii separabile ca produse

Dacd domeniul de integrare V este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele de
coordonate, iar integrandul f se poate scrie ca produs intre o functie care depinde doar
de variabila x, o functie care depinde doar de variabila y si o functie care depinde doar

de variabila z, atunci integrala tripla // f(x,y,z)dxdydz se poate scrie ca un produs
v

de integrale simple.

Teorema 1.2. Fie f : [a1,b1] X [ap, by] X [a3,b3] — R,

fx,y) = fi(x) - 2(y) - f3(2),

unde f1, fa, f3 sunt functii continue. Atunci

/// f(x,y,z)dxdydz
[a1,b1] x [a2,b2] X [a3,b3]
- A £29) - faE)ddyd:
[a1,1] X [az,b2] % [a3,b3]

by by b3
_ ( a f1(x)dx> : ( ; fz(]/)dy) : ( ; f3(y)d}/)-

Exemplu. Determinati

/// sin x cos ydxdydz.
[0,7]x[0,7] x[0,1]

Solutie. Domeniul de integrare este un paralelipiped cu laturile paralele cu axele de
coordonate, iar integrandul se separa ca un produs intre o functie doar de variabila x,
o functie doar de variabila y si o functie constantd, sub forma

sinxcosy = sinx-cosy - 1.

Urmeaza ca

z s 1
/// sin x cos ydxdydz = /2 sinxdx-/ cosydy-/ 1dz
[0,5]x[0,7] x[0,1] 0 0 0
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z| =1-0-1=0.

0

= (—cosx) | -siny

0 0

1.4 Formula de schimbare de variabild in integrala tripla

In unele situatii, fie functia de integrat, fie forma geometricd a domeniului se simplifica
dupa schimbari de variabile.

1.4.1 Schimbari de variabila (transformari regulate)

Fie Vi un domeniu de integrare marginit de suprafata inchisa neteda pe portiuni S;
si V, un domeniu de integrare marginit de suprafata inchisa neteda pe portiuni S,.
Spunem cd V; se transforma in V; prin schimbarea de variabild (sau transformarea
regulata)
x =x(u,v,w)
T:<y
z=2z(u,v,w)

y(u,v,w), (u,v,w) € Vy,

daca
1. T este bijectiva ca functie de la V; la V.

2. Functiile x = x(u,v,w), y = y(u,v,w) si z = y(u, v, w) au derivatele partiale de
ordinul 1 si derivatele partiale mixte de ordinul al doilea continue.

3. Determinantul functional (numit determinant jacobian)

Ju Jdv Jw
D(x,y,z) _|oy dy 0y
D(u,v,w) |ou dv Jw
Jdz Jz 0z

du 9 ow

este nenul pentru (u,v,w) € V,.

v




1.4.2 Formula de schimbare de variabila

Teorema 1.3. Fie V; un domeniu de integrare mdrginit de suprafata inchisi netedd pe
portiuni Sy si Vo un domeniu de integrare marginit de suprafata inchisd netedd pe portiuni
Sy, astfel incit V, se transformd in Vi prin schimbarea de variabila (sau transfor-
marea regulata)
x = x(u,v,w)
T: y=yuvw), (uv,w) € V,.
z =z(u,v,w)

Fie de asemenea f : Vi — R o functie continud. Atunci

// f(x,y,z)dxdydz

//sz w,0,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) ‘D((x Yr2 )) dudvdw.

In prima parte a membrului drept, variabilele vechi x, y si z se inlocuiesc in functie de
variabilele noi 1, v si w. Cea de-a doua parte a membrului drept reprezintd formula
de transformare a elementului de volum, care poate fi scrisa sub forma

dxdydz = 'M dudvdw.

D(u,v,w)

1.5 Coordonate sferice si sferice generalizate
1.5.1 Coordonate sferice

Fiind dat un reper cartezian Oxyz in spatiu, putem preciza pozitia unui punct M ¢
Oz atét prin coordonatele sale carteziene (x,y, z), cat si prin coordonatele sale sferice

(p, ¢,0), unde
1. p reprezinta distanta intre M si O;
2. @ reprezintd unghiul neorientat intre raza vectoare OM si semiaxa Oz;

3. 6 reprezinta unghiul orientat intre Ox si OM;, M; fiind proiectia lui M pe planul
xOy, mdsurat in sens trigonometric.

In aceste conditii, legdtura intre coordonatele carteziene (x,y,z) si coordonatele
sferice (p, ¢, 0) este data de formulele

X = psin¢cos 6
y=psingsind, p>0, ¢ecl0,r], 6¢€]|02m).
Z = pCos @



De asemenea,

Jx dx dx
op d¢ df
D(x,y,z) dy dy dy

D(p, ¢,0) op Od¢p 96

o 0 o
op OJ¢p 96
J , . , . 2, .
a—(psmqocos@) @(psmgocosﬁ) %(psmqocow)
. : J , . : J, . .
= ﬁ(psmqosmﬂ) %(psmqosm@ %(psmq)sm@
2 (pcosg)  a-(pcosg)  si(pcosg)
3 0 COS ¢ 39 p cos @ 5g(pcos g

singpcosf pcospcosf —psingsinf
= |singsin® pcos@sin® psingcost
cos ¢ —psin @ 0

= p? sin ¢ cos? ¢ cos? 6 + p* sin’ @ sin® @ + p? sin ¢ cos® @ sin® O

+ p?sin® ¢ cos? 6.
Grupand termenii doi cate doi, obtinem

D(x,y,z) 2 . 2 2 .2 2 .3 .2 2

——Z — p“sin ¢ coS cos” 0 + sin“ 0) + p” sin sin“ 0 + cos” 0

D(p,9,0) _ F S0 #cos ol ) +p”sin” ¢ )
= p?sin @ cos? ¢ + p? sin® ¢ = p*sin @(cos? ¢ + sin® @)

= p2 sin ¢.



1.5.2 Formula de transformare a elementului de volum

De aici, obtinem urmadtoarea formuld de transformare a elementului de volum pentru
trecerea de la coordonate carteziene la coordonate sferice

dxdydz = p*sin pdpdpdf.

1.5.3 Utilitatea coordonatelor sferice

Coordonatele sferice sunt utilizate in special pentru integrarea pe domenii sferice (bile
sferice), sau portiuni din aceste domenii, mai ales cand aceste domenii sunt centrate
in origine. Din nou, in practicd, atat pentru p cat si pentru 0 vor fi folosite intervalele
corespunzdtoare inchise, intrucat inchiderea intervalelor adaugd la domeniu multimi
de volum nul, ceea ce nu modificd valorile integralelor.

Exemplu. Determinati

// dxdydz

v /a2 y2 422

unde V este domeniul spatial marginit de sferele (S1) : x% + y? + 2% = 1i (S2) :
x> +y? + 22 =4.

Solutie. Sfera (S1) are centrul in origine si razd R; = 1, in vreme ce sfera (S2) are
centrul tot in origine si razd Ry = 2. Vom folosi coordonate sferice, sub forma

x = psin ¢ cos 6
y=psingsind , pec[l,2], ¢<€l0,r], 6¢€]0,2n),
Z = pCos

dxdydz = p*sin pdpdpd,

valorile maxima si respectiv minima ale lui p fiind deduse din faptul cd, intrucat dome-
niul V este madrginit de cele doud sfere, distanta dintre un punct al sau si origine este



minima si egald cu 1 cdnd punctul se afld pe (S1), respectiv maxima si egald cu 2 cand
punctul se afld pe (52). Atunci

\/x2+y2+22 = \/pzsinzg0c0s29+pzsin2(psin29+p2coszq)

= \/p2 sin? ¢(cos2 6 4 sin? ) + p2 cos? ¢ = \/p2 sin? ¢ + p? cos? ¢

= \/02(sin? ¢ + cos? 9) = /0? = .

Altfel, se putea observa direct cd \/x? + y? + z2 reprezintd distanta intre punctul curent
M(x,y,z) si originea O(0,0,0), prin definitie egald cu p. Urmeaza ca

// dxdydz _// 1 dxduds
v /X2y + 22 VX2 +y?+22 /

= /// = . p*sin pdpdpdf = /// p sin pdpdpdf
[1,2]x[0,7t] x[0,27t] © 1,2]x[0,7t] % [0,271]
21 p 27
/ pdp - / sin pdg - / 1d6 = >

= 67T.

3
=—-2-27

.0 >

0

- (—cos )

1

1.5.4 Coordonate sferice generalizate

Pentru domenii mdrginite de elipsoizi centrati in origine, sau portiuni ale acestora, se

pot folosi coordonatele sferice generalizate. Astfel, pentru un domeniu marginit de
2 2
z

‘Zz + — = 1, vor fi folosite coordonatele

(p, ¢, 0) legate de cele carteziene prin rela’gnle

elipsoidul de ecuatie carteziana (E) : x_ +

X = ap sin ¢ cos 6
y=bpsingsin®, pe[0,1], ¢€[0,n], 6¢€]02mn).
Z = CpCOS @

Printr-un calcul asemdnator celui de mai sus se poate deduce c4d, in acest caz,

D(x,y,z)

= abcp®sin g = dxdydz = abco? sin pdodpd®.
D(p, ¢,0) Y ¢ Y Y papaqp

1.6 Coordonate cilindrice

Fiind dat un reper cartezian Oxyz in spatiu, putem preciza pozitia unui punct M ¢ Oz
si prin coordonatele sale cilindrice (p, 0,z), unde

1. p reprezinta distanta intre proiectia M; a lui M pe planul xOy si O;
2. 0 reprezinta unghiul orientat intre Ox si OM;, mdsurat in sens trigonometric.

3. zisi pdstreazd semnificatia.

10
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Altfel spus, coordonatele cilindrice ale unui punct sunt coordonatele polare ale proiectiei
acelui punct pe planul xOy, la care se adauga coordonata z initiala. De remarcat faptul
cd, pentru coordonatele cilindrice, p are o semnificatie diferitd fatd de cea avutd pentru
coordonatele sferice.

In aceste conditii, legitura intre coordonatele carteziene (x,y,z) si coordonatele
cilindrice (p, 0, z) este datd de formulele

x = pcost

y=psinf, p>0 06¢€[0,21), ze€R.

z=12z

De asemenea,

ox dJdx 0x 0 0 0

% % 3 %(pCOSG) a—g(pCOSQ) E(pcos@)
Dixyz) |dy oy ay| |0, . d, o _
D(p,0,z)  |op 90 9z| ap(psm()) aQ(psm(?) aZ(,osm())

9z 9z 0z 9 ) 9 () 92

dp 99 oz op a0 0z

cosf —psinf 0O

= |sinf pcos® O] =p,
0 0 1

deci
dxdydz = pdpd0dz.
1.6.1 Utilitatea coordonatelor cilindrice

Coordonatele cilindrice sunt utilizate in special pentru integrarea pe domenii cilin-
drice sau pe domenii de rotatie in jurul lui Oz (de exemplu, interioarele unor conuri
sau paraboloizi de rotatie). Din acelasi motiv ca si In cazul coordonatelor sferice,

11



in practicd, atat pentru p cat si pentru 0 vor fi folosite intervalele corespunzatoare

inchise.
/// xzdxdydz,
1

unde V este domeniul tridimensional definit de

Exemplu. Determinati

V:{(x,y,z);4§x2+y2§9;xZO,yZO,OSzSZ}.

v

Domeniul V poate fi privit ca un cilindru cu raza a bazei 3, generatoarea paralela cu Oz
si indltime 2, din care se extrage un cilindru de acelasi tip, dar cu raza a bazei 2, iar din
rezultat se pdstreazd doar partea din primul octant. Vom folosi coordonate cilindrice,
date de

x = pcost
y=psind, pe€2,3, 6|0, %T], z€[0,2], dxdydz = pdpdfdz.
z=12

Atunci

/// xzdxdydz = /// p cos 0z - pdpdfdz
1% [2,3]x[0,5]x[0,2]

3 z 2 03 3 2 2
:/ pzdp-/ cos@d@-/ zdz = —

2 0 0 3
38

-sin 6
2

z
2

0

3

12



AM2, Curs 14, 28.05.2020

Integrala tripla (continuare)

1 Calculul integralelor triple (continuare)
1.1 Schimbari de variabila

1.1.1 Coordonate sferice generalizate

Pentru domenii mdrginite de elipsoizi centrati in origine, sau portiuni ale acestora, se

pot folosi coordonatele sferice generalizate. Astfel, pentru un domeniu marginit de

2 2 2

elipsoidul de ecuatie carteziand (E) : % + v + — = 1, vor fi folosite coordonatele

o o<
(p, ¢,0) legate de cele carteziene prin relatiile
X = ap sin ¢ cos 6
y=bpsingsind, pel0,1], ¢e€0,1], 6¢€]02m).
Z = €pCOS @

Printr-un calcul asemdndtor celui facut pentru coordonatele sferice, se poate deduce
cd, in acest caz,
D(x,y,z) 2 2
————= = abcp”singp = dxdydz = abcp” sin pdpd pdo.
D(p, ¢,0) P ¢ Yy P papap

Exemplu. Determinati volumul domeniului V definit prin

Q\/




Solutie. Domeniul V' este jumatatea superioard a corpului eliptic marginit de elip-
soidul

de semiaxe 3, 4, 5. Avem ca

vol(V) :///Vldxdydz.

Vom folosi coordonatele sferice generalizate, date de

x = 3psin¢cost
y=4psingsing, pel0,1], (pE[O,g], 0 € [0,27],
z = 5pcos ¢

intervalul de valori pentru ¢ fiind dat de faptul cd V este jumadtatea superioara (pentru
cea inferioara ar fi trebuit ¢ € [5, 77]). In acest caz,

dxdydz = 3 - 4 - 50° sin pdpd pdf = 60p? sin pdpd pdf.

Atunci

vol(V) = /// 1 - 600 sin pdpd pdf
[0,1]x[0,%]x [0,27]

1 z 21 0’ 1
:60-/p2dp-/ sin(pdq)-/ 1d6 = 60 - =
0 0 0 3
1

27

[SE}

-(—cosq))‘ -0
0

0

:60~§~1~27(:40n.

2 Aplicatii ale integralei triple
2.1 Centrul de masa al unui corp

2.1.1 Corpuri neomogene

Teorema 2.1. Fie un corp neomogen V, asimilabil unui domeniu de integrare, cu densi-
tate variabilid p(x,vy,z). Atunci masa corpului este

m:// p(x,y,z)dxdydz
14

iar coordonatele centrului de masd al corpului sunt

1 1
Xem = ///pr(x,y,z)dxdydz, Yem =+ //v yp(x,y, z)dxdydz,

ZcM = %///Vzp(x,y,z)dxdydz.




2.1.2 Corpuri omogene

Pentru corpuri omogene, cu p(x,y,z) = p = constant, urmeaza ci

m= // pdxdydz = p/// ldxdydz = pvol(V),
v D

si similar
/// xdxdydz /// xdxdydz // ydxdydz // ydxdydz
/// ldxdydz vol(V) /// 1dxdydz vol(V)
/// zdxdydz /// zdxdydz

/// 1dxdydz vol(V)

Exemplu. Determinati coordonatele centrului de masa al corpului omogen V definit
prin
V= {(x,y,z); x2 —I—y2 +2z2 < R%z> 0}, unde R > 0.

Solutie. Corpul respectiv este jumatatea superioard a bilei sferice cu raza R centratd in
origine. Atunci

/// xdxdyiz // ydxdydz /// zdxdydz
/// 1dxdydz /// \dxdydz /// 1dxdydz

pentru calculul acestor integrale putand fi folosite coordonate sferice, date de

x = psin¢cost
y=psingsinf , pe€[0,R], qoe[O,g], 6 €0,2m),
Z=pcos ¢

dxdydz = p? sin dpdpdf.
< 147R3

Cum volumul lui V este jumdtate din volumul unei bile sferice de razd R, adicad ;5 =

% urmeaza ca

/// psin @sin 6 - p? sin pdpd pdf
o [0,R] % [0,71] % [0,27]
Xcm = 47R3

6

6 R3 %.2 27'5.
:m’/o pdp-/o sin (pdgo-/o sin 0d0.




Deoarece
27

27
/ sinfdf = (—cosf) | =0,
0 0

urmeaza cd xcp; = 0. Cu un rationament similar, putem obtine cd ycp) = 0. De fapt, la
aceste concluzii se puteau obtine si observand cd axa Oz este axa de simetrie pentru V.
Atunci si centrul de masa se afld pe aceastd axa, deci xcp = 0, ycm = 0O, intrucét toate
punctele de pe Oz au abscisa si ordonata nula.

De asemenea,

/// 0 cos @ - p? sin pdopd pdf
. [0,R] % [0,77] % [0,27]
ZCM = 47R3

6
6 R 3 % 2
= . do - i do - 1d6
47'[R3 /0 p-ap /0 S @ Cos pa @ /0
4 R T 27
1Y

5 -/leinZ(pdqo-Q
0 2

T 2R3 4
0 0
4 _ 7
_ 3 R® 1(-cos2¢g) " ,
27R3 4 2 2 .
_ 6mR* (—cos2) |© 3R 3R
~ 167tR3 2 0_8 8

3 Definitii si proprietati
3.1 Campuri scalare. Campuri vectoriale

Fie D C R3. Numim camp scalar pe D o functie (cu valori scalare) u : D — R. Numim
camp vectorial pe D o functie (cu valori vectoriale) F : D — V3. Astfel, oricirui punct
M € D i se poate asocia un scalar (in cazul cAmpurilor scalare), respectiv un vector
(in cazul caAmpurilor vectoriale). Atunci cadnd un astfel de cAmp nu depinde decat de
pozitia punctului M, el se numeste stationar, in cazul in care el depinde si de alte
variabile (de obicei de timp) numind-se nestationar.

3.2 Aspecte fizice

De exemplu, oricdrui punct de pe suprafata Pamantului i se poate asocia temperatura
in acel punct, obtindndu-se un camp scalar (evident, nestationar). Acelasi lucru se
poate realiza asociindu-i umiditatea relativd, presiunea atmosfericd, s.a.m.d.

Similar, oricdrui punct de pe suprafata Paméntului i se poate asocia intensitatea
campului gravitational in acel punct (directionatd catre centrul de masa al Pdmantului,
necesitand utilizarea unui vector pentru caracterizare completd), obtindndu-se un camp
vectorial (stationar). Acelasi lucru se poate realiza asociind viteza si directia vantului
in acel punct (care, din nou, necesitd utilizarea unui vector pentru caracterizare com-
pletd), obtindndu-se insd in acest caz un cdmp vectorial nestationar.
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Vom nota uneori u(M), in loc de u(x, y, z), (respectiv ﬁ(M), in loc de ﬁ(x, Y,z)) pen-
tru a sublinia dependenta campului de punctul M, mai degraba decat de coordonatele
x, Y,z ale acestuia, In special in cazul in care cAmpul respectiv corespunde unei realitati
tizice.

3.2.1 Campuri de componente

Fie un camp vectorial F:D— Vs,

F(x,y,2) = P(x,y,2)7+ Q(x,y,2)] + R(x,y,2)k

Pentru determinarea acestui cdAmp vectorial este deci necesard determinarea a trei cdAmpuri
scalare P, Q, R, numite cimpuri de componente.

3.2.2 Camp vectorial de clasi C*

Se spune ca F este camp vectorial de clasa Ck k>0, in situatia in care cAmpurile
scalare (functiile) componente P, Q, R au aceasta proprietate.

4 Campuri scalare. Gradientul unui camp scalar
4.1 Gradientul unui camp scalar

Fie u : D — R un cAmp scalar de clasd C'. Numim gradient al lui u cAmpul vectorial
definit prin
Jou_, OJu-

ou._,
gradu = 3 + @] + a—Zk.

Exemplu. Determinati grad u, unde u : R?> — R este campul scalar definit prin
u(x,y,z) = x> +yz.

Solutie. Se obtine ca

_ 9,2 - 02 - 9,2 PR
grad u = ax(x +yz)z—|—ay(x +yz)]+az(x +yz)k = 2x7+ z] + yk.

5 Campuri vectoriale. Divergenta si rotorul unui cAimp vectorial

In cele ce urmeazd, vom incerca sa caracterizam atéat ,,intensitatea”, cat si rotatia unui
camp vectorial F. Ambele concepte vor fi mai ugor de urmarit daci ne imagindm
campul vectorial respectiv ca descriind miscarea unui fluid. Pentru a studia fenomenele
de ,,emisie” si ,,absorbtie” pe de o parte, respectiv rotatie pe de alta parte, vom intro-
duce in cele ce urmeaza doi operatori diferentiali, numiti divergenta si rotor.



5.1 Divergenta unui cimp vectorial

Fie F: D C R® — V3 un cAmp vectorial de clasi C?,

E(x,y,2) = P(x,v,2)T+ Q(x,v,2)] + R(x, v, 2)%.
Numim divergentd a cAmpului vectorial F cdimpul scalar definit prin

.- 9P 3Q OR

Intuitiv, divergenta pozitivd este asociatd unor fenomene de , emisie”, iar divergenta
negativa unora de ,,absorbtie”.

S observam ci putem defini similar si divergenta unui cAmp vectorial G : E C
R2 — V,. Astfel, dacd G : E — V, este un camp vectorial de clasa cl,

G(x,y) = P(x,y)T+ Qv )],
vom numi divergentd a cimpului vectorial G campul scalar definit prin
divG = op + a—Q
5.1.1 Campuri vectoriale solenoidale

Fie F : D — V3 un cAmp vectorial de clasi C!. Spunem ci F este solenoidal in D dac
div F este identic nul in D.

Conform cu observatiile anterioare, un cAmp solenoidal este un cAmp fara surse
(pozitive sau negative, adicd atat fara , ,emisie” cat si fard ,,absorbtie”).

Exemplu. Determinati div F, unde F:D — Vzeste campul vectorial definit prin

F(x,y,2) = xT+ y]+ zk

(7 = x7+ yj + zk reprezinti vectorul de pozitie atasat lui M(x,y,z))

Solutie. Se obtine cd

d d
S W)+ (m)=1+1+1=3.

. = 0
dlvF——(x)—i—ay .

ox

5.1.2 Notatie alternativa

In loc de rot F se mai foloseste si notatia curl E (,,to curl”, din limba engleza, inseamna
,,aserasuci”, ,,ase ondula”).

5.1.3 Campuri vectoriale irotationale

Fie F : D — V3 un cAmp vectorial de clasi C!. Spunem ci F este irotational in D dac
rot F este identic nul in D.



Exemplu. Fie cimpul vectorial F : R — V3,

F(x,y,2) = (y+2)T+ (z+x)7+ (x + y)k.

Demonstrati ci F este atat irotational, cat si solenoidal.

Solutie. Se obtine ca

TR S
r_ d 0 d
rotF = % @ %z

Are deci loc relatia L
rot(F) =0,

campul vectorial F fiind irotational. De asemenea

R ) ) B B
cth—a(y+z)+@(z+x)+$(x+y)—O—l—O—l—O-O.

Are deci loc relatia .
div(F) =0,

campul vectorial F fiind si solenoidal.

Exemplu. Determinati rot F, unde F : R — V; este campul vectorial definit prin

F(x,y,2) = xT+ y] + zk

(7 = x7+ yj + zk reprezinta vectorul de pozitie atasat lui M(x, v, z)).

Solutie. Se obtine ca

T 7 k
rotF = % % aa_z
Xy oz
d d . d d 5 d d -
(5@ - 520)7+ (0~ 567+ (F0 -5 ®)F
— 07+ 07+ 0k =



Exemplu. Fiind dat un cAmp scalar u, precizati dacd urmdtoarele operatii au ca
rezultat scalari, vectori, sau nu sunt bine definite

1. div(rotu), 2. grad(divu), 3. div(grad u), 4. rot(gradu).

Solutie. Operatia 1 nu este bine definitd, intrucét rot u nu este bine definit (rotorul se
poate aplica unui cdmp vectorial, nu unuia scalar).

Operatia 2 nu este bine definitd, intrucat div # nu este bine definit (divergenta se
poate aplica unui camp vectorial, nu unuia scalar).

Operatia 3 este bine definitd, cu rezultat un scalar (divergenta vectorului grad u este
un scalar).

Operatia 4 este bine definitd, cu rezultat un vector (rotorul vectorului grad u este
un vector).

Exemplu. Fiind dat un cdmp vectorial F, precizati dacd urmatoarele operatii au ca
rezultat scalari, vectori, sau nu sunt bine definite

1. rot(grad F), 2. grad(div F), 3. div(rot F), 4. rot(div F).

Solutie. Operatia 1 nu este bine definitd, intrucat grad F nu este bine definit (gradien-
tul se poate aplica unui cdmp scalar, nu unuia vectorial).

Operatia 2 este bine definitd, cu rezultat un vector (gradientul scalarului div F este
un vector).

Operatia 3 este bine definits, cu rezultat un scalar (divergenta vectorului rot F este
un scalar).

Operatia 4 nu este bine definitd, intrucat rot(div F) nu este bine definit (rotorul se
poate aplica unui cAmp vectorial, in timp ce div F este unul scalar.
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