Matematici Aplicate, Curs 1

Ecuatii diferentiale

1 Notiuni introductive

Definitia 1.1. Vom numi ecuatie diferentiala o ecuatie in care necunoscuta (numitd si vari-
abila dependenta) este o functie de una sau mai multe variabile independente si in care, pe
langd functie, apar si una sau mai multe derivate ale acesteia. Dacd functia necunoscuti de-
pinde de o singurd variabild independentd, ecuatia obtinuti se numeste ecuatie diferentiala
ordinara, in vreme ce dacd functia necunoscuti depinde de mai multe variabile independente,
ecuatia se numeste ecuatie diferentiald cu derivate partiale. [n ambele cazuri, ordinul
maxim de derivare se numegte ordinul ecuatiei.

Exemplul 1.1. Ecuatia x”(t) — 3x/(t) + 2x(t) = 0, in care x este o functie necunos-
cutd care depinde de variabila reala ¢, este o ecuatie diferentiald ordinara de or-
dinul al doilea, cu variabila dependentd x (deoarece depinde de f) si variabila in-
dependenta t.

In schimb, ecuatia g%[ (x,y) + 32712* (x,y) = 0, in care u este o functie necunoscutd
depinzand de variabilele reale independente x si y, este o ecuatie diferentiala cu
derivate partiale de ordinul al doilea, cu variabila dependenta u.

In cele ce urmeaza, pentru usurinta in exprimare, vom prescurta denumirea de ecuatie
diferentiald ordinard ca ecuatie diferentiala, respectiv denumirea de ecuatie diferentiald
cu derivate partiale ca ecuatie cu derivate partiale.

Adesea, necunoscuta x = x(t) a unei ecuatii diferentiale poate reprezenta o pozitie
sau deplasare de la o pozitie de echilibru ca functie de timp, de unde notatia primei
ecuatii. In aceasta situatie, x’ reprezinta viteza de deplasare, iar x reprezinta acceleratia.
Chiar dacd " nu reprezintd o vitezd de deplasare, ea reprezintd oricum o viteza de
variatie (a lui x), conform definitiei derivatei.

Exemplul 1.2. O sticld de bduturi racoritoare proaspat scoasa din frigider are tem-
peratura de 4°C. Stiind cd temperatura mediului ambiant este T = 20°C, precizati
cu ajutorul unei ecuatii diferentiale si a unei conditii initiale evolutia temperaturii
sticlei ca functie de timp.

Solutie. Notdm cu x(f) temperatura sticlei la momentul ¢ (timp méasurat incepand
de la momentul scoaterii sticlei din frigider, temperaturd masuratd in °C). Deoarece
viteza de incilzire a sticlei (adicd viteza de variatie a lui x(t), in speta x’(t)) este
direct proportionald cu diferenta de temperaturd dintre sticld si mediul ambiant
x(t) — 20, urmeaza cd

x'(t) = —k(x(t) — 20),

unde k este o constantd pozitivd de proportionalitate caracterizand transferul de
cdldura dintre mediu si sticld, semnul “-” tiind dat de faptul cd deoarece temper-
atura sticlei este mai micd decat cea a mediului inconjuritor, x(t) —20 < 0, iar
sticla se incilzeste, adica x'(¢) > 0.

De remarcat ca ecuatia obtinuta descrie fenomenul fizic de racire si are aceeasi




formad indiferent de temperatura initiald a sticlei. Ca atare, precizarea doar a ecuatiei
nu poate conduce la determinarea in mod unic a temperaturii sticlei la un moment
dat; trebuie precizatd si temperatura ei initiala.

Pentru situatia problemei, acestei ecuatii ii este addugatd conditia x(0) = 4,
reprezentdnd faptul cd la momentul initial (al scoaterii sticlei din frigider), tem-
peratura sticlei este 4°C. Obtinem deci urmdtoarea descriere

x'(t) = —k(x(t) — 20)
x(0) = 4.

Definitia 1.2. Forma generali a unei ecuatii diferentiale de ordinul n este
F(t,x,x,...,x") =0, (1.1)

F depinzand in mod explicit de x™). In anumite conditii, din aceasti ecuatie poate fi determinat
x") (pas premergitor rezolvirii ecuatiei in special pentru ecuatiile de ordinul 1), obtinandu-se
o ecuatie de tipul

x (™ :f(t,x,x’,...,x(”_l)), (1.2)

numitd forma normala a ecuatiei (1.1).

Exemplul 1.3. Ecuatia (1 + t?)x’ — 2tx = 0 nu este sub forma normals, ins& poate
fi adusa prin calcul algebric la forma normala x' = -2L;x, utils pentru incadrarea

1+t
si rezolvarea ei.

Definitia 1.3 (Notiunea de solutie). Vom spune ci functin x = ¢(t), ¢ : I — R este
solutie a ecuatiei diferentiale de ordinul n

P(t,x,x’,...,x(”)) =0

pe intervalul I daci ¢ € C"(I) (adici toate derivatele care intervin in ecuatie sunt continue),
iar prin inlocuirea lui x cu ¢ ecuatia ramine identic satisficutd.

Trebuie observat ca solutiiile unei ecuatii diferentiale date nu sunt, de reguld, unice
(vezi si Exemplul 1.2). De exemplu, atat x1(t) = e? cat si x5(t) = 3% sunt solutii ale
ecuatiei diferentiale x’(t) = 2x(t). In fapt, se poate observa ca x(t) = Ce* este o solutie
a ecuatiei de mai sus pentru orice valoare a constantei C.

Definitia 1.4 (Tipuri de solutii). [n general, solutia unei ecuatii diferentiale de ordinul n de-
pinde de n constante, scriindu-se sub forma x = x(t,Cy, Cy, ..., Cy), exprimare care reprezinti
solutia generala a ecuatiei. Prin particularizarea constantelor se obtin solutii particulare
ale ecuatiei. Solutiile ecuatiei care nu se pot obtine prin particularizarea solutiei generale, dacdi
acestea existd, se numesc solutii singulare ale ecuatiei.

Exemplul 1.4. Ecuatia x'(t) = 2x(t) are ca solutie generald x(t) = Ce?, fira si
— 2

aiba solutii singulare. Ecuatia x’ = Tx are solutia generala definita (implicit)

prin —v'1 — x2 = t + C si solutiile singulare x(t) = 1, x(t) = —1. Se observa faptul

cd acestea nu pot fi obtinute din solutia generald pentru nicio valoare a lui C.




Definitia 1.5 (Problema Cauchy). Determinarea constantelor de care depinde solutia unei
ecuatii date se poate face impundnd conditii asupra solutiei. In acest sens, problema deter-
mindrii solutiilor ecuatiei

F(t,x,x’,...,x(”)) =0,

care sunt supuse la conditii de forma

x(t) = xo, ¥'(to) = x1,...,x" V(tg) = x, 4

(sunt date valorile lui x si ale primelor n — 1 derivate ale sale intr-un acelasi punct tg, in total
n conditii, suficiente pentru a determina n constante) se numeste problema Cauchy asociati
ecuatiei date, conditiile de mai sus numindu-se conditii initiale.

Daca n = 2, iar ecuatia reprezind legea de miscare a unui punct material, atunci precizarea
lui x(to) si x'(ty) inseamnd precizarea pozitiei si vitezei punctului material intr-un acelagi
moment, numit moment initial.

Definitia 1.6 (Ecuatii autonome sau neautonome). O ecuatie diferentiali de forma
F(x,x’,...,x(”)) =0,

in care variabila t (variabila independenti) nu apare in mod explicit se numegte ecuatie au-
tonoma, in vreme ce o ecuatie de forma

F(t,x,x,...,x") =0,

in care variabila t apare in mod explicit se numeste ecuatie neautonoma.

Exemplul 1.5. Ecuatia x’ = 2x — 3x? este o ecuatie autonoma, in vreme ce ecuatia
x' = 3x — 4x3 + t? este 0 ecuatie neautonoma. Pentru o ecuatie autonoma, asumand
cd t reprezintd variabila timp, se poate considera ca fenomenul care este modelat
de ecuatia diferentiald nu sufera modificari in timp.



Matematici Aplicate, Curs 2

(cu probleme de rezolvat la curs)

Ecuatii diferentiale (continuare)

1 Ecuatii diferentiale in care derivata de ordinul » este precizata
1.1 Derivata de ordinul 7 a functiei necunoscute este nula

xXM() =0, tel (1.1)

Metoda de rezolvare

Solutia este un polinom de ordinul n — 1, gradul fiind cu o unitate mai mic decat or-
dinul derivatei. Atunci

x(t) = Co+ Cit + Cot? 4+ ...+ Cpqt" L.

Daca sunt cunoscute x(t), x'(tg), . .., x"" =V (ty), to € I (valorile functiei si ale primelor
n — 1 derivate intr-un punct dat ¢y sunt precizate, in total n conditii, numar egal cu
ordinul ecuatiei), atunci, conform formulei lui Taylor (sau prin integrari succesive),

x(t) = x(t) + xlit!(’) xﬁz(!t()) (t—to)>+...+ —xé:;_l)%?) (t—to)" L.

(t—to) +

Exemplul 1.1. Rezolvati ecuatia x®)(t) = 0, t € R, stiind ci x(0) = 1, x'(0) = 2,
x"(0) = —1.

Solutie. Urmeaza ca

x(t) = x(0) + x(0) (t—0) + *(0) (t—0)2 = x(t) =1+ 24 2Ly

1! 2! 1! 2!
12
= x(f) =1+2t— 5
Solutie alternativi. Deoarece x(®)(t) = 0, urmeazi ci x(t) = Cy+ Cit + Cyt?

(solutia este un polinom de gradul al doilea). Determinam acum Cy, C; si Cs.
Intrucat in conditiile initiale intervin x’ si x”, calculdm si valorile acestor derivate.
Avem cd x/(t) = C1 +2Cyt, x”(t) = 2C;.
Deoarece x(0) = Cp, obtinem Cy = 1. Cum x'(0) = C;, deducem C; = 2.
2

1 .
Deoarece x”(0) = 2C,, obtinem C; = —5 In concluzie, x(f) =1+ 2t — 5

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele ecuatii.
1. x” =0, cu conditiile x(2) = 3, x'(2) = 1.
2. x®) =0, cu conditiile x(1) = 3, x'(1) = -1, x”(1) = 1.

3. x®) =0, cu conditiile x(0) = 1, x(1) = 2, x(2) = 9.



1.2 Derivata de ordinul 7 a functiei necunoscute este neidentic nula

xXMW(t)=f(t), tel,  f:I— R continui (1.2)

Metoda de rezolvare

Prin integrdri succesive, se obtine

x(t) = Co+Cit +Cot? + ...+ Cpgt" 1 +

1 t
t _ n—1 d ,
e DRSOk
unde ty € I este oarecare. Daci sunt cunoscute x(to), x'(to),...,x" V(ty), to € 1,
atunci, conform formulei lui Taylor,

x(n—l)(to)

(7’1 — 1)| (t - tO)n_l

x(t) = x(to) + @(t —tg) + %(t —t0)? ...+

1 ! n—1
+m/ (t— )" 1f(s)ds.

to
Observatie. Integrala din membrul drept se calculeaza de obicei prin metoda integrarii
prin parti.
Observatie. Se poate observa cd solutia generald a ecuatiei (1.2) poate fi scrisa ca suma
intre solutia generald a ecuatiei (1.1), numita ecuatia omogena (fard termen liber) atasata
si un termen integral, care reprezintd o solutie particulard a ecuatiei (1.2). Aceastd
metoda de rezolvare poate fi aplicatd si pentru alte ecuatii de formd apropiata.

Exemplul 1.2. Rezolvati ecuatia x” = sint, t € R, stiind ¢d x(0) = 0, x'(0) = 1.

Solutie. Urmeaza ca

x(t) = x(0) + x’l(!O) (t—0)+ %/0 (t —s) sinsds

t
= x(t) :0-|—%t—|—/ (t —s)(—coss)'ds
- 0

!

x(t) = t+ (t —s)(—coss)|y — /Ot(t —s)(— coss)ds

=
VS

~~
SN—

Il

t+ [(t—t)(—cost) — (t —0)(—cos0)] —/0 cos sds
=2t —sint
0

= x(t) =2t —sins

Observatie. De exemplu, x” — x’ = sint nu este o ecuatie de acest tip. Trebuie ca una
singurd dintre derivatele lui x sd fie egala cu o functie datd, doar de variabila t.

Probleme propuse. Rezolvati ecuatiile.

25 37 13
" _ 1,2t — = — 2 ¥ =
1. x"'(t) = ze*, cu conditiile x(0) o (0) 17~ (0) o

2. X(t) = —2sint + 3 cost, cu conditiile x(0) = —2, x’(0) = 3.

2



2 Ecuatii diferentiale de ordinul 1 integrabile prin metode elementare
2.1 Ecuatii cu variabile separabile

Sunt ecuatii de forma
X' = f(t)g(x), (EVS)

unde f : I} =+ R, g : I — R sunt functii continue, iar ¢ nu se anuleaza, membrul
drept putdndu-se scrie ca un produs intre o functie care depinde doar de variabila ¢ si
o functie care depinde doar de variabila x.

Metoda de rezolvare a (EVS)

Se separd cele doud variabile prin impdrtire, intr-un membru rdméanand doar x’ si
functii de variabila x iar in celdlalt doar functii de variabila t. Se integreaza in am-
bii membri, folosind-se si faptul cd dx = x'dt.

Observatie. Atentie la impadrtire! Ea poate produce pierderea unor solutii constante
(singulare), care trebuie considerate separat.

Observatie. De exemplu, x' = t> + x> nu este o ecuatie de acest tip (membrul drept
este 0 sumd, nu un produs).

De asemenea, x' = t(t? + x?) nu este o ecuatie de acest tip (desi membrul drept este
un produs, al doilea factor este o functie atat de ¢, cat si de x; ar fi trebuit sa fie o functie
doar de variabila x).

Nici ¥/ = sint cos x nu este o ecuatie de acest tip (desi membrul drept se separd in
modul dorit, ecuatia este de ordinul al doilea, nu de ordinul intai.

Exemplul 2.1. Rezolvati ecuatia x’ = 2¢(1 + x?).
X
=2t L
14«2 2
impartirea cu 1 + x? (strict pozitiv!) nu se pierd solutii constante. Prin integrare si
folosirea formulei dx = x'dt, deducem

Solutie. Prin impartire cu 1 + x2, separdm variabilele si obtinem

dx _ 2 o 2
/1—|—x2—/2tdt = arctgx =1+ C = x =tg(t*+C).

Exemplul 2.2. Rezolvati ecuatia x’ + te* = e¥, cu conditia x(0) = —1.

Solutie. Aducem mai intai ecuatia la forma normald. Deoarece x’ = e* — te¥ =
/

x
e*(1 — t), putem separa variabilele si obtine i 1 —t. La impartirea cu e* (strict
d
pozitiv!) nu se pierd solutii constante. Atunci / = / (1 —t)dt, de unde
ex

t2 #2 £2
/exdx:t—z—i—c - —e’x:t—EJrC - x:—h’l(—t—FE—i—C).

Urmeaza acum sd determindm C. Pentru t = 0, obtinem x(0) = —In(—0+ 0+ C),




2

t
adicd —1 = —InC, de unde C = e. Urmeazd cd x = — In(—t + 7+ e).

Exemplul 2.3. Rezolvati ecuatia x" = tx.

/
. .. . . X . A N
Solutie. Putem separa variabilele si obtine — = t. Totusi, prin impadrtirea cu x
X
se pierde solutia x = 0 (se observa ca aceasta este solutie a ecuatiei), care trebuie
addugatd ulterior.
.« [dx t* , .
Urmeaza ca P tdt, de unde In|x| = 5 + C. Prin exponentiere, cu
(

notatia C; = e~ (deci C; este o constanta strict pozitiva),

2ic 2 2
|x| =e2 — |x| =Cie? = x = £(Cqe?

si, cu notatia £C; = Cp, unde C; este acum o constanta oarecare (dar nenuld), x =
2

t . < . . v . . 5
Cye 7, care este solutfia generald a ecuatiei. La aceasta se adauga solutia “pierduta”

2
x = 0. Cele doua pot fi scrise unificat sub forma x = C3€t7, C; e R.

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele ecuatii cu variabile separabile.
1. x' = 4xt3.
2. (143" —2tx =0.
3. ¥’ = t*(1 — x), cu conditia x(0) = 4.

4. % = 2+/x + 2 cost, cu conditia x(7r) = 0.



Matematici Aplicate, Curs 3

(cu probleme de rezolvat la curs)

Ecuatii diferentiale (continuare)

1 Ecuatii diferentiale de ordinul 1 integrabile prin metode elementare
1.1 Ecuatii liniare

Sunt ecuatii de forma

x'=a(t)x +b(t), (EL)
unde a,b : I — R sunt functii continue, membrul drept fiind o functie de gradul 1
(numita si functie liniard) in variabila x.

Observatie. Ecuatia x’ = 2tx + x> nu este ecuatie liniard (membrul drept contine x2,

nefiind functie liniara in x).

Ecuatia x” = t2x + 3 este insd o ecuatie liniard, cu coeficientii a(t) = % si b(t) = t°.
Membrul drept nu poate contine (de exemplu) puteri ale lui x, dar poate contine puteri
ale lui #!. Nici ecuatia ' = fx + sin x nu este ecuatie liniard, deoarece membrul drept
contine sin x, nefiind atunci functie liniara in x.

Rezolvarea (EL)

Se poate folosi formula x(t) = (" / b(t)e "M dt, unde P este o primitiva a lui a aleas
convenabil.

Observatie. Conform formulei de mai sus, ecuatia liniard omogend x’ = a(t)x are
solutia x(t) = Ce® (), unde P este o primitiva a lui 2 aleasd convenabil.

Exemplul 1.1. Rezolvati ecuatia x’ = —3t?x, cu conditia x(0) = 5.
Solutie. Ecuatia este liniard omogend, cu a(t) = —3t2. Deoarece | —3t%dt =
—13 4+ C, o primitivd P a lui a este P(t) = —3, iar x(t) = Ce . Pentru t = 0,

obtinem x(0) = Ce?, deci C = 5 si in concluzie x(t) = 5¢".

Exemplul 1.2. Rezolvati ecuatia x’ = —2tx + 2tet.

Solutie. Ecuatia este liniard, cu a(t) = —2tsi b(t) = 2te~t. Deoarece / —2tdt =

—t? + C, o primitiva P a lui a este P(t) = —t2. Atunci

x(t) =e " /2te‘tzet2dt — et /tht = e (2 4 C).

Exemplul 1.3. Rezolvati ecuatia x’ = —% +e,t>0.




1 1
Solutie. Ecuatia este liniard, cu a(t) = 7 si b(t) = e!. Deoarece / —;dt =
—In|t|+C = —Int+ C, o primitivd P a lui a este P(t) = — Int. Atunci

w) =e o [eontar= o= [(eyrar =1 (eft -/ ettfdt) ~Let—e+0).

Rezolvare alternativa a (EL)

Se rezolvd mai intai ecuatia omogend atasatd x’ = a(t)x, obtindndu-se solutia
xo(t) = CeP™,

unde P este o primitiva a lui 2 aleasd convenabil. Se cautd apoi o solutie particulard a
ecuatiei (neomogene) (EL) de o formd apropiatd solutiei ecuatiei omogene, prin metoda
variatiei constantelor,

xp(t) = y(£)e",

(C este inlocuit cu ) unde <y este o functie necunoscuta care se determind punand
conditia ca xp sé fie solutie. Solutia xy a ecuatiei (neomogene) (EL) se obtine cu ajutorul
formulei

xn(t) = xo(t) + xp(t)
(de retinut mnemotehnica N — O — P).

Exemplul 1.4. Rezolvati ecuatia x’ = —2tx + 2te—t
Solutie. Ecuatia liniard omogend asociatd este x’ = —2tx. Ca mai sus, deoarece

—2tdt = —t*> + C, o primitiva P a lui a este P(t) = —t2. Atunci

_f2

xo(t) = Ce
Cdutam o solutie particulara pentru ecuatia neomogend sub forma
_£2

xp(t) = y(t)e

Inlocuind xp in ecuatia neomogend, obtinem

/
('Y(t)e*tz) = —2t'y(t)e’t2 +2tet

/
— /(e " + (1) (e‘t2> = 2ty (t)e " +2te "
— /(e + () (=2t)e " = —2ty(t)e ™ +2te "
— /(e =2t "
(t)




Deoarece suntem interesati doar de o solutie particulard, alegem 7y (¢) = t2. Atunci,
inlocuindu-1 pe 7, obtinem
_ 42,2
xp(t) =te ",

iar solutia ecuatiei initiale este

an(t) = xo(t) + xp(t) = Ce™ + e = e (t + C).
Probleme propuse. Rezolvati urmadtoarele ecuatii liniare

1. " = xcost, cu conditia x(5) = 2e.
2
2. x' = P t? cost.

3. x' = —2x + 3e*.
4. x' = x — 12,

5. tx’ = x —Int.

1.2 Ecuatii Bernoulli

Sunt ecuatii de forma

x" = a(t)x+ b(t)x", (EB)
unde 4,b : I — R sunt functii continue, iar « € R\ {0,1} (pentru « = 0 s-ar obtine
o ecuatie liniard, iar pentru & = 1 s-ar obtine o ecuatie cu variabile separabile). Intr-o

ecuatie Bernoulli, membrul drept contine x si o singura altd putere a lui x, cu coeficientii
posibil functii de ¢t.

Observatie. Ecuatia x' = 2tx + x? este o ecuatie Bernoulli, cu a(t) = 2t, b(t) = 1 i
« = 2. Ecuatia x’ = 2x 4+ x2 + 2x3 nu este o ecuatie Bernoulli deoarece, pe langa x,
membrul drept contine doud puteri ale lui x, in loc de una singura.

Rezolvarea (EB)
Se face impadrtirea cu puterea lui x din membrul drept (x*). Se obtine, dupa simplifi-
/
care, x_a = a(t)x'™% + b(t). Puterea lui x din membrul drept (x!~%) va fi variabila nous.
x

1—«

Se face deci schimbarea de variabild y = x* %, obtindndu-se o ecuatie liniard in y.

1 1
Exemplul 1.5. Rezolvati ecuatia x’ = —;x + t—zxz, t>0.
. 2 . x/ 11
Solutie. Se imparte cu x“, obtindndu-se ca 2= s + o) (se observa de aseme-

. . : - . 1
nea cd x = 0 este solutie a ecuatiei date. Schimbarea de variabild este atunciy = —.
X

/
. e 1 x'
Urmeazdcay = | - | = ——.
X X




- 1
Inlocuind in ecuatia obtinutd dupad impadrtire, obtinem —y’ = —7Y + 2 adica

,_1 2 ie liniar4 in v)
y = ; y 2 0 ecuatie liniara in y).

1
Cum [ ?dt = In|t| + C = Int + C, primitiva cdutatd este P(f) = Int. Folosind

formula de rezolvare a unei ecuatii liniare se obtine

y(t) :elnt/_tlze_lnfdt = y(t) = — /tlz%dt — y(t) = _t/t%dt
= y(t) = —

1
( t(t—2—2+ C) — () = —Ct+
. . 1 : y .
Deoarece y = —, urmeazd cd x = ——— (solutia generald), la care trebuie
X —Ct+

addugata x = 0 (solutia singulard). Se poate observa faptul ca solutia singulara nu
se poate obtine din solutia generald prin particularizarea constantei.

Exemplul 1.6. Rezolvati ecuatia x’ = 2x? — 2%, t>0.

/
. N . A « X <
Solutie. Se imparte cu x2, obtinandu-se ci — =2- T (se observa de asemenea
X X

: . . ., : 1
cd x = 0 este solutie a ecuatiei date. Schimbarea de variabila este atunci y = >

1\’ x!
U v v — - -
rmeazd ca y <x> 2
R 2
Inlocuind in ecuatia obtinutd dupd impadrtire, obtinem —y’ = Y + 2, , adica

2
y = ?y — 2 (o0 ecuatie liniara in y).

2
Cum f;dt = 2In|t| + C = Int? + C, primitiva ciutats este P(t) = Inf2.

Folosind formula de rezolvare a unei ecuatii liniare se obtine

u(t) = [ 2 ar — g =2 [ Far — y() = £ +0)

— y(t) = Ct? +2t.

1
CH2 + 2t (solutia generald), la care trebuie
addugatd x = 0 (solutia singulara). Se poate observa faptul ca solutia singulara

nu se poate obtine din solutia generald prin particularizarea constantei.

1
Deoarece Yy = —, urmeaza ca X =
X

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele ecuatii Bernoulli.
1. 2x" — 1% = tx.
2. x4 x = 2tx2,
3. tx! —dx = 2/x.



4. x' = x*cost + x tgt, cu conditia x(0) = 1.



Matematici Aplicate, Curs 4

(cu probleme de rezolvat la curs)

Ecuatii diferentiale (continuare)

1 Ecuatii diferentiale de ordinul 1 integrabile prin metode elementare
1.1 Ecuatii Riccati

Sunt ecuatii de forma
X' =a(t)x + b(t)x® +c(t), (ER)

unde a,b,c¢ : I — R sunt functii continue, b,c % 0. Intr-o ecuatie Riccati, membrul
drept contine x si x?, cu coeficientii posibil functii de ¢ (este aseman&tor cu membrul
drept al unei ecuatii Bernoulli, insd acum puterea este particulard, 2, in loc de a), si un
termen liber, c(t), care nu apdrea intr-o ecuatie Bernoulli.

Observatie. Ecuatia x’ = 2tx + x3 + 2t nu este nici o ecuatie Bernoulli (deoarece apare
termenul liber 2¢, nici una Riccati (deoarece puterea lui x este 3, nu 2).

Rezolvarea (ER)

In lipsa unor date ajutitoare despre solutie, acest tip de ecuatii nu este rezolvabil ex-
plicit. Totusi, dacd este cunoscutd o solutie particulard ¢ = ¢(t), dupd schimbarea de
variabild x = u + ¢, ecuatia Riccati se va transforma intr-o ecuatie Bernoulli in vari-
abila u (se va reduce termenul liber). Apoi, aceasta ecuatie va fi transformata intr-o

ecuatie liniard in necunoscuta z cu schimbarea de variabild u = %

Mai direct, schimbarea de variabild x = % + @ transformd ecuatia Riccati de la
inceput intr-una liniard in variabila z.

Exemplul 1.1. Rezolvati ecuatia x’ = x?

1
7

— t%, t > 0, fiind cunoscutd solutia partic-
ulard ¢(t) =

Solutie. Efectudm schimbarea de variabild x = % + % Atunci

1 1\ 1\" 1 Z 1
! - - — - _/:____
e (z+t) (z) +(t) z2 2

Inlocuind x’ si x in ecuatie, urmeaza ca

Z 1 (1 1\* 2
—z—z—t—z—(z+¥) 7
. F 1.1 11,1 2
22 2 22 Tzt 2 f2
22 z2 Tzt

Termenul liber a dispdrut, insa ecuatia nu este sub forma normald. Inmultind cu




—z?, obtinem

2
Z=—-1-z2%,
t

care este o ecuatie liniard cua(t) = —2sib(t) = —1. Deoarece [ —2dt = —2In |t| +
C = In(t?) + C, o primitiva P a lui a este P(t) = In tl2 Urmeaza atunci ca
B =e"E [ (~1)e MEat =~ [ == [ 2ar
2(t) = [ Ear = =) = L [ ~Pdr = () =

B+C
312

3

=$dﬂ=—%(%+é>=¢dﬂ:—

Revenind la schimbarea de variabild x = % + %, urmeaza ca

342 1

ﬁ+c+f

Exemplul 1.2. Rezolvati ecuatia x' = xctgt + x> —sin®t, t € (2krm, (2k +1)7),
k € Z, fiind cunoscutd solutia particulard ¢(t) = sint.

Solutie. Efectuam schimbarea de variabild x = % + sin t. Atunci

1 / 1 / Z/
x = (— —|—sint) = (—) + (sint) = ——5 +cost.
z z z

Inlocuind x’ si x in ecuatie, urmeaza ca

z' 1. 1. N\,
— — t+cost=|—-+sint |ctgt+ ( - +sint ) —sin“¢
z? z z
zZ/ 1 : 1 1 . .2 .2
= ——5 tcost=—ctgt+sintctgt+ — +2-sint +sin”t —sin” ¢
z z z z
/

— z ct t+1+21sint
2 8T z '

Termenul liber a disparut, insa ecuatia nu este sub forma normald. Inmultind cu
—z2, obtinem

7 = —z(ctgt + 2sint) — 1.

care este o ecuatie liniard cu a(t) = —(ctgt + 2sint) si b(t) = —1. Deoarece

/—(ctgt—i—Zsint)dt: —/ctgtdt—Z/sintdt: —/%dt—l—Zcost

(sint)’ . :
= — mdt+2cost: —In|sint| +2cost+ C = —Insint +2cost+ C



o primitiva P a lui a este P(t) = — Insint + 2 cos f. Urmeaza atunci ca

Z(t) :elnsint+2cost/e(lnsint+2cost)dt — Z(t) _ 1 eZcost/sint€2costdt
sin

1, ~ 1 _
P = cost Jsinf 2costdt H = 2C0st< 2cost )
= z(t) reni’ / sin te = z(1) e’ e +C
C62C05t+1
- t) = ———.
2(6) 2sint

Revenind la schimbarea de variabild x = % + sin t, urmeaza ca

_ 2sint
X = Ce2cost +1

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele ecuatii Riccati.

+ sin t.

1. x' = (x — t)2 + 1, fiind dati solutia particulara ¢(t) = t.

2. x' = 1x+x2— 92, t > 0, fiind datd solutia particulard ¢(t) = 3t.

x 1 A
3. x' = x% - T stiind cd admite o solutie particulara de forma ¢(t) = - care
trebuie determinata.
A
4. 2x" + tx + t?x% = 9, stiind c& admite o solutie particulard de forma ¢(t) = <
care trebuie determinata.
5. + 2sint — 290 ctiind ot admite o solutie particulara de f "
. X' +x%sint = o2 Hiind cd admite o so utie particulard de forma ¢(t) = o5t
care trebuie determinata.
1.2 Ecuatii cu diferentiala exacta
Sunt ecuatii de forma
P(t,x)dt+ Q(t,x)dx =0, (EDE)

unde P,Q : D C R? — R sunt functii de clasi C!, neidentic nule pe multimea simplu
conexa D, verificand conditia

0 0
%(t,x) = a—?(t,x), pentru (t,x) € D. (©)

Observatie (mnemotehnicd). Derivarea partiald din conditie se face “incrucisat”, in
sensul cd P, coeficientul lui dt, se deriveazd in raport nu cu t, ci cu x, iar P, coeficientul
lui dt, se deriveazd in raport nu cu x, ci cu t.

Rezolvarea (EDE)

Se verificd mai intai conditia (C). In aceasta situatie, expresia P(t, x)dt + Q(t, x)dx este
(exact) diferentiala unei functii, adica exista F : D — R diferentiabild pe D astfel ca

dF(t,x) = P(t,x)dt + Q(t, x)dx.

3



Ecuatia (EDE) devine atunci dF(t,x) = 0, solutiile (EDE) putand fi scrise sub forma
implicita
F(t,x(t)) =C,
unde C este o constantd arbitrara.
Functia F se determina stiind cd dacd dF(t, x) = P(t, x)dt + Q(t, x)dx, atunci deoarece
oF oF

dF(t,x) = E(t,x)dt + a(t,x)dx,

urmeaza ca OF
—t(t,x) = P(t,x),

2L (%) = Q)

Se integreazd prima ecuatie si se determind F pana la o functie de variabila x. Functia
de variabila x se determind prin inlocuire in cea de-a doua ecuatie.

Exemplul 1.3. Rezolvati ecuatia (xe!® — 4tx)dt + (te!™ — 2t?)dx = 0.

Solutie. Etapa 1. Verificarea conditiei (C).

In aceasta situatie, P(t, x) = xe'* — 4tx, Q(t, x) = tet* — 2t2. Conditia (C) se reduce

0
la a(xetx —4tx) = g(te”‘ — 2t?). Deoarece
0, iy d , 0
e —4 _ Xy _ (4 — Hix tx 4
e (xe tx) e (xe™) ax( tx) = e + xte t,
J tx 2\ J tx J 2\ _ tx tx
g(te — 2t )—&(te )—g(zt )—5 + txe —4:t,
conditia (C) este verificata.
Etapa 2. Determinarea functiei F.
Determinam functia F rezolvand sistemul
F
g—t = xe™ — 4tx
F
5 = te'™ — 22

oF
Deoarece — = xe'* — 4tx, urmeazi ci

ot
F(t,x) = /(xetx — 4tx)dt = x/etxdt - 4x/tdt = ! —21%x + @(x)

(fiind datd derivata lui F in raport cu ¢, putem determina pe F prin integrare, dar
nu total, ci doar pind la o functie de variabila rdmasd). Determindm pe ¢ inlocuind




in cea de-a doua ecuatie. Avem ca

%(et" —2t%x 4 @(x)) = te* — 21> = te'* 21>+ ¢/ (x) = te* — 21> = ¢'(x) =0,

adicd ¢ este constantd. Solutia ecuatiei se reprezinta implicit sub forma

et* —212x = C.

Probleme propuse. Rezolvati urmdtoarele ecuatii cu diferentiale exacte.
1. (£ + x)dt + tdx = 0. Poate fi rezolvata si ca ecuatie liniard?
2. 2txdt + (2 — x?)dx = 0.
3. (£ + x% +2t)dt + 2txdx = 0.
4. (6tx +4x> + 4t)dt + (3t + 8tx)dx = 0.



Matematici Aplicate, Curs 5

(cu probleme de rezolvat la curs)

Ecuatii diferentiale (continuare)

1 Ecuatii diferentiale de ordinul 1 integrabile prin metode elementare
1.1 Ecuatii omogene (EO)
Sunt ecuatii de forma

=s(3) o

f: I = R, f continud pe I, f(u) # u pentru orice u € I. Altfel spus, intr-o ecuatie
omogend, eventual dupad efectuarea unor calcule algebrice, membrul drept contine x si

A ¥ . .. X
t doar “impreund”, sub forma unei functii de raportul n

Rezolvarea (EO)

X “ < 1k y . X L.
Se va alege —, care “se repetd”, ca variabild noud. Cu notatia = W urmeazicdx = tu.

Cum u, ca si ¢, este o functie de variabila ¢, urmeaza ca
= (tu) =tu+tu =u+tu.

< < ‘A VN s e 1e A o . X
Aceastd formula de calcul va fi inlocuitd in ecuatia initiald, impreund cu relatia 7=

Dupad inlocuire, se va obtine o ecuatie cu variabile separabile.

Exemplul 1.1. Rezolvati ecuatia x’ = et + %, t>0.

. «. X . A . A s 1
Solutie. Notam T = Atunci ¥’ = u + tu’, iar inlocuind in ecuatia initiala
obtinem

/ u / u w1
u+tu =e' +u — tu =e :>—u:?.
e

Prin integrare se obtine ca

—Uu
/d_uzfldt — e—:ln|t|+C — ¢t =—Int+C.
et t -1

Exemplul 1.2. Rezolvati ecuatia (x? + tx + #2)dt — t?dx = 0, t > 0, cu condiitia
x(1) =1.

Solutie. Ecuatia poate fi adusa la forma canonicd a unei ecuatii omogene, intrucat
coeficientii lui dt si dx, x> + tx + t? si t* contin doar monoame de gradul al doilea
in (t,x). Impartind cu 2, umeaza c&

(<§>2+§+1)dt—dx:o — Z—’;: <§>2+§+1 — i = (§)2+§+1.




g X . A A . . .
Notam 7 =% Atunci ¥’ = u + tu’, iar inlocuind in ecuatia de mai sus, obtinem

u+t =t +u+1 = tu' =u?+1.

aceasta fiind o ecuatie cu variabile separabile. Urmeaza ca

/

u 1 du 1
=- = /u2+1_/?dt = arctgu = In|t| 4+ C.

In concluzie, arctg % = Int 4 C. Pentru t = 1, folosind conditia x(1) = 1, urmeaza

ca
1
arcth:1n1+C — C:g,

x T
ceea ce conduce la arctg i Int + 1 (sila faptul ca solutia nu este definita decat

. : s T
pentru acele valori ale lui ¢ pentru care -5 < Int+ — <

1 X in spetd pentru

t e (e’¥,e%)).

Probleme propuse. Rezolvati urmdtoarele ecuatii omogene

21,2
1. ¥ = i,t > 0.
tx
2 1
2. x' = %—I— <%) ,t >0, cu conditia x(1) = —5
3 o — X+t
X =
2t
4. x' = ﬁ, cu conditia x(1) = 1.

5. 2txx’ = t> + 3x?, cu conditia x(1) = 3

2 Ecuatii diferentiale de ordinul 7 cu coeficienti constanti

Definitia 2.1. Numim ecuatie diferentiald de ordinul 7 cu coeficienti constanti o ecuatie
de forma
anx " (1) 4 2, x V@) 4+ ax (B) + agx(t) = (1), 2.1)

undeay, ay,...a, € R, x: I — R, iar f : I — R este o functie continud pe intervalul 1. Dacd
f =0, ecuatia se numeste omogena, in timp ce daci f # 0, ecuatia se numeste neomogena.

Exemplul 2.1. Ecuatia x”" — 4x” 4+ 3x = 0 este o ecuatie cu coeficienti constanti de
ordinul al doilea omogend, in vreme ce x”/ — 6x”" 4+ 11x' — 6x = ¢! este o ecuatie cu
coeficienti constanti de ordinul al treilea neomogena

2.1 Ecuatii diferentiale de ordinul 7 cu coeficienti constanti omogene



Teorema 2.1. Multimea solutiilor unei ecuatii diferentiale de ordinul n cu coeficienti
constanti omogene este un spatiu liniar de dimensiune n.

Conform teoremei de mai sus, dacd B = {x1,xp,...,x,} este o bazd in acest spatiu,
atunci o solutie oarecare a ecuatiei este

Xx=Cix1+Cxo+...+Cux,, C,Co,...,Ch R

Devine deci important sa gasim o baza in spatiul de solutii al unei ecuatii omogene.
Fie ecuatia
anx (1) + 2, x" V(@) + L+ agx () + agx(t) = 0. (EO)

Cautam o solutie de forma x(t) = e*. Atunci
X' (1) = AeM, (1) = A2eM, L x () = AneM,

de unde
(apA™ + a, A"+ A 4 ag)eM =0,

ceea ce conduce la
A" +a, AT 4 A 4ay =0, (EC)

ecuatie numita ecuatia caracteristica atasata (EO). De notat ca ecuatia caracteristica
(care este o ecuatie algebrica, necunoscuta A fiind numadr, nu functie) se obtine din
ecuatia diferentiald omogend cdreia i se ataseaza inlocuind x cu A, iar ordinul de derivare
cu puterea corespunzatoare.

Exemplul 2.2. Ecuatia caracteristicd atasatd ecuatiei diferentiale omogene x” —
4x" 4+ 3x = 0este A2 — 4\ + 3 = 0, in vreme ce e cuatia caracteristici atasatd ecuatiei
diferentiale omogene x" — 6x” + 11x’ — 6x = 0 este A> — 6A2 + 111 — 6 = 0. De
observat cd x se inlocuieste cu 1 (adicd cu A°), nu cu A, deoarece este derivat de 0
ori.

Au loc urmatoarele situatii.
1. Daca (EC) are radacinile reale si diferite Ay, Ay, ..., Ay, atunci

B = {eM!, oMt Mt

iar
x(t) = c1eM + et L cpett

Exemplul 2.3. Fie ecuatia diferentiald omogend x” — 4x’ + 3x = 0. Ecuatia carac-
teristicd atasatd este A2 —4A + 3 = 0, cu rid4cinile reale simple Ay = 1, A = 3.
Atunci

B — { et’ e3t}’

iar

x(t) = Cret + Cpe®.



2. Dacd (EC) are rdddcinile reale Ay, Ay, ..., Ap, cu multiplicitatile my, my, ..., mp,
atunci portiunea din baza corespunzatoare radacinii Ay, 1 < k < p, este

{e/\kt/ te/\ktl e, tmkfle)\kt}

(corespund exact atatea elemente cét este ordinul de multiplicitate al raddcinii, obtinute
din e, ceea ce corespunde in baza daci radacina este simpld, prin inmultire cu puteri
alelui t. ).

Exemplul 2.4. Fie ecuatia diferentiald omogend x"’ — 7x"” +16x’ — 12x = 0. Ecuatia
caracteristici atasati este A3 — 7A% + 16A — 12 = 0, cu rddicina reald dublad Ay = 2
si rdddcina reald simpld A, = 3. Atunci

B — {eZt, tBZt, e3t},

iar

x(t) = Cre* + Cyte* + Cze®.

3. Dacd (EC) admite raddcina complexa « + if, cu ordinul de multiplicitate m, atunci
admite si raddcina complexa conjugata a« — i, cu acelasi ordin de multiplicitate, fiind
ecuatie cu coeficienti reali. Tmpreuné, cele doua radacini ar contribui la baza, ca mai
sus, cu

@B — o (cos Bt 4 isin Bt), el = ¢ (cos Bt — isin Bt)

si cu produsul dintre aceste functii si puterile lui t pdnd m — 1 inclusiv. Totusi, pentru
a evita utilizarea numerelor complexe, vor fi folosite in locul acestora

e cos Bt, " sin Bt

(partea reald, respectiv partea imaginara, a lui e(*+?#)) si produsele dintre aceste functii
si puterile lui t pand la m — 1 inclusiv. De notat cd dacd ecuatia (EO) admite solutia
complexa x = u + iv atunci functiile reale u si v sunt si ele solutii ale (EO).

Exemplul 2.5. Fie ecuatia diferentiald omogena x"”

asociati este A3 + 8 = 0. Deoarece

+ 8x = 0. Ecuatia caracteristica

A 48=2A24+2%=(A+2)(A2+2A +22),

ecuatia caracteristicd asociatd are raddcina reald simpld Ay = —2 si radécinile com-
plexe conjugate simple A, = —1 +i1/3, A3 = —1 — i1/3. Atunci baza in spatiul de
solutii este

B={e % e cos 3t e " sin/3t}.

iar solutia este
x(t) = Cre™ + Cre ! cos V3t + Cze~F sin /3t
Exemplul 2.6. Rezolvati ecuatia diferentiald omogend x” (t) — 7x’(t) + 10x(t) = 0

x(0) =2

ditiile initial .
cu condifiile mitiale {x’(O) _q




Solutie. Ecuatia caracteristica asociatd este
A2 —70A+10=0,
cu rdddcinile reale simple Ay = 2, A, = 5. Atunci baza este
B = {821" €5t},
iar solutia este
x(t) = Cre*t 4 Cpe™.

Cum x(0) = 2, urmeazi cd 2 = C; + C,. Deoarece conditiile initiale folosesc x/,
calculam si x'(t) = 2Cye% 4 5Cpe%. Cum x'(0) = 2, urmeazi ca 1 = 2C; + 5C,.
CG+C =2

Rezolvand sistemul obtinem ca C; = 3,C, = —1, de unde
2C1+5C, =1

x(t) = 3e? — ¢

Probleme propuse. 1. Rezolvati urmatoarele ecuatii ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti omogene

(@) x”" —5x" +6x = 0.
(b) ¥ —x' —12x = 0.
(c) x" —6x'+9x =0.
(d) x”" —10x" +25x = 0.
(e) x"" +6x"+13x = 0.
(f) " —4x" +8x = 0.
(g) ¥ —6x" +11x" —6x = 0.
(h) x® —5x" +4x = 0.
({) x" —3x" +3x —x=0.
() " +6x"+12x" +8x = 0.
k) x® —6x"” +10x" — 6x’ +9x = 0.
1) x®) —4x* +3x" = 0.
(m) x©®) 4+ 6x* +9x" = 0.

2. Rezolvati urmatoarele probleme Cauchy

(a) x"(t) —5x'(t) + 6x(t) = 0, cu conditiile initiale {
(b) x”(t) +5x'(t) + 4x(t) = 0, cu conditiile initiale { ,
(c) x"(t) 4+ 3x'(t) +2x(t) = 0, cu conditiile initiale {
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(d) x"'(t) — x"(t) = 0, cu conditiile initiale {

x(0)
x'(0)

x//(O)

N = Ul



Matematici Aplicate, Curs 6-7-8

(cu probleme de rezolvat la curs)

Ecuatii diferentiale (continuare)

1 Ecuatii diferentiale de ordinul 7 cu coeficienti constanti
1.1 Ecuatii diferentiale de ordinul 7 cu coeficienti constanti omogene

1.1.1 Wronskianul unui sistem de solutii

Este cunoscut ca un spatiu liniar admite o infinitate de baze. In particular, bazele con-
struite in spatiul de solutii al unei ecuatii omogene prin procedeul mentionat in cursul
precedent nu sunt unice (in fapt, in situatia in care ecuatia caracteristicd are raddcini
complexe, am utilizat deja o forma modificatd a bazei “canonice”). Dat fiind un sistem
de solutii

S=A{x1,x2,..., x4}

al ecuatiei
apx " (1) + a1 x"V () 4. agx! (B) +apx(t) =0, (EO)

dorim sa putem verifica dacd acest sistem este baza in spatiul de solutii.

Definitia 1.1. Numim wronskian al sistemului de solutii S = {x1,xo, ..., x, } determinan-

tul
X1 X2 e Xn
!/ !/ !/
x x .
1 2 n
W(x1,x2,...,%,) = : : :
-1 -1 -1
x%n ) xén I )

Teorema 1.1. S este 0 bazi in spatiul de solutii al ecuatiei (EO) < W(x1,x2,...,%x,) # 0
pe intervalul de existentd al solutiilor.

Exemplul 1.1. Demonstrati ca

S = {x1(t) = & 4+ ¥, x5 (t) = & — e}
reprezintd o baza in spatiul solutiilor ecuatiei x”” — 5x’ 4+ 6x = 0.
Solutie. Mai intai, sa observam ca

xlll o 5xl1 + 6x1 — (e3t + eZi’)// o 5(€3t + €2t)/ + 6(e3t +62t)
= 9¢% +4e* —5(3¢% +2¢*) + 6(e* + )
=0,

deci x; este o solutie a ecuatiei. Similar observam ca si x; este o solutie a ecuatiei.




S& notam ca

3t 2t 3t 2t
X1 X2 e’ +e e’ —e
W(x1,x2) = xi x/Z = W(x,x2) = (e3t + eZt)/ (eat _ ezt)/

e3t + eZt e3t _ e2t

3e3t + ZeZt 3e3t o 2€2t = 2€5t 7£ 0.

— W(xl, X2) =

Continand 2 elemente, numadr egal cu ordinul ecuatiei, S este deci baza in spatiul
solutiilor ecuatiei x” — 5x" + 6x = 0.

Probleme propuse. 1. (a) Demonstrati cd
S ={x1(t) =2sint +3cost, xp(t) = 3sint +4cost}
reprezintd o baza in spatiul solutiilor ecuatiei x” + x = 0.
(b) Demonstrati ca
S = {x1(t) = ¢ +sint, xy(t) = e' + cost, x3(t) = sint + cos t}

reprezintd o bazd in spatiul solutiilor ecuatiei x” — x” + x" — x = 0.

1.2 Ecuatii diferentiale de ordinul 7 cu coeficienti constanti neomo-
gene

Multimea solutiilor unei ecuatii diferentiale de ordinul n cu coeficienti constanti neo-
mogene nu mai este un spatiu liniar de dimensiune 7. Solutia generald a unei ecuatii
diferentiale de ordinul n cu coeficienti constanti neomogene se determina cu ajutorul
formulei

XN(t) = xo(t) + XP(t),

unde
* xy este solutia generald a ecuatiei neomogene.
* xp este solutia generald a ecuatiei omogene.
* xp este o solutie particulard a ecuatiei neomogene.

O metoda de determinare a lui x( este, in acest moment, cunoscuta deja. Solutia par-
ticulard xp poate fi determinata intr-unul din urmatoarele moduri.

1. Prin cautarea intr-o formd prestabilitd, asemdndtoare cu a membrului drept (daca
membrul drept se iIncadreazd intr-un anumit tipar).

2. Prin cdutarea intr-o formd asemdnatoare cu cea a solutiei ecuatiei omogene, cu
ajutorul metodei variatiei constantelor.



1.2.1 Cautarea lui xp intr-o forma prestabilita

1.

Daci f(t) = Ce™, atunci
xp(t) = De*'t,
unde ] este ordinul de multiplicitate al lui « ca raddcind a ecuatiei caracteristice.

Daci f(t) = P(t), P fiind un polinom, atunci
xp(t) = Q1)

unde [ este ordinul de multiplicitate al lui 0 ca rdddcind a ecuatiei caracteristice,
iar Q este tot un polinom, cu grad Q = grad P.

Daca f(t) = P(t)e, P fiind un polinom, atunci

xp(t) = Q(t)e™t,

unde / este ordinul de multiplicitate al lui « ca raddcind a ecuatiei caracteristice,
iar Q este tot un polinom, cu grad Q = grad P.

. Dac4, in general, f(t) = e™(Py(t) cos(Bt) + P>(t) sin(Bt)), atunci

xp(t) = e™(Qq(t) cos Bt + Qa(t) sin(Bt))¢t!,

unde / este ordinul de multiplicitate al lui « + i ca rdddacind a ecuatiei caracter-
istice, iar grad Q1 = grad Q; = max(grad Py, grad P,).

Exemplul 1.2. Rezolvati ecuatia diferentiald liniard neomogend cu coeficienti constanti

X" (t) 4 4x' (t) + 4x(t) = 16e*.

Solutie. Rezolvdm mai intdi ecuatia omogena

x"(t) + 4x'(t) + 4x(t) = 0.

Ecuatia caracteristicd atasata este

A2 +4)+4=0,

cu rdddcina dubla A; = Ap = —2. Solutia ecuatiei omogene este atunci

xo(t) = C1€_2t + Czte_zt.

Intrucat membrul drept este 0 exponentiald, ciutam solutia particulard a ecuatiei
neomogene xp(t) de forma

xp(t) = De*t!,

unde [ este ordinul de multiplicitate al lui 2 ca raddcina a ecuatiei caracteristice.
Cum 2 nu este rdddcind a ecuatiei caracteristice, urmeaza cd | = 0, iar xp(t) = De*.

Pentru a determina D, inlocuim xp(t) in ecuatia initiald, obtinand ca

(De*)"(t) + 4(De*!) + 4De*" = 16¢*' —> 4De*" + 4 -2De* + 4De*' = 16¢*



— 16De* =16¢* — D=1 = xp(t) = &*.

Atunci
x(t) = xn(t) = xo(t) + xp(t) = Cre 2 + Cote 2 + &>,

Exemplul 1.3. Rezolvati ecuatia diferentiald liniard neomogend cu coeficienti constanti
X" () = 7x" (t) + 14x'(t) — 8x(t) = 81> + 4t — 34.
Solutie. Rezolvdm mai intdi ecuatia omogena
x"(t) — 7x"(t) + 14x'(t) — 8x(t) = 0.
Ecuatia caracteristica atasatd este
A% —7A% + 1410 — 8 = 0.

Cdutam solutiile Intregi ale acestei ecuatii printre divizorii (Intregi) ai termenului
liber, —8. Observam cd D_g = {+1, +-2, +4, +8}, iar inlocuind A cu 1 in ecuatia de
mai sus, avem ci 13 —7-12+14-1—8 = 0, deci A; = 1 este ridicini. Pentru a
determina celelalte doua radacini, folosim schema lui Horner.

A3 A2 Al 1
1 7 14 -8
@ | 7+1- 1=60 | 14+(-6)- 1=@®) | -8+8- 1=0

Celelalte doud radacini sunt solutii ale ecuatiei A2 — 6A +8 = 0, de unde A, = 2,
A3 = 4. Solutia ecuatiei omogene este atunci

xo(t) = Clet + C2€2t + C3€4t.

Intrucat membrul drept este o functie polinomiald de gradul al doilea, ciutam
solutia particulard a ecuatiei neomogene xp(t) de forma

unde [ este ordinul de multiplicitate al lui 0 ca rdddcind a ecuatiei caracteristice,

iar Q este un polinom de gradul al doilea, Q(t) = At?> + Bt + C. Cum 2 nu este

radicind a ecuatiei caracteristice, urmeaza ci [ = 0, iar xp(t) = At> + Bt + C.
Pentru a determina A, B, C, inlocuim xp () in ecuatia initiald, obtindnd ca

(At? + Bt + C)" — 7(At* + Bt + C)" + 14(At*> + Bt + C)' — 8(At> + Bt + C) = 8t> + 4t — 34
— 0—7-2A+14(2At + B) —8(At> + Bt + C) = 8> + 4t — 34
—> —8At* + (28A — 8B)t + (—14A + 14B — 8C) = 8> + 4t — 34.



Prin identificarea coeficientilor obtinem

—8A =8
28A—-8B=4 ,
—14A +14B - 8C = —34

sistem cu solutia A = —1, B= —4,C = —1. Urmeaza ca
xp(t) = —t* — 4t — 1.

Atunci

x(t) = xn(t) = xo(t) + xp(t) = Crel + Coe? + Cze*t — 12 — 4t — 1.

Probleme propuse. 1. Rezolvati urmatoarele ecuatii ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti neomogene

(@) x” — 4x' + 3x = 4e*.
(b) x" — 6x’ 4 8x = 3e%.

() ¥/ —3x" —4x =t+1.
(d) x” —6x" =20t —12.

(e) x" +6x" +10x =2t — 1.
(f) x" —4x" +13x = te*.

Observatie. De notat ca daca membrul drept nu este de una dintre formele de mai
sus, dar poate fi scris ca o sumd de functii de acest tip, atunci se pot cduta solutii
particulare corespunzand fiecarui termen din suma, solutia particularad cautata fiind
suma solutiilor particulare “partiale” (principiul superpozitiei).

Exemplul 1.4. Rezolvati ecuatia diferentiald liniard neomogend cu coeficienti constanti
x" +2x" +5x = 8¢' + 5t + 12.
Solutie. Rezolvdm mai intdi ecuatia omogena
x" +2x +5x =0.
Ecuatia caracteristica atasatd este
A2 +214+5=0,
cu solutiile Ay =1 — 2i, Ay = 1 4 2i. Solutia ecuatiei omogene este atunci
xo(t) = Cye' cos 2t + Cpe’ sin 2t.
Cdutdm mai Intai o solutie particulara a ecuatiei

x" +2x" + 5x = 8¢,




de forma
Xp = Dettl,
unde / este ordinul de multiplicitate al lui 1 ca raddcind a ecuatiei caracteristice.

Atunci [ = 0, iar inlocuind in ecuatie obtinem D = 1, deci xp(t) = e'.
Cdutdm acum o solutie particulard a ecuatiei

x" 4+ 2x" +5x =5t + 12,

de forma
xp = Q(1)t,

unde [ este ordinul de multiplicitate al lui 0 ca raddcind a ecuatiei caracteristice,
iar Q este un polinom de gradul 1, Q(t) = At + B. Atunci ! = 0, iar inlocuind in
ecuatie obtinem A =1, B =2,deci xp =t + 2.
Solutia particulard cdutatd este atunci suma celor doud solutii particulare “partiale”,
adica
xp=e +t+2.

Urmeaza ca

x(t) = Cre' cos 2t + Cpe' sin2t + e +t + 2.

Probleme propuse. 1. Rezolvati urmdtoarele ecuatii ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti neomogene

(@) x” —3x" +2x = 2% + t.
() " —6x" +11x" — 6x = 12e* +t + 2.

1.2.2 Cautarea lui xp prin metoda variatiei constantelor

Presupunem cd este deja gdsita o baza
B={x1,x0,..., %}

in spatiul de solutii al (EO). Atunci xp se poate cduta sub forma

xp = y1(t)x1 +r2(t)x2 + ...+ yu(t)xn

(de o forma asemanatoare cu a solutiei (EO), dar cu constantele Cy, C,, . .. C,, inlocuite
cu functiile y1(t), y2(t) ... vn(t)), unde y1(t), y2(t) ... yn(t) verificd sistemul

(Dx1(8) + 72()x2(t) + ..+ 7 () xa(t) =0
M Ox ) +12(Hx(E) + ..+ 7 ()2, (1) =0

O E) + (S0 + V() = £ ()

(primii n — 1 membri drepti sunt 0, iar ultimul membru drept este termenul liber din
ecuatia initiala).



Exemplul 1.5. Rezolvati ecuatia
X" () — 5x' () + 4x(t) = 2%

cu conditiile initiale { Ji(o) B 2.
x'(0) =3
Solutie. Ecuatia datd este o ecuatie neomogena. Rezolvam mai intai ecuatia omogena
x"(t) = 5x'(t) + 4x(t) = 0.
Ecuatia caracteristica atasata este
A*—51+4=0,
cu rdddcinile reale distincte A; = 1, A, = 4. Solutia ecuatiei omogene este atunci
xo(t) = Cret + Cae.
Cdutam xp(t) sub forma
xp(t) = m(t)e + ya(t)e

(inlocuim C; si C, din expresia lui xp cu 1 si 72), unde y1(t), 72(t) verifica sis-

temul
1 (De’ +75(t)et =0
1)) + (1) () =227

| i) + 5 (e =0
Atunci , ; , At 3
y1(t)e" +4y,(t)e™ = 2e

Prin eliminare, obtinem cd 37} (t)e’ = —2¢, de unde 7/ (t) = —éeZt, ceea ce
conduce la v (t) = —%eZt. Similar, 37, (t)e* = 2¢3, de unde v} (t) = %e‘t, ceea ce
conduce la 7, (t) = —%e‘t. De aici,

xp () = 71 (£)et + 7a(t)e = —%BZt ot %et oM Bt
Atunci

x(t) = xn(t) = xo(t) + xp(t) = Ciel + Coe*t — 3.

Intrucat exista conditii initiale, putem determina C; si Cp. Pentru t = 0 obtinem ca
x(0) = C1 + C; — 1. Observdm de asemenea ca

x'(t) = Cre' 4 4Coe*t — 36,



de unde pentru t = 0 obtinem cd x'(0) = C; + 4C, — 3. Din conditiile initiale
obtinem sistemul

4

Ci+C—-1=2
Ci+4C,—-3=3

cu solutiile C; = 2, C; = 1. Atunci solutia ecuatiei date este

x(t) = 2e' + et — 3.

Probleme propuse. 1. Rezolvati urmdtoarele ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti
neomogene

1
(@ x"+x=—,t€(0,m).
sint

(b) x"" 4+ x = 6sin’t.
t

2
(c) x"" —2x' +x = Ct>o0.

t_zl



Matematici Aplicate, Curs 9

(cu probleme de rezolvat la curs)

Sisteme de ecuatii diferentiale

1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti
constanti

Definitia 1.1. Numim sistem de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti
constanti un sistem de forma

x| = ap1x1 +apxo + ...+ apx, + fi(t)

x:’l = anlxl + an2X? + e ‘I‘ AunXn +fn(t)

unde x1, Xy, ..., %, : I = R sunt functiile necunoscute, a11, a1, . .., ann € R sunt coeficienti,
iar f1, fa, ..., fu 1 I — R sunt functii continue pe intervalul I.
Cu notatiile

X1 ann A ... A fi
X2 ay1 Ay ... dzy f2

X = . 7 A = . 7 F = . 7
Xn Ayl An2 ... Aun fn

sistemul se poate scrie matriceal sub forma
X'= AX+F.

Daci F = 0, sistemul se numeste omogen, in timp ce daci F # 0 sistemul se numeste
neomogen.

Observatie. De remarcat faptul cd numadrul de ecuatii trebuie sa fie egal cu numarul
de (functii) necunoscute, iar membrii drepti trebuie sa fie functii de gradul 1 (liniare)
in fiecare dintre necunoscute.

/

X1 =3x1+x
Exemplul 1.1. Sistemul { ! b

, este un sistem de ecuatii diferentiale liniare

Xy = x1 — 5xp

x] = —4x1 + 5%
x’2 =3x1 4+ 5x2 + e!
este un sistem de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti constanti
neomogen.

de ordinul 1 cu coeficienti constanti omogen, in timp ce sistemul

) x/1 = 2x1 + 3x2 . ) )
Sistemul , , nu este un sistem de forma de mai sus, din cauza
x2 — 4x1 + 5x2




X1 =—Xx1+x2

xh =3x1 — xp

prezentei lui x3. Nici sistemul nu este un sistem de forma de mai

sus, din cauza prezentei lui x5

Vom incepe cu rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu
coeficienti constanti omogene.

1.1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti
constanti omogene

Studiem in cele ce urmeaza sistemul

/
X1 = a11x1 +apxy + ... +aiuXxy

Xy = Ap1X1 + axXy + ... + dopXy
, (SDO)

/
X, = Ay1X1 + appXo + ...+ AppXy

unde a1, 412, . .., ann € R, iar xq,xp,...,x, : I — R sunt functiile necunoscute.

1.1.1 Metode de rezolvare a (SDO)
Metoda eliminarii

Prin intermediul acestei metode, rezolvam (SDO) reducandu-1 mai intéi la o ecuatie
diferentiald de ordinul 7 (acelasi cu numadrul de ecuatii din sistem) Intr-una singura
dintre necunoscute (x1, in cele de mai jos). Celelalte necunoscute vor fi apoi exprimate
in functie de aceasta si de derivatele ei. Folosim procedeele de derivare si inlocuire.

Pasul 1: Calculul derivatelor
In acest scop, derivdm prima ecuatie si inlocuim apoi x7, x3, ..., x;, (nu si ¥}, derivata
necunoscutei cu care lucram). Obtinem

124 / / /
X] = apxy +apxy +...+ayx,
/
= a11x7 +a1p(anx1 + axxo + ...+ a2 Xn) + ...+ a1, (ap1x1 + A2X2 + ..+ AunXn),
adica
12 /
X1 = PZ(xll X1,X2,. .. /xn)/

aceastd egalitate descriind faptul ca x] este exprimat in functie de x, x1, xo, ..., x,. Din
nou, aceastd ecuatie se deriveaza si se inlocuiesc x7, x5, ... x},. Se obtine

1 ! !/
xy = F3(x7,x7, X1, X2, ..., Xn).

Se continud procedeul pana cand se ajunge la derivata de ordinul 7 a lui x; si obtine

n n—1 n—2 /
xg):Fn(xg ),xg ),...,xl,xl,xz,...,xn).

Pasul 2: Formarea sistemului cu derivate
Rezultatele obtinute (expresiile tuturor derivatelor lui x; de pana la ordinul #, egal cu

2



numadrul de necunoscute si cu numadrul de ecuatii din sistemul initial) se privesc ca un
sistem, sub forma

!/
X] = a11x1 +apxy+ ...+ auXs

1 !/
x1 = Fa(x1,x1,%2, ..., Xn)

" 1! /
x1 = F3(x7,x7, X1, %2, .., Xn)

(n) (n=1)  (n—=2) /
x; ) =Fu(xy ,xy XXX, X)),
Pasul 3: Obtinerea ecuatiei rezolvante
Din primele n — 1 ecuatii se determind x, x3, ..., x, ca functii de x; si derivatele sale.
Acestea se inlocuiesc in ultima ecuatie, obtinandu-se o ecuatie diferentiala cu coeficienti
constanti in necunoscuta xj.

Pasul 4: Rezolvarea ecuatiei si determinarea uneia din functiiile necunoscute
Aceastd ecuatie se rezolva prin metoda cunoscutd, gasindu-se astfel x;.

Pasul 5: Determinarea celorlalte functii necunoscute
Celelalte functii necunoscute xy, x3, . . ., X, se determind utilizdnd expresiile acestora ca
functii de x1 si derivatele sale determinate mai sus.

Observatie. Aceastd metoda se mai numeste si metoda ecuatiei rezolvante, intrucat,
in primad instantd, rezolvarea sistemului se reduce la rezolvarea unei ecuatii de ordin
superior.

I —
X =x=3y cu conditiile initiale x(0) =2

Exemplul 1.2. Rezolvatisistemul ¢
y =3x -5y y(0) =1

Solutie. Intentionam sa obtinem o ecuatie de ordinul al doilea in necunoscuta x.
Derivand prima ecuatie si inlocuindu-1 pe i/, obtinem

X' = (x—3y)’ M — _3]// =y —3(39(—5]/)
= x"" =x' —9x+ 15y.

Nu mai este necesar calculul vreunei alte derivate a lui x, intrucat sistemul initial
are dimensiunea 2. Obtinem deci sistemul

/

x'=x—3y
x" = x' —9x + 15y,

Pentru fi obtinutd o ecuatie in x, este necesar sd fie eliminat y. Din prima ecuatie,
. v ! . . A . A .
se obtine cd y = =5, deci, prin inlocuire in cea de-a doua ecuatie,

_ A
x" :x’—9x+15xT+x — X' =x —9x+5(—x +x) = 1 = —4x —4x,
si atunci

x" +4x" +4x =0,




ecuatie cu solutia
X = Cle_Zt + Cyte 2.

Ramane deci sd-1 determindm si pe y. Folosind relatia

X' 4x
y_ 3 4

urmeaza ca
o —(C1€_2t + Czte_Zt)/ + Cle_Zt + Czte_Zt
y= 3
1

=3 [—(Cle_Zt(—Z) + Coe 2 4 Cote 2 (=2)) + Cre 2 + Czte_Zt]

1
= Ce % — nge_Zt + Cyte 2.

Folosim acum conditiile initiale. Atunci
x=Cie 24 Cte™® = x(0)=C, = 2=0

si

1 1 1
y=Ce M = 2G4+ Gte = y(0) =C = 30 = 1=C - 3G

Deoarece C; = 2, urmeaza ca C, = 3, si atunci

x = 2e % 4 3t x = 2e % 4 3t
y=2e % — e 4 3te y=e 43t

Exemplul 1.3. Rezolvati sistemul

x] =3x1 — x2 + X3
x/2 = X1+ X2+ X3
x5y = 4x1 — X9 + 4x3
Solutie. Intentionam sa obtinem o ecuatie de ordinul al doilea in necunoscuta x;.
Derivand prima ecuatie si inlocuind x9, x5, obtinem
"N oAl / /
x] =3x] — x5 + X3
=3x] — (x1 + x2 + x3) + (4x1 — xp + 4x3)
= 3x] + 3x1 — 2x7 + 3x3.

Este necesar calculul inca unei derivate, deoarece ordinul sistemului initial este 3.
Derivam si aceasta ecuatie si obtinem

x{" = 3x] + 3x] — 2x} + 3%}



= 3x7 4+ 3x] — 2(x1 + x2 + x3) + 3(4x1 — xp + 4x3)
= 3x{ 4 3x} + 10x; — 5x7 + 10x3.

Rezolvdm acum sistemul

x] = 3x1 — X2 + X3
x{ = 3x] +3x1 — 2xp + 3x3 (1.1)
x{" = 3x{ + 3x] 4+ 10x1 — 5x7 + 10x3.

Determindm x,, x3 din primele doua ecuatii. Urmeaza ca

—xp +x3 = x] — 311
—2xp + 3x3 = x{ — 3x] —3x;

de unde

. 1.2
X3 = x,ll — 5X/1 —+ 3X1 ( )

{xz = x{ — 6x] + 637
Inlocuind aceste relatii in a treia ecuatie din (1.1), obtinem

x{’ = 3xf + 3x] + 10x; — 5(x{ — 6x] + 6x1) + 10(x{ — 5x] + 3x7)
= 8x} — 17x] + 10xy,

de unde
x{" —8x{ +17x] — 10x; = 0.

Ecuatia caracteristica este

A% —8A7+17A—10 =0,
cu rddécinile Ay =1, Ap = 2, A3 = 5. Atunci

x1 = Ciet + Cre?t + Cze.
Inlocuind in (1.2), obtinem

xp = xi — 6x] + 6x1
= (Clet + C2€2t + C3€5t)// — 6(C1€t + C2€2t + C365t)/ + 6(C1€t + C2€2t + C3€5t)
= Clet — 2C2€2t + (:3,(5‘51L

si, de asemenea,

x3 = x} —5x] +3x1
= (Cre! + Cpe® 4 C3°)" — 5(Cret 4+ Coe® + C3e™) 4 3(Cret + Cre? + Cze)
= —Cye' —3Coe* +3Cze™.



Observatie. Sub forma matriceald, putem scrie

X1 Clet + C2€2t + C3€5t 1 1 1
_ t 2t 5t — oot 2t 5t
X2 | = Cie"t —2Cye" 4+ Cae = Cqe 1 + Cpe —2 | 4+ Cze 1],
X3 —Clet — 3C2€2t + 3C3€5t -1 -3 3
forma asemanadtoare cu forma solutiei unei ecuatii diferentiale, diferenta fiind data de
1 1 1
prezenta vectorilor [ 1 |, | =2, |1
-1 -3 3

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti omogene folosind metoda eliminarii

1.
X'=x-y
y'=—4xty
2. /
= —2 —
' , Ty cu conditiile initiale x(0) =2
Yy = —4x+3y y(0) =4
3.

x'=—x+2y+2z
Yy =2x+2y+2z
7= -3x— 6y — 62

Metoda matriceald

Teorema 1.1. Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1
cu coeficienti constanti omogen este un spatiu liniar de dimensiune n.

Se scrie mai intai sistemul sub forma matriceald X’ = AX sgi se determina valorile
proprii Ay, Ay, ..., A, ale matricei A.

Cazul I Daca valorile proprii Aq, Ay, ..., A, sunt simple, atunci solutia sistemului se
poate scrie (matriceal) sub forma

X = C1eMVy + CreMtVy + ..+ CueMtyy,

unde Vi, V, ..., V,;, sunt vectori proprii (fixati) corespunzatori valorilor proprii A1, Ay, ..., Ay,
iar C1,Cy,...,Cy € R.

X' =2x+y

Y =x+2y

21
1 2

Exemplul 1.4. Rezolvati sistemul {

Solutie. Matricea sistemului este A = ( ) Determinam mai intai valorile




proprii ale acestei matrice. Ecuatia caracteristica det(A — Al) = O revine la

2—-A 1
‘ 1 2- /\' =0,
(pe diagonala principald a matricei se scade A; in afara diagonalei nu se scade
nimic; egaldm determinantul cu 0) adica A2 —4)A 4+ 3 = 0, cu rad4cinile Ay = 1,
Ay = 3. Observam cd aceste raddcini sunt reale si simple.

Determindm acum baze in spatiile proprii asociate valorilor proprii.

Incepem cu A; = 1, determinand subspatiul propriu corespunzator S(1). Ecuatia
matriceald de rezolvat este

2-1 1 v\ _ (0O

1 2-1)\vw) \O
(scadem, tot pe diagonala principald, valoarea proprie cu care lucram, Ay = 1;
deoarece dorim sa determindm vectori proprii, egaldm cu 0 “vector”). Urmeaza cd

11 (4] 0 v1+0v=0
= — )
11 (%) 0 v1+7v2=0
Se poate renunta la cea de-a doua ecuatie (de notat ca sistemul obtinut pentru
determinarea vectorilor proprii trebuie sé fie totdeauna compatibil nedeterminat,
deci numarul de ecuatii “utile” va fi totdeauna mai mic decat numarul de necunos-

cute).
Urmeaza ca ecuatia matriceald se reduce la

01+ =0 = vy =—04,

S(1) = {(—vzln) ;01 €R, }

Obazid in S(1) este deci B; = {V1 = (_1

ceea ce conduce la

1) }, obtinutd pentru v; = 1.

Continudm cu A, = 3, determinand subspatiul propriu corespunzitor S(3).
Ecuatia matriceala de rezolvat este

2-3 1 v\ _ (0
1 2-3)\v) \O
(scddem pe diagonala principald, valoarea proprie cu care lucrdm, A, = 3). Urmeaza
ca
(_1 1 ) (vl) - (o) _ [-o+m=0
1 —1 (%) 0 01 —0p = 0

Se poate renunta la cea de-a doua ecuatie, care este de fapt prima ecuatie inmultita
cu —1.



Urmeaza ca ecuatia matriceald se reduce la

—01+0=0 = vy =14,

S(3) = {(ZD ;01 € IR,}.

Obazad in S(3) este deci B, = {Vz = G) }, obtinutd pentru vy = 1.

Atunci

X X 1 1
() =cems e = () -ce (1))
x\ [ Cret + Cpe®t
— (y) - (—Clet + C2€3t ’
Observatie. De notat cd dacd A este valoare proprie complexd, un vector propriu al
sdu fiind V, atunci si A este valoare proprie, un vector propriu al sdu fiind V. Pentru

ceea ce conduce la

evitarea lucrului cu numere complexe, in loc de eV si MV putem folosi in formula
de reprezentare a solutiei Re (e'V) si Im (eMV).

Observatie. Pot fi demonstrate urmatoarele afirmatii.

1. Daca A este o matrice patratica de ordinul 2, atunci ecuatia sa caracteristicd este

(—1)2(A2 =TrA-A+detA) =0.

2. Dacd A este o matrice pdtraticd de ordinul 3, atunci ecuatia sa caracteristica este

(—1)°(A° —TrA-A%?+5(A)- A —detA) = 0.

In cele de mai sus, Tr A este suma elementelor de pe diagonala principald a matricei A,
iar s(A) este suma complementilor algebrici ai elementelor de pe diagonala principala
a matricei A.

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti omogene folosind metoda matriceala

1.

x'=x+2y

y' = 4x + 3y
2.

X' =x+y

y = —2x+4y
3.

x] = 3xp — 4x3

xh = —x3

xh = —2x1 + x2



Matematici Aplicate, Curs 10

(cu probleme de rezolvat la curs)

Sisteme de ecuatii diferentiale

1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti
constanti (continuare)
1.1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti
constanti omogene

Studiem in cele ce urmeaza sistemul
/
X7 = a11x1 +apxy + ...+ aiuXxy

x’z = dp1X1 + a»Xy + ...+ dyXy
, (SDO)

/
xn = anlxl + (anxz + [N + annxn

unde a1, a12, ..., a4y, € R, iar x1,x2,...,x, : I — R sunt functiile necunoscute. Se
scrie mai intai sistemul sub forma matriceald X’ = AX si se determini valorile proprii
A1, Ao, ..., Ay, ale matricei A.

Cazul II Daca valorile proprii Ay, Ay, ..., A; nu sunt neapdrat distincte, dar totusi ma-
tricea A este diagonalizabild, atunci de asemenea

X = C1eMVy + GV + .+ Cpe™ty,

unde Vi, V,, ..., V, sunt vectori proprii corespunzatori valorilor proprii Ay, Ay, ..., Ay
astfel incat B = {V1, V,, ..., V,,} este o baza care diagonalizeazd matricea A, iar C1, Cy, . .
R.

Exemplul 1.1. Rezolvati sistemul

x| = —2x1 + x9 — 2x3
xh = x1 — 2xp + 2x3
x5 = 3x1 — 3x2 + 5x3

-2 1 =2
Solutie. Matricea sistemului este A = 1 —2 2 |. Ecuatia caracteristica
3 -3 5
revine la
—2-A 1 -2
1 —2-A 2 |=0= —(A>=A2-51-3)=0
3 -3 5-A

— A3 - A2_51-3=0.

Cdutand raddcinile intregi ale ecuatiei printre divizorii termenului liber, observam
cd Aq = —1 este una dintre raddcini. Pentru a determina celelalte doua rdadacini,

,Ch €



folosim schema lui Horner.

A3 A2 A 1
1 -1 -5 3
@D | -1+1- (-1)=€2 | -5+(-2)- (-1)=€3 | -3+(-3)-(-1) =0

Celelalte doud ridacini sunt solutii ale ecuatiei A> —2A —3 = 0, de unde A, =
—1, A3 = 3. Observam atunci cd -1 este raddcind dubla (multiplicitatea algebrica
m(—1) este 2), in timp ce 3 este rdddcind simpla (multiplicitatea algebricd m(3) este
1).

Pentru a verifica dacd matricea A este diagonalizabild, determindm multiplicitatile
geometrice n(—1) si n(3).

Determinam mai intai S(—1). Ecuatia matriceald de rezolvat este

—2—(-1) 1 -2 0 0
1 —2—(-1) 2 | =1{0
3 -3 5—(-1) U3 0
-1 1 =2 1 0
— 1 -1 2 »m| =10
3 -3 6 U3 0
(—v1+0y—203=0
— 1 — 0+ 203 =0
(301 — 302+ 603 =0

Inmultind prima ecuatie cu -1 si impartind a treia ecuatie la 3, obtinem c

1 — 0y +2v3 =0
v — Uy +203=0
v1 — Uy +2v3 =0

Se poate renunta la ultimele doud ecuatii. Urmeaza cd ecuatia matriceald se reduce
la

U1 — 0y +203 =0 = v =0vp — 203,
(v1 necunoscutd principald, v, v3 necunoscute secundare), ceea ce conduce la
Uy — 27)3

S(—l) = (%] ;02,03 € R,
U3

si la n(—1) = 2 (multiplicitatea geometricd a lui —1, respectiv dimensiunea lui

S(-1)).



1 -2
Obazdin S(—1)este By =< Vi=[1], Vb= 0 , primul vector fiind
0 1
obtinut pentru v, = 1, v3 = 0, iar cel de-al doilea fiind obtinut pentru v, = 0,
03 = 1.
Determinadm acum S(3). Ecuatia matriceald de rezolvat este

—2-3 1 -2 (% 0
1 -2-3 2 mn| =10
3 -3 5-3 U3 0
-5 1 =2 U1 0
3 -3 2 U3 0
(501 + vy — 203 =0
— v1 — 50y + 203 =0
\ 301 — 30y + 203 =0

Nu este evident ce ecuatie trebuie eliminatd. Cum matricea sistemului rezultat este

-5 1 -2 -5 1 -2 5
B=|1 -5 2 |,cu|l -5 2|=0, |, _5‘:247“),
3 -3 2 3 -3 2

urmeaza cd rang B = 2, vor fi pastrate primele doud ecuatii, iar necunoscutele
principale sunt v; si v, v3 fiind necunoscuta secundara.
Atunci ecuatia matriceald se reduce la

—50v1 4+ vy — 203 =0 . —5v1 4+ vy = 2v3
v1 — 50y + 203 =0 U1 — bvy = =203

(deoarece v3 este necunoscuta secundarad), ceea ce conduce la

1
V1 = —=0
1 303
1
Uy = =0
2= 303
De aici
_%03
S(3) = log |03 €R,
U3

silan(3) =1 (multiplicitatea geometrica a lui 3, respectiv dimensiunea lui S(3)).
1

Obazdin S(3) este By = ¢ V3 = , vectorul fiind obtinut pentru vz = 1.

1
3
1



Deoarece m(—1) = n(—1)(= 2),iar m(3) = n(3)(= 1), urmeazd cd matricea A
este diagonalizabila. Atunci

X1
Xy | = Cle)‘ltvl + Cze/\thQ + C3€A3tV3
X3
X1 1 -2 —1
_ —t —t 3t 1
— | x| =Ce 1] +Coe 0 | +Cse 3
X3 0 1 1
X1 C1€_t — 2C2€_t — %C3€3t
= | x| = Cle_t + %C3€3t
X3 Czeit + C3€3t

Observatie. Ordonarea rdddcinilor si bazele alese in fiecare subspatiu nu sunt esentiale.
De exemplu, pentru evitarea lucrului cu fractii, o altd bazd in S(3) putea fi B, =
-1
Vi=11 , V4 fiind un multiplu al lui V3.

3

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti omogene

1.
X' =2x+y+z
Y =x+2y+z
Z=x+y+2z
2.
X'=—x+y+z
y=x—y+z
Z=x+y-z
3.

x' =5x + 8y + 16z
Y =4x+y+8z
Z = —4x — 4y — 11z

Cazul III Dacad matricea A nu este diagonalizabila, rezolvarea “programatica” ar uti-
liza notiuni privind forma Jordan a unei matrice, lucru care excede constrangerile
curente ale cursului. Mentionam una dintre abordarile posibile:

Portiunea din solutie corespunzatoare unei rddacini multiple A; cu ordin de multi-

plicitate m; se cauta sub forma



unde Py, P,, ..., P, sunt polinoame de grad m; — 1 cu coeficienti nedeterminati. Relatiile
intre acesti coeficienti se determind prin inlocuirea componentelor solutiei in sistemul
diferential initial si identificarea unor coeficienti in egalitatile rezultate.

Exemplul 1.2. Rezolvati sistemul

x'=x—4y
Yy =4dx -7y

. . . . 1 —4 . A A .
Solutie. Matricea sistemului este A = ( 4 _7>. Determinam mai intai valorile

proprii ale acestei matrice. Ecuatia caracteristica revine la

1-A —4
4 —7—A

‘:o, — (1-A)(=7-A)+16=0 => A2+ 6A+9=0,

cu rddécinile Ay = A, = —3. Observam cd —3 este rddacind dubld, adicd m(—3) =
2.

Determindm acum subspatiul propriu corespunzitor S(—3). Ecuatia matriceald
de rezolvat este

(37 o) @) =6) = G 5)6) =)

Urmeaza ca

401 —4v, =0
4’01—4’02:0.

Se poate renunta la cea de-a doua ecuatie, iar ecuatia matriceald se reduce la

401 —40p =0 — v1— 1, =0 = vy =71,

S(-3) = {(zi) ;01 €R, }

Cum dimensiunea lui S(—3) este atunci 1, urmeaza ci n(—3) = 1. Deoarece
m(—3) = 2, urmeazd cd m(—3) # n(—3), iar A nu este diagonalizabila.
Cautam atunci solutia sub forma

0)- ()

y Py (t) '

unde P, P, sunt polinoame de gradul m(—3) — 1, adicd de gradul 1, cu coeficienti
nedeterminati.

ceea ce conduce la

Observatie. De notat ca doar —3 este valoare proprie, la aceasta expresie nefiind
deci necesar sd se adauge termeni corespunzand altor valori proprii.




Atunci ( o
x\ _ (at+b\ _3 x\  ((at+Db)e”
(y) B <ct+d> ¢ = (y) N ((ct+d)e‘3t> '
Inlocuind x si y in sistemul initial, obtinem

/

((at + b)e‘3t> = (at+b)e 3 —4(ct +d)e %
/

((ct + d)e*%) — 4(at +b)e 3 —7(ct +d)e>

. ae™3 —3(at +b)e > = (at +b)e > —4(ct +d)e™>
ce 3t —3(ct +d)e 3 = 4(at +b)e 3 —7(ct+d)e 3

Dupd simplificarea lui e =% obtinem
a—3(at+b) = (at + b) — 4(ct +d)
c—3(ct+d) =4(at+b)—7(ct+4d)
de unde, grupand dupa puterile lui ¢, obtinem

(a —3b) —3at = (b —4d) + (a — 4c)t
(c—3d) —3ct = (4b—7d) + (4a — 7c)t

Prin identificarea coeficientilor in cei doi membri, obtinem

(a—3b)=(b—4d), —3a=(a—4c)
(c—3d) = (4b—7d), —3c= (4a—7c)

De aici, prin gruparea termenilor asemenea, obtinem

a—4b = —4d, —4a = —4c a=4b—4d, a=-c
— .
c+4d = 4b, 4c = 4a c=4b—4d, c=a

Putem padstra atunci doar doud egalitdti, anume
a=4b—4d, a=-c.
Determinam a4, b in functie de c,d (era posibil, desigur, si invers!). Cum a = c,

urmeaza ca c
4b=0+4d — 4db=c+4d — b=d-+-.

4
x\  [(at+b\ _3
y) \ct+d ¢

Deoarece



urmeaza ca

x\ _ (ct+d+ g o3t
y) \ ct+d ’
ceea ce incheie rezolvarea problemei.

Observatie. Deoarece lipsesc conditiile initiale, ¢ si d rdiman nedeterminate, fiind

normal ca solutia unui sistem de 2 ecuatii de tipul rezolvat sa depinda tot de 2
constante.

Probleme propuse. Rezolvati urmadtoarele sisteme de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti omogene

1.
x'=3x+y
y =-x+y
2.
x'=6x—y
y =x+4y
3.
x'=x+2y—3z
VYV =x+y+2z
Z=x—y+4z



Matematici Aplicate, Curs 11

(cu probleme de rezolvat la curs)

Sisteme de ecuatii diferentiale

1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti
constanti (continuare)

1.1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 cu coeficienti
constanti neomogene

Studiem in cele ce urmeaza sistemul

x| = ap1x1 +apxa + ...+ apx, + fi(t)

x:l = a,1X1 + apXo + ...+ ApnXy +fﬂ(t)

unde x1,x3,...,x; : I — IR sunt functiile necunoscute, a11, a13,...,a,; € R sunt
coeficienti, iar fi, f2,..., fu : I = R sunt functii continue pe intervalul I.
Cu notatiile

X1 ann A ... A f1
X2 Ay Ay ... f2

X == . Vi A - . 7 F == . 7
Xn apl Ap2 ... Oun fn

sistemul se poate scrie matriceal sub forma
X'= AX+F.

Pentru rezolvarea acestui sistem, ca si in cazul ecuatiilor, determinam mai intai solutia
generala a sistemului omogen, cdreia 1i addugam o solutie particulara a sistemului
neomogen.

Mai precis, dacd este cunoscutd o bazd B = {Xy, Xy, ..., X} in spatiul solutiilor
sistemului omogen, atunci o solutie particulard a sistemului neomogen se va cduta
folosind metoda variatiei constantelor, de forma

Xp=m1(H)X1(t) + 72() Xa(t) + ... + 1u(t) Xu(2),

unde 1,72, ..., vn Sse determind (pand la o constantd) din conditia ca Xp sa fie solutie
a sistemului initial.

Exemplul 1.1. Rezolvati sistemul

{xi = —x1 + 3x + 2¢'

xXh= —2x1 +4xy +et




Solutie. Rezolvdm mai intdi sistemul omogen asociat
x] = —x1 +3x;
xh = —2x1 +4xp

-2 4
acestei matrice. Ecuatia caracteristicd revine la

. . . -1 3 - o a . .
Matricea sistemului este A = < ) . Determindm mai intai valorile proprii ale

-1-A 3
-2 4-A

‘:0, — (-1-A)4—-A)+6=0 = A2—3\1+2=0,

cu raddcinile Ay =1, Ay = 2. Observam cd aceste rdddcini sunt reale si simple.
Determindm acum baze in spatiile proprii asociate valorilor proprii.
Incepem cu A1 = 1, determinand subspatiul propriu corespunzitor S(1). Ecuatia
matriceald de rezolvat este

@0 - IR0

—201 4+ 30, =0
—201+30, =0

Se poate renunta la cea de-a doua ecuatie, iar ecuatia matriceald se reduce la

2
—201+30, =0 = vy = 501/

5(1) = {(%U;J ;o1 € R, } :

O bazd in S(1) este deci By = {Vl = (%) }, obtinutd pentru v; = 1. Continudm
3

cu Ay = 2, determindnd subspatiul propriu corespunzator S(2). Ecuatia matriceald

de rezolvat este

(3 20~ (I0-0

Urmeaza ca

ceea ce conduce la

—301+30, =0 —0v14+0;=0
— )
—20v1 4+ 20, =0 —01+0=0



Se poate renunta la cea de-a doua ecuatie, iar ecuatia matriceald se reduce la

—01+0=0 = vy =14,

s { () mem).

Obazdin S(2) este deci B, = {VZ = G

ceea ce conduce la

) }, obtinutd pentru v; = 1. Atunci solutia

sistemului omogen este

e = xemce() - )
3

Clet + C2€2t )

= Xo = (%Clet-i—Cze”

Cdutam atunci solutia particulard Xp a sistemului neomogen sub forma

Xo =m0 (1) +200 (1) = xo- (g;ffﬁféﬁj;j{ffj;) .

Punand conditia ca Xp sd fie solutie a sistemului neomogen, obtinem
! 2
(104 35002) =~ (n 0 +1202) 15 (e + ) 2
2 ! ) :
(5’“(”‘” + 'rz(t)ey) = 2 (n(B)e +nt)er) +4 (571(t)ef 4 w(t)e”) +o
Obtinem atunci
Vi (E)e! + btiet + 75X + T3(H)262 = —rttETat)ed + 29HE + FatHe + 2!
2 2 8
SO0 + 2Tl + ()X + Tat22 = eI+ Sl + Tt + e,
deci
m(t)e' +1a(t)e* = 2!
2
S + (e =

De aici,
1 — =

(avem nevoie de o singurd functie 7). Inlocuind in prima ecuatie, obtinem

Ta(t)e* =2ef =3t = (e = —ef = 1y(t) = —e



= 72(t) :/—etdt = m(t)=e".

(din nou, avem nevoie de o singurd functie ;). Substituind 1 (¢) si 72(¢) astfel
determinate in expresia lui Xp, obfinem

1 _ 1 3 1 et (3t +1)
t t 2t t t
Xp = 3te (%) +e e (1) — Xp=te (2) +e <1) — Xp = (et(2t 1)

Solutia generald a sistemului neomogen este atunci

XN = Xo+ Xp
[ Cret + Cre? N et(3t+1)
~ \3Cye + Coe® et(2t +1)
[ Cret + Coe® et (Bt +1)

T \3GCiet + Coe et (2t 4+ 1))

Observatie. Alternativ, pentru rezolvarea sistemelor neomogene se poate folosi si metoda
elimindrii.

Probleme propuse. Rezolvati urmatoarele sisteme

1.

Xy =x1 4+ 2x0 +e

xh = 4x1 — X2 '
2.

Xy = 3x; — xp + 2¢'

xh = 5x1 — 3xp + 14e'
3.

xX]=2x; —xp+e
Xb =3x; —2xp+t



Matematici Aplicate, Curs 12-13-14

(cu probleme de rezolvat la curs)

Transformata Laplace

1 Notiuni introductive

O altd metoda generald de rezolvare a unor ecuatii diferentiale sau integrale (si nu
numai!) este reducerea acestora la ecuatii algebrice prin aplicarea unor transformari
specifice. O astfel de transformare este transformarea (transformata) Laplace. De-
sigur, conform unui principiu universal al conservarii dificultatii, trecerea de la solutiile
ecuatiilor algebrice asociate inapoi la solutiile ecuatiilor initiale poate prezenta anumite
dificultati.

Mai intai trebuie precizat cdror functii li se poate aplica aceasta transformare.

1.1 Functii original
Definitia 1.1. O functie f : R — R se numeste functie original dacid sunt satisficute
urmdtoarele conditii:

1. f(t) =0pentrut <O0.

2. f este continud sau mdcar continud pe portiuni (f are pe orice interval de lungime finitd
cel mult un numdr finit de discontinuititi de prima spetd).

3. Existdi M > 0si a € R astfel incat |f(t)| < Me* pentru orice t € [0,00) (cregterea
functiei f la infinit este cel mult exponentiali).

Multimea tuturor functiilor original va fi notatd cu O. Numdirul
so = inf{a € R; IM astfel ca |f(t)| < Me" pentru orice t € R}

se numegte indice de crestere al functiei f.

Transformata Laplace are o importantd majora in teoria semnalelor, de unde si an-
umite interpretdri si motivdri ale acestor conditii. Astfel, o functie original poate fi
ganditd ca un semnal care este emis doar de la momentul ¢ = 0 (¢ fiind variabila timp)
si are cel mult un numadr finit de ajustdri pe orice interval de lungime finitd. Cea de-
a treia conditie are o interpretare mai degraba computationala (va asigura, in cele ce
urmeazd, convergenta unor integrale improprii).

0 t <0
Exemplul 1.1. Pentru f : R — R, f(t) = { ’ ,urmeazd cd M = 2, iar
P f f(t) { 2% £
. 0, t<0 oL
a = 3, in vreme ce pentru H : R — R, H(t) = L p>0 urmeazd cd M = 1,

iar « = 0. Functia H astfel definitd se mai numeste si functia lui Heaviside sau
treapta unitate.




Exemplul 1.2. Functia f : R — R, f(t) = t nu este o functie original, intrucét
nu satisface prima conditie (ia valori nenule pentru t < 0). Functia f : R — R,

0, t< .. L N N .
f(t) = P s nu este nici ea o functie original, intrucat nu satisface cea de-a
e, =

t

. iy A 1x 2, oo
treia conditie. Acest lucru se intampld deoarece, pentru t — oo, ' ia valori mai

mari decat Me*' pentru orice valori date ale lui M i a.

2 Transformata Laplace

Definitia 2.1. Fiind datid f € O, numim transformata Laplace a [ui f, sau imagine a lui
f, functia F : D C C — C definiti prin

E(s) = /0 et
notati si L[f].

Observatie. Variabila (argumentul) lui F este s, nu t (variabila initiald)! Variabila ¢
dispare, fiind variabild de integrare. F poate sa nu fie definitd pentru orice numar
complex s, insd este definita pentru acei s cu proprietatea cd Res > «y, ag fiind indicele
de crestere asociat lui f.

In cele ce urmeaz, transformata Laplace a unei functii date va fi notata fie pre-
fixand functia (asezatd intre paranteze patrate) cu £, fie folosind litera mare core-
spunzdtoare. De exemplu (ldsand la o parte argumentele), transformata Laplace a unei
functii x va fi notata fie cu £[x| (motivul utilizdrii parantezelor patrate, si nu rotunde,
tiind cd nu x este variabild pentru transformata, ci s), fie cu X.

L reprezintd deci o transformare (operator) pentru care atat domeniul cat si codome-
niul sunt multimi de functii. Vom utiliza de obicei notatia simplificatd L[x(t)] pentru
transformata functiei x de argument ¢, argumentul transformatei £[x(t)] (s, nu #!), fiind
subinteles.

De asemenea, vom preciza doar valorile functiilor original pentru t > 0 deoarece,
conform definitiei, aceste functii iau oricum valoarea 0 pentru t < 0.

Observatie. Singura exceptie uzuald de la regula “original notat cu literd mica, imag-
ine notatd cu literd mare” este functia lui Heaviside amintita anterior.

Exemplul 2.1. Au loc formulele
L[1] = E Lle"] = pentrua € R
s’ s—a’ '
Intr-adevir,
o0 T —st | T e—sT 1 1
L[1] :/ e *'1dt = lim e S'dt = lim = lim ( —l——) =-,
0 T—o T—oo —S | T—0c0 —S S S
similar fiind demonstrata si cea de-a doua formula.

Observatie. De fapt, prima formuld este un caz particular al celei de-a doua pentru
a=0.



2.1 Proprietiti ale transformatei Laplace
2.1.1 Liniaritate
Dacid f1, f» € O,iarcy, ¢ € R, atuncici f1 +c2f2 € O, iar

Llerfi + e2fo] = a1 L]fi] + 2 L[f2].
Observatie. Cum L este definitd cu ajutorul unei integrale (improprii!), este normal sa
aiba unele proprietdti ale acesteia, in spetd liniaritatea, de unde si relatia de mai sus.
Exemplul 2.2. Precizati £[3¢* + 2¢%].

Solutie. Conform proprietatii de liniaritate,

1 1
L[3e? + 263 = 3L[e%] +2L[3] = 3 2 .
[3e” + 2¢”'] [e”] 4 2L[e”'] R

Reamintim acum ca
e@FB)E — ot (cos Bt + i sin Bt), pentrua, B € R,

de unde ‘ , , ,
ezx + e—lx . ezx . e—zx
cosx = — sinx = — pentru x € R.
i

Cu ajutorul acestor formule putem deduce transformatele Laplace ale functiilor sinus
si cosinus.

Exemplul 2.3. Demonstrati cd

S

E[COS ﬂt] = m,

Llsinat] = 5, pentrua € R.

a
s2+a
Solutie. Conform proprietatii de liniaritate,

S A | at int 1/ 1 1
_15—|—ai—|—s—ai 5

" 2(s—ai)(s+ai) s2+a?

similar putand fi demonstrata si cea de-a doua formula.

Reamintim cd putem defini functiile hiperbolice ch (cosinus hiperbolic) si sh (sinus
hiperbolic) prin
X L e ¥ X — X

chx = — shx = — pentru x € R,

(“stergem i” in definitiile functiilor trigonometrice corespunzatoare). Printr-un rationament

similar celui de mai sus obtinem ca
s

s2 — a2’

L[chat] = L[shat] = %az’ pentrua € R.
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Exemplul 2.4. Determinati
L[3cos2t — 4shb5t].

Solutie. Conform proprietatii de liniaritate,

s 5
s2422 5252

L[3cos2t —4sh5t] = 3L[cos2t| —4L[sh5t] =3

3s 20
s2422 252

2.1.2 Unicitate
Dacid fi, f» € O, iar L[f1] = L|[f2], atuncisi f1 = f>.

Memento. Daca imaginile coincid, atunci coincid si functiile original.

Aceastd proprietate permite determinarea unei functii original atunci cand este
cunoscutd imaginea sa. Reamintim cd planul de folosire al transformatei Laplace este
urmatorul: se reduce ecuatia initiald la o ecuatie algebrica (in care functia imagine este
necunoscuta), iar apoi se determind solutia ecuatiei initiale (functia original) pornind
de la solutia ecuatiei algebrice (functia imagine). Dacd proprietatea de unicitate ar lipsi,
adicd ar exista mai multe functii original cu aceeasi imagine, atunci solutia ecuatiei al-
gebrice ar fi insuficienta pentru determinarea functiei original!

In mod general, aceastd determinare se poate face cu ajutorul unei formule uti-
lizand o integrald pe un contur in planul complex care depdseste cadrul acestui curs.
Vom identifica, in cele ce urmeazd, functia original In anumite situatii particulare,
folosind si notatia f <+ F, sau f = L ![F(s)], pentru a sublinia faptul cd identificarea
se poate face in ambele sensuri.

De exemplu, data imaginea ﬁ, originalul (unic!) care-i corespunde este e*, scri-

ind si ¥ < L saue = L7} [ L ], iar datd imaginea

3 originalul (unic!) care-i

1
s+37

corespunde este e~

. . -3t 1 3t _ p-1]1
,scriind gie™ < 45, saue > = L [STA .

v . o e ] . . 1
Exemplul 2.5. Cadrui original ii corespunde imaginea "—?

Solutie. Deoarece
1 1

s244 52422
la numarator ar fi necesar 2, nu 1. Urmeaza atunci cd

1 1 2
244 252422

iar originalul corespunzitor este 3 sin 2¢.

Pentru determindri mai complicate poate fi folositd in unele cazuri descompunerea in
fractii simple, combinatd cu faptul c& £~! are de asemenea proprietatea de liniaritate,
adicd

ﬁ_l[chl + Cze] = Clﬁ_l[Fl] + Czﬁ_l[Pz].
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Exemplul 2.6. Cdrui original ii corespunde imaginea lew?

Solutie. Mai intdi descompunem imaginea in fractii simple. In acest scop, observam
cd numadrdtorul poate fi scris ca diferentd a factorilor de la numitor. Avem atunci

1 C(5+2)—(s+1) (s +2) (s+1) 1 1

(s+1)(s+2) +1)(G+2) (+D6E+2) (+10)(G+2) s+1 s+2

1
5+2

t t

Cum lui S% ii corespunde e, iar lui i corespunde e 2

g

, urmeaza cd originalul
cautat este e~

Observatie. Putem determina, in anumite situatii particulare, originalul corespunzator
unei imagini date. Nu orice functie, Insd, poate fi scrisa ca imaginea unui original.

In acest sens, poate fi demonstrat ca daci f € O, atunci exista K > 0 astfel cd F(s) <
%, unde F este imaginea care-i corespunde lui f, iar din acest motiv lim;_,. F(s) = 0.
De aici, ¢° (de exemplu) nu este imaginea niciunei functii original, intrucat lims_, e° =
oo (nu 0Y).

In fapt, daca f, f' € O, atunci

1.
lim sF(s) = f(0+)

5§—00
(teorema valorii initiale).

2. Daci existd, in plus, lim_, f () = L, atunci

limsF(s) =L
s—0

(teorema valorii finale).

2.2 Derivarea originalului

Proprietatea urmatoare este fundamentald pentru rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de
ecuatii diferentiale.

Daci f, f' € O, atunci

L[f'](s) = sF(s) — f(0+).
Altfel spus,
L[f')(s) =sL[f](s) = f(0+),

f(0+) fiind limita la dreapta a lui f in 0. Dacd f este continud, aceastd limitd se
inlocuieste cu £(0).

In mod similar,

LIFM)(s) = "F(s) ="' f(0+) =" £/ (0+) — ... = f7V(0+).

Memento. In membrul drept, prima putere a lui s este egald cu ordinul de derivare.
Puterea lui s scade apoi cu cate o unitate. Mai intéi se renuntd la litera mare, iar apoi
se adauga succesiv derivate, suma dintre puterea lui s si ordinul de derivare fiind con-
stantd, n — 1. Ultimul termen contine o derivata de ordin cu o unitate mai mic decat
cel initial.



Exemplul 2.7. Rezolvati ecuatia

X" (t) = 3x'(t) 4+ 2x(t) = 2¢*, cu conditiile initiale {xl((()o)): 36
X =

Solutie. Aplicand transformata Laplace in ambii membri ai ecuatiei, avem ca
L[x"(t) —3x'(t) + 2x(t)] = L]26%],

adica

L[x"(1)] — 3L[x' (1)] + 2L[x(8)] = 2L[e].

Conform formulei de derivare a originalului si notand L[x(t)] cu litera mare core-
spunzdtoare X, urmeaza ca

22X (s) — sx(0) — x'(0) — 3 (sX(s) — x(0)) +2X(s) = SL

-3
2
— §%X(s) — 35— 6 —3sX(s) +9+2X(s) = P
2
— (52—3s+2)X()_3s—3+—3
3s — 3+ 25
X(g) =~ =3
— X(s) —3s+2

De notat ca in membrul drept nu este in general utild aducerea la acelasi numitor
(In fapt, este necesard descompunerea in fractii simple!). Urmeaza ca

3(s—1)+ ;2 53 _ 3 2
XO = nem2) “5m2 TG NG-26-3)

Din nou, descompunerea in fractii simple se poate face cu ajutorul scrierii numaratorului
ca o diferentd de factori de la numitor. Utilizam insd o altd metodd, mai generala.

> _ A, B C
(s—1)(s—2)(s—3) s—-1 s—2 s—3

Prin innmultire cu (s — 1) si simplificare, urmeaza ca

2 B B(s—1) C(s—1)
(5—2)(5—3)_A+ s—2 | s—3 '

de unde, pentrus = 1 (valoarea care anuleaza factorul cu care am inmultit) obtinem
cd
2 B-0 C-0

oy ATt ATt



Similar, inmultind cu (s — 2), simplificAnd si dand apoi lui s valoarea 2 obtinem

B = —2,iar inmultind cu (s — 3), simplificand si dand apoi lui s valoarea 3 obtinem
C = 1. De aidi,
3 1 2 1 1 1 1
X(s) = + - + = + +

de unde, conform proprietatii de unicitate,

x(t) =2 4 e + &

/

x'=2x —3y
y'=-2x+y

x(0) =8

Exemplul 2.8. Rezolvati sistemul
y(0) =3.

cu conditiile initiale {

Solutie. Aplicand transformata Laplace in ambii membri ai sistemului, obtinem

sX(s) —x(0) = 2X(s) —3Y(s) . (s—2)X(s)+3Y(s) =8| (s—1)
sY(s) —y(0) = —2X(s) + Y(s) sX(s)+ (s—1)Y(s) =3]-3.
(s =2)(s —1)X(s )+3(S—1)Y( ) =8(s—1)
— {35X( )+ 3(s —1)Y(s) =
Prin scaderea celor doua ecuatii, obtinem
8 — 17 8s — 17

(s —3s—4)X(s) =85 — 17 — X(s) = 533 = X(5) = )

Similar deducem ca
Y(s) = _ 3522
(s+1)(s—4)

Pana acum am determinat imaginile, anume

8s — 17 3s — 22

A e T A S VI EEi)

Rémane deci si determinidm originalele din care aceste functii provin. In acest
scop, descompunem mai intdi X(s) si Y(s) in fractii simple. Utilizam acum iden-
tificarea coeficientilor (desi este posibil sd folosim din nou inmultirea si darea de
valori, nu si metoda bazatd pe scrierea numitorului ca diferenta).

8—-17 A B  A(s—4)+B(s+1) s(A+B)—4A+B
GIDG-4) s+41 5-4  (+D6-4  (1Ds-4

De aici, prin identificarea coeficientilor,

— A=5B=3 = X(s) =

A+B=28 5 3
—4A+ B = —-17 s+1 s—4



In mod similar,
3s — 22 C D C(s—4)+D(s+1) s(C+D)—4C+D
= + = pum— ,
(s+1)(s—4) s+1 s—4 (s+1)(s—4) (s+1)(s—4)
de unde
D = 2
ct 3 — C=5D=-2 = Y(s) = >
—4C+D = -22 s+1 s—4
Deoarece 5 3
X(s) = s+1 Ty
iar 1 1
— e*t, — e4t,
s+1 S —
urmeaza ca
x(t) = 5e ! +3e*.
Similar,
Y(s) = > 2 y(t) = 5e~" —2¢*
s+1 s—4 '
Exemplul 2.9. Demonstrati cd L[t] = 512
Solutie. Sa notam f(t) = t, F(s) = L[f(t)]. Conform formulei de derivare a origi-
nalului si tindnd cont cd f'(t) = 1, iar f(0) = 0, obtinem
1 1
L[1] =sF(s) -0 = 5= sF(s) = F(s) = 2

2.2.1 Ecuatia operationald atasata unei ecuatii diferentiale de ordinul 7 cu coeficienti
constanti

Fie ecuatia diferentiald de ordinul 7 cu coeficienti constanti
anx " (1) + a1 x" V() 4+ 4 ax () 4 agx(t) = f(1),

insotita de conditiile initiale

x=1(0) = x,_1.

Aplicand transformata Laplace in ambii membri ai ecuatiei si tindnd cont de formula
de derivare a originalului, obtinem ca

L[apx™ (1) 4+ ay_1x" V() + .+ arx! (1) + ax(8)] = L[F(1)],
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— a, L[x" ()] + ap 1 LIx"V (D] + ... agLx(t)] = F(s)

= ay (s”X(s) — " 1x(0) —s" 2 (0) — ... — x(”_l)(0)>
+a,_1 (s”le(s) —§"2x(0) —s" 73X (0) — ... — x(”*z)(0)> +...
+ a7 (sX(s) —x(0)) +aoX(s) = F(s).

Regrupand termenii, obtinem

<ans” +a,_1s" VL Fas + a0> X(s) — x(0)Py(s) — x'(0)Py(s) — ...
— x"=D(0)P,_1(s) = F(s),
ceea ce conduce la
P(s)X(s) = x(0)Po(s) + ¥ (0)Pi(s) + ...+ x"""D(0) Py (s) + F(s),

ecuatie numiti ecuatia operationali atasatd ecuatiei initiale. In cele de mai sus, P(s)
este polinomul caracteristic atasat ecuatiei omogene, scris in variabila s in loc de A, Py
se obtine din P prin eliminarea termenului liber si impartirea la s si in general, pentru
1 <k < n-—1, P se obtine din P;_4, polinomul anterior, prin eliminarea termenului
liber si impartirea la s. De observat cd P,,_; este totdeauna constant, egal cu coeficientul
termenului dominant al lui P(s).

Exemplul 2.10. Rezolvati ecuatia x”(t) — 5x/(t) + 4x(t) = 2¢* cu conditiile initiale
x(0) =2
x'(0) =3
A . 5 s> —5s S
Solutie. In cazul de fatd, P(s) = s= —5s + 4, Py(s) = S =5 5 P = .=
2
1, iar imaginea membrului drept este £[2¢%] = T3 Ecuatia operatoriald este
atunci
2
(s> —554+4)X(s) = (s — 5) 2+1:3+ —
2
— (s> =55 +4)X(s) =25 -7+ —
2
2s — 7 + m
X(s) = —
= X6 =6 -9
(2s—7)(s—3)+2
= X(s) = .
=D -39
N o A B C
Descompunem X(s) in fractii simple, sub forma X(s) = 13523
Obtinemca A =2,B = —1,C =1,deunde
2 1 1
X(s) = s—1 s5-3 s_4




Cum

1 este imaginea lui ¢, 3 este imaginea lui €' iar 1 este imaginea

lui e*, obtinem ci

x(t) = 2e' — &3 4 ¢t

2.3 Integrarea originalului

Daci f € O, atunci [, f(t)dt € O, iar

c [/Otf(r)dr] (s) = ﬁ[f;](s) _E6)

S

Memento. Din nou, “integrarea are proprietati inverse derivadrii”. La derivarea origi-
nalului, imaginea lui f se Inmultea cu s, iar acum, la integrarea acestuia, se imparte.

Memento. Dacd imaginea se imparte la s, atunci originalul se integreaza (si reciproc!).

el [ [ swaean] < E
L {/Ot/otl /Otz_,. Otnlf(T)dT_..dtzdtldt} = %/

(multiple integrari atrag multiple impadrtiri la s).
Formula de integrare a originalului este utild, de exemplu, pentru rezolvarea unor
ecuatii integrale.

In mod similar,

Exemplul 2.11. Rezolvati ecuatia

(t) =t + /Otx(r)dr.

Solutie. Aplicand transformata Laplace in ambii membri, urmeaza ca

Llx(t)] = £ lt+/0tx(r)dr} . L[x(8)] = LI+ £ [/Otx(r)dr].

Atunci
1 X(s) 1y 1 1 s
X(s) = 5+ X()(l E>—S—2:>X(s)—s—2-s_1,

de unde 1

X(s) = ——.

(s) s(s—1)

Dupa descompunerea membrului drept in fractii simple, urmeaza ca

1 1

X(s) = — = =e —1.
(s) P S:>x(t) e

10
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Exemplul 2.12. Determinati originalul corespunzator imaginii G
1 1
Solutie. Mai intdi, observam ca STy = =tL (scriem originalul sub forma unei
t

fractii in care numitorul este s). Cum originalul corespunzator lui s%l este e,

1 t
o . w . . . t -7 —
originalul corespunzitor lui +{! este integrala acestuia, [, e~ "dT = ¢ .= 1—et

S

Exemplul 2.13. Determinati originalul corespunzdtor imaginii 5(521—+4).
1

1 _ 244
s24+4) — s

Solutie. Mai intéi, observam c4d - ( (scriem originalul sub forma unei

fractii in care numitorul este s).
Determindam acum originalul corespunzator lui ﬁ. Deoarece

1 1 2
s2+4  2s2+42%

1
. . . . . . o . 2 .
acest original este f = %sm 2t, iar originalul corespunzator lui == este atunci
integrala lui f,

t t
1 1— 2 1
/0 ESiI‘lZTdT = E%T ; =1 (1 —cos2t).

2.4 Derivarea imaginii

Daca f € O, atunci

Llf0] = — 2 (21 ).

Memento. Daca originalul se inmulteste cu ¢, atunci imaginea initiald se deriveaza
si i se schimbd semnul. Altfel spus, pentru a aplica formula de derivare a imaginii
in calculul L[tf(t)], se elimind mai Intai ¢ si se calculeazd imaginea corespunzitoare.
Aceastd imagine mai apoi se deriveazd si se iInmulteste cu —1.

In mod asemanator,

LIEf(H)] = (—1)”% (L)) -

Memento. Daca originalul se inmulteste cu ", atunci imaginea initiald se deriveazd de

n ori si se Inmulteste cu (—1)".

Exemplul 2.14. Determinati £[te~?].

Solutie.
o d oy d
e =g (ee) =5 (2) =~ (Cvn) = 6o
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Exemplul 2.15. Determinati £[f sin 3¢].

Solutie.
Ehmﬁﬂ:—gjﬁﬁmM):—%(#ig>:(ﬁf%f
Exemplul 2.16. Demonstrati ca
EWFZJLIEWWTZEt%mT
Solutie. Intr-adevar
£l = £ 1) = (1) el = (-1 ()

O formuld elementard de derivare cunoscutd afirma faptul ca

ERC

Cu ajutorul acesteia, urmeaza cd

—1)"n! n!
el = (- S =

cea de-a doua formuld obtindndu-se analog.

Exemplul 2.17. Determinati originalul corespunzdtor imaginii @3—1)2

Solutie. Observam mai intai ca

(5_11)2 = _% (S i 1) = L[tf(1)],

conform formulei de derivare a imaginii, unde f este originalul corespunzator lui
L. Cum f(t) = ¢!, urmeaz c4 originalul ciutat este te'.

2.5 Integrarea imaginii

c(%ﬂ>=LWQﬂ@mr

Memento. In vreme ce inmultirea cu t a originalului avea ca rezultat derivarea imag-
inii (si schimbarea semnului), impadrtirea la t are un rezultat invers, anume integrarea

f()

imaginii. Altfel spus, pentru a aplica formula de integrare a imaginii in calculul £[=~],

Dacd f € O, atunci

12



se elimind mai intai ¢ si se calculeazd imaginea corespunzdtoare. Aceastd imagine mai
apoi se integreaza.

Exemplul 2.18. Determinati £ {%nt] .

Solutie.

sin t © . ©° 1 o 7T
L {T] —/S E[smt](r)dr—/s 1’2—+1dT_ arctg 7|, —E—arctgs.

3t _ o3t
Exemplul 2.19. Determinati £ {—}

t

Solutie. Conform formulei de integrare a imaginii,

E{f}—/s £[e —e }(T)dr—/s T—3_T—|—3dT

—[njt—3/—Injt+3]° = In ;g S
= lim |In -3 —lns_3 =1In s+3
oo T+3 s+3| " |s=3|"

2.6 Imaginea produsului de convolutie

Asa cum s-a mai mentionat, transformata Laplace, fiind definita cu ajutorul unei in-
tegrale improprii, pdstreaza proprietatile acesteia, in particular liniaritatea. Reversul
medaliei este insd ci ea pastreazd si lipsa unor anumite proprietdti. In particular,
dupd cum integrala unui produs nu este in general produsul integralelor factorilor,
nici transformata Laplace a unui produs (algebric) nu este in general produsul trans-
formatelor factorilor.

Intr-adevar, s observam ci L[t?] iar

2. 1 1
= 5dar L[f] = 5, deunde L[] - L[] = 5,

L[t?] # L]t] - L[t].

Rdmane deci de observat ce schimbari trebuie aduse pentru ca o proprietate de acest tip
sd devind adevadrata. In acest scop, vom introduce notiunea de produs de convolutie.

Definitia 2.2. Daci f, g € O, numim produs de convolutie al functiilor f, g o altd functie
original notatd f x g si definiti prin

t
frg(t) = /0 f(t—1)g(t)dr.

2.6.1 Proprietdti ale produsului de convolutie

Produsul de convolutie, ca si produsul algebric, este comutativ, asociativ si distributiv
fatd de adunare si scadere (pot fi desfacute paranteze similar calculelor algebrice). In
spetd, au loc egalitatile

13



1. fxg=gxf,
2. (fxg)xh=fx(gxh),
3. (f+g)xh=f*xh+gxh (f—g)xh=fxh—gxh

pentru orice f,g,h € O.
Cu aceste preliminarii, putem obtine urmadtoarea proprietate.

Dacid f, g € O, atunci
LIf*gl = LA LIg].
Memento. Transformata produsului (de convolutie) este egald cu produsul (algebric)
al transformatelor.
Exemplul 2.20. Calculati £[ [, ¢!~ sin td].

Solutie. Cum

t
/ ¢!~ Tsintdt = e! xsint,
0

urmeaza ca

1 1

t
T — Plot scinfl — LTot P lein ] — ,
£[/0 e’ Tsintdt] = L[e' xsint] = L[e'|L]sint] = o1 2Tl

Exemplul 2.21. Determinati originalul f care corespunde imaginii

1
F(s) = —5——.
(S) (52 + 1)2
Solutie. Deoarece

T 11
(s2+1)2 241 s2+1

F(s) = Llsint] - L[sint],

urmeaza ca originalul cautat este
t
f(t) =sint*sint = / sin(f — 7) sin TdT.
0

Cum ,
sinasinf = > [cos(a — B) —cos(a + B)], pentrun, f € R,

urmeaza ca

t

1. .
—tcost] = E[smt—tcost].

f(t) = %/0 [cos(t —2T) —cos t]dT = % [M

-2 0

14



2.7 Teorema asemanarii

Dacd f € O, iar k > 0, atunci

LI k) = 217 (3).

Memento. Pentru aplicarea teoremei asemanarii in calculul imaginii £[f (kt)], se elimind
mai Intai coeficientul de asemanare k si se calculeaza transformata Laplace a functiei

1
rdmase. Se impart apoi la k atdt rezultatul obtinut (adicd se Inmulteste cu E) cat si

. N . S
argumentul s (adicd se inlocuieste s cu %).

Exemplul 2.22. Stiind ca £ {%nt} = arctgs, calculati £ {

2

Solutie. Coeficientul de asemdnare este 3. Elimindm acest coeficient si calculam

sin 3t]

ot )
L {%} = g — arctg s. Impartim acum rezultatul la 3 si inlocuim s cu 3, obtinand
sin 3t 1 /7 s
5{ 3 } =3 (5 —arte3).

Exemplul 2.23. Daci f este in asa fel incat L[f(t)] =
L[f(31)].
) _ 1
Solutie. Deoarece L[f(t)] = G261 1)
1

cd L[f(3t)] = = S (se Impart cu 3, coeficientul de asemdnare, atat

3 i ] 372
(-2 +1)
o Ap VA 1 .. . S
imaginea cat si argumentul s, adica se inmulteste cu R inlocuieste s cu 5). De
27

(5—6)3(s+3)

w

Ca

1
G2 +1)

calculati

, urmeaza conform teoremei asemanarii

aici, L[f(3t)] =

2.8 Teorema deplasarii

Dacd f € O, atunci
Lle"f(1)] = LIf(D)](s —a).

Memento. Pentru aplicarea teoremei deplasarii in calculul imaginii L[e” f(t)], se cal-
culeaza mai intdi transformata Laplace a functiei obtinute dupa eliminarea exponentialei,
iar apoi se inlocuieste s cu s — a.

Observatie. Inlocuirea lui s cu s — a poate fi interpretatd ca o deplasare (translatie) a
argumentului imaginii. Este folositd si denumirea de “teorema intarzierii imaginii”,
datorita prezentei in membrul drept a argumentului “Iintarziat” s — a.

15



Exemplul 2.24. Determinati £[e* sin 3¢, £[e* cos 3t].

Solutie. Pentru a determina £ [¢?! sin 3], calculdm mai intai £ [sin 3¢] (transformata
Laplace a functiei obtinute dupd eliminarea exponentialei), iar apoi Inlocuim s cu

s — 2. Deoarece L[sin 3t] = 52_|_ngl urmeaza cd
3
2t _
E[e Sln3t] = m
Similar, deoarece L[cos 3t| = ﬁ, urmeaza ca
ot . s—2
E[e COS3t] = m

1

Exemplul 2.25. Dacd f este in asa fel incat L[f(t)] = 51325 —5)

Lle 3 f(4t)].

calculati

Solutie. Deoarece L[f(t)] = G +3);(s —5)
1

cad L[f(4t)] = = 5 (se impart cu 4, coeficientul de asemdnare, atat

GG D)

o Ap VA 1 .. . S
imaginea cat si argumentul s, adicd se inmulteste cu s inlocuieste s cu 4_1)' De
16
(s +12)2(s —20)’
Conform teoremei deplasérii, pentru a calcula £[e~3 f(4t)], inlocuim s cu s + 3,
de unde

,urmeaza conform teoremei asemandrii

aici, L[f(4t)] =

16
(s+15)%(s —17)

Lle™ ' f(4t)] =
Exemplul 2.26. Determinati argumentul corespunzétor imaginii F(s) = m

Solutie. Folosim teorema deplasdrii cu a = 3, deoarece “intarzierea” din paran-
teza este 3. Intrucat . .
L1 { } = —sinb5t,

s2+25 5

(elimindm intarzierea si determinam originalul corespunzator) urmeaza ca origi-
nalul cdutat este

1 1
L7 ——5———| = Ze*sinbt
{(5—3)2+25] 50 51

(Inmultim originalul anterior cu exponentiala intarzierii).

S

Exemplul 2.27. Determinati argumentul corespunzétor imaginii F(s) = G216

Solutie. Intrucat s +2 = s — (—2), ar trebui folositd teorema deplasdrii cu a =
—2. Totusi, numardtorul este s, nu s + 2, iar imaginea trebuie scrisd mai intai in
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totalitate ca functie de s + 2 (si numadratorul!). Avem ca

S _os+2-2 s+2 _ 2
(s+2)2+16 (s+2)2+16 (s+2)2+16 (s+2)2+16

Deoarece

52416 52416 2
(elimindm intarzierea si determindm originalul corespunzator) urmeaza ca origi-
nalul cdutat este

-1 5 -2t 1
L {—(s v 16} =e (cos4t > s1n4t) .

(Inmultim originalele anterioare cu exponentiala intarzierii).

/31{ i }:cosélt, El{ 2 }zlsinélt

2.9 Teorema intarzierii argumentului

Daca f € O, atunci
LIH(t—a)f(t—a)] =e ®F(s).

0, t<0
Aici, H : R — R este functia lui Heaviside amintitd anterior, H(t) = { 14 i 0’

unde

H(t—a)f(t—a)={0’ o<t f(t—a):{o’ t<a

1, t—aZO. f(t—a), t>a

2 <7

Observatie. H(t —a)f(t — a) reprezinta o functie “intarziatd”, care ia aceleasi valori ca
si f, dar cu intarzierea a.

Alternativ, H(t — a) f(t — a) poate fi gandit ca un semnal care este emis incepand
cut = a (sinucut = 0), reamintirea acestui lucru fiind, in fapt, motivul cel mai
important pentru utilizarea (si a) lui H(t — a). In fapt, pentru ci f este functie original,
H(t—a)f(t—a)si f(t —a) iau exact aceleasi valori!

Memento. Teorema intarzierii argumentului este importanta nu pentru determinarea
vreunei imagini, ci pentru determinarea unor originale asociate anumitor imagini date,

care contin exponentiale. Astfel, se identifica mai intai a, dupa care se elimind exponentiala

si se determind originalul functiei ramase. In acest original, se inlocuieste f cu t — a si
se inmulteste cu H(t — a) (sau, echivalent, se scrie cu ajutorul unor functii pe ramuri
faptul ca functia rezultata “incepe” din t = 4, sinu din t = 0!).

Exemplul 2.28. Determinati argumentul corespunzétor imaginii F(s) = %6*25.
Solutie. Prezenta exponentialei e % in membrul drept sugereaza ca poate fi folosita
teorema Intarzierii argumentului pentru a = 2. Eliminam exponentiala, iar functia
rdmasd, F(s) = ;15 are originalul f(t) = €. Pentru a obtine originalul initial
inlocuim t cu t — 2 si obtinem cé originalul initial este H(f — 2)63(t_2), altfel spus
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e3(t—2)’ t>2
0, t<2

0, t<1

Exemplul 2.29. Determinati transformata Laplace a functiei g(f) = { (=1, t>1

Solutie. Semnalul g este emis incepdnd cu t = 1. Observdm atunci cd g(t) =
0, t<0 : o
H(t—1)f(t—1), unde f(t) = AN Conform teoremei intarzierii origi-

nalului cua = 1, avem atunci

Llg)] = LIH(E =) f(t=1)] = e*LIf(H)],

. | v v
iar deoarece L[t"] = 7, urmeaza cd

n!

LIg(t) =~

0, t<2

Exemplul 2.30. Determinati transformata Laplace a functiei g(t) = < )
sin(t—2), t>2

Solutie. Semnalul g este emis incepdnd cu t = 2. Observam atunci cd g(t) =
0, t<0

H(t=2)f(t-2),unde f(1) =3 [ .

. Conform teoremei intarzierii origi-

nalului cu a = 2, avem atunci

Llg(H)] = LIH(t - 2)f(t—2)] = e = LIf(1)],
iar deoarece L[sin t] 1

= 2417 urmeaza ca

3 Alte aplicatii ale transformatei Laplace
3.1 Rezolvarea unor ecuatii diferentiale cu coeficienti neconstanti

Exemplul 3.1. Rezolvati ecuatia diferentiald cu coeficienti neconstanti

x"(t) + 4tx'(t) — 8x(t) = 2, cu conditiile initiale %(0)
x'(0)=0

Solutie. Nu putem utiliza ecuatia caracteristica, intrucat unul dintre coeficienti,
4t, nu este constant. Aplicand transformata Laplace in ambii membri, urmeaza ca

L[x" () +4tx'(t) — 8x(t)] = L[2]
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— L[] + AL (1) - 8L[x(1)] = 2

— $X(s) - 52(0) — ¥(0) + 4L (1) — 8X(s) = >

— PX(s) + L[ ()] — 8X(s) = =

s
Conform teoremei derivarii imaginii, urmeaza ca

Ll (] = — (L[ (1) =~ (sX(s) ~ x(0)
—X(s) —sX'(s),

folosind si formula de derivare a unui produs. De aici,

2X(s) — 4X(s) — 4sX'(s) — 8X(s) = 2

2
— —4sX'(s) + (s* —12)X(s) = -
s2—12 1
X'(s) = X(s) — —
:> (S) 43 (S) 252

s X(s) = (451 - g) X(s) ~ 5z

Aceasta este o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta X(s), cu a(s)
b(s) = —ﬁ. Urmeaza atunci ca

P(s):/u(s)ds:/<2—§) ds:§—3lns

(reamintim ca P se poate alege convenabil), iar
52 ]_ 52
X(S) :egf’jlns __267§+31nsds
2s
2
—1 ev® 1
2 3ns [ g2

_1 52 52
— X(s) = geS/seMis.

2
— X(S) = 67%631nsds

Cum

19
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se obtine ca

De notat ca

Cum X (s)este o imagine, in mod necesar lim;_,o X(s) = 0, deci C = 0! De aici,

X (s) :S% e x(t) =P

Observatie. De remercat faptul cd a fost necesard si cunoasterea unei proprietdti a
transformatei Laplace (valoarea limitei la infinit) mai putin utilizati panad acum. In
plus, coeficientul neconstant (4f) a avut o formd simpld, care a permis aplicdrea teore-
mei derivdrii imaginii. Rezolvarea unor ecuatii diferentiale cu coeficienti neconstanti
de o forma generala este, de obicei, foarte dificila.

3.2 Rezolvarea unor ecuatii cu derivate partiale

Exemplul 3.2. Rezolvati ecuatia cu derivate partiale

ou ou
g(t,x) + g(t,x) = x, pentrut > 0,x >0
cu conditiile initiale
u(0,x) =0, x >0,
si conditiile la limita
u(t,0)=0, t > 0.

Solutie. Aplicand transformata Laplace (in raport cu variabila t) in ambii membri,
obtinem

£1% ) + Ll ()] = L[],
Cum
c[aa—‘t‘(t,x)] — sU(s, x) — u(0, %)
=sU(s, x)

(conform formulei derivarii imaginii, utilizdnd si conditiile initiale),

L1242 = 2 Llu(t ) = 3 (s,2)
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(transformarea se face in raport cu t, nu cu x, operatorul de derivare in raport cu x
trecand inaintea transformarii), iar

Llx] =xL[1] =

X
S

7

(din nou, transformarea se face in raport cu ¢, nu cu x), urmeaza ca

ou X
sU(s, x) + g(s,x) =<

Acum, s va fi tratat ca un parametru, intrucat noua ecuatie nu contine derivate in
raport cu s. Schimband si notatia, obtinem

uu:ﬂu+§

care este o ecuatie liniard cu a(x) = —s, b(x) = 3. Atunci

iar

_ X 1 _
U=e Sx/—esxdx: ~e S’“/xesxdx.
s S

Integrand prin parti, obtinem

De aici,

x 1 C
U(s,x)zs—z—g—kge

—SX

Rdmane deci sd determindm C. Cum C apare in cadrul transformatei Laplace,
avem nevoie nu de conditia la limitd, ci de transformata acesteia. Avem ca

1 1
u@®=0=$U@®=0=$0:%_§+%ew=:>c=§

De aici,
X 1 1

____*__753(
s2 3§83

U(s,x) = e

Ramane acum sd determindm originalul din care provine U. Deoarece

X 1 1
2TFTS

) = £75) - £ )+ £

-1
L [ S—3€

—SX]
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= xﬁ_l[s—Z] ) + H(t— x)E_l[—S](t —X)
L (t— )
—xt—E—H(t—x) 5
urmeaza ca ) ( 2
t t—x
u(t,x) = xt — 7 H(t— x)T.

Este totusi mai convenabil sd scriem aceastd expresie utilizand cazuri.

Deoarece

t-x? [ x>0 [UE iy
0, t—x<0 0, t<x’

urmeaza ca

2, > x
u(t,x) = P
tx—%, t<ux.

3.3 Calculul unor integrale improprii

Exemplul 3.3. Calculati
I = / te=3 cos tdt.
0

Solutie. S notam mai Intai cd
[ee]
I = / e 3t cos tdt,
0

expresie similard cu cea a unei transformdri Laplace, dar cu 3 in loc de s, iar

o d d 5 s2—1
_ —st _ - _ _ —
L]t cos t] _/0 e *'tcostdt = dsﬁ[cost] s (52+1) 211

conform teoremei derivarii imaginii. Pentru s = 3, obtinem ca [ = %.

=] e—St o e—6t
= / e
0 t

Solutie. Integrandul este o fractie cu numitorul . Din acest motiv, intuim cd
putem aplica formula de integrare a imaginii.

Totusi, sub forma datd, integrala nu reprezinta transformata Laplace a vreunei
functii, intrucat sub integrald nu apare e~*'. S4 notdm

00 -3t _ ,—6t
I(s) :/ este T8 g
0 t

Exemplul 3.4. Calculati
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si sd observam ca

lw)zﬁ{iigﬁjq::Lw£k4ﬂ—fﬁﬂﬂdu

conform formulei de integrare a imaginii, iar integrala I din enunt este de fapt
1(0). Urmeaza cd

o 1 1
I@Lil L+3—T+Jdr_m

I1=1(0) = —lng =1In2.

T4 3|7
+6

= —In

S

s+6/|"

s+3'

De aici,

Exemplul 3.5. Calculati
© cosx
I = ——dx.
A T2

Solutie. Nu mai putem utiliza rationamentul precedent (si nici un alt gen de for-

muld imediatd), intrucdt numitorul este 1 + x%, nu x. Vom aplica transformata

Laplace si schimba ordinea de integrare. In acest scop este necesara introducerea
unei noi variabile, intrucét I reprezinta un numar, nu o functie, cdreia sd-i putem
aplica transformata Laplace. Sd notam

® costx

I(t) = —d
() /0 14+ a2 *
si sd observam cd I(1) = I, iar
< ® costx
quop:é e“(é 1+ﬂd0dt
*® t
= [ ([ e )
0
*© t
=[] ) s
0
dupd schimbarea ordinii de integrare. Urmeaza ca
LI(t)] = /00 L </<>° e cos txdt) dx
o 14+x2\Jo
© 1
= / ——— L[cos tx]dx
0 1 + x
© 1 s
= —————d
/0 11222

S

:/0 (1+22) (2 + 22)

dx.

23



S

1

(14 x2)(s? + x2)

urmeaza ca

1
1+x2_52+x2}'

1 1

14+x2 2422

__s /“{ 1 }dx
s2—1Jp [14+x> s2+4x2
S 1 x]|%
] [arctgx - garctg E} .
I T 1mn
_ﬁb_gﬂ
o1
T 2541
Deoarece L[I(t)] = 517, urmeaza ca I(t) = Fe™!, iar
T
[=101) =

Probleme propuse.

1. Determinati imaginile urmatoarelor functii

Ramane deci sd descompunem fractia de sub integrald in fractii simple. Cum

s
521

LII(t)] = /O°° (1+x2)s(sz+x2)dx = /0°° szs_l {

]dx

() f(t) =2.
(b) f(t) =5e~*, g(t) = 3¢*, h(t) = 5e~* + 3¢%.
(c) f(t) =2sin3t, g(t) = 4cos6t, h(t) = 2sin3t — 4 cos 6t.
(d) f(t) =28, g(t) = 3t2, h(t) = 25 — 3¢~
2. Determinati originalele care corespund urmadtoarelor imagini
(@) F(s) =
(b) F(s) = %, G(s) = 5, H(s) %5 + 25
(c) F(s) = 251_5, G(s) = 4513
(d) F(s) = 537, G(s) = 535, H(S) = orpicaryy
() F(s) = 52, G(5) = 535, H(s) = torpiens)
(B F(s) = 255, G(s) = o255 Hs) = 255 — 255
(8) F(s) = 24, Gls) = g, Hs) = 25 + 255
(h) F(s) = 5%, G(s) = 25, H(s) = 225 — 275

3. Determinati originalele care corespund urmatoarelor imagini

(@) F(s) = zrasre-
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10.

11.

12.

13.

. Dacd f este in asa fel incat L[f(t)] =

(c) F(s) = m

. Rezolvati ecuatia

x'(t) +3x(t) = e !, cu conditia initiald x(0) = 0.

. Rezolvati ecuatia

: e x(0) =
x"(t) — 4x(t) = sin2t, cu conditiile initiale {x’

. Determinati urmdtoarele produse de convolutie.

(@) t*cost.
(b) €% xt.
(c) sint *sint.
Determinati originalul f care corespunde imaginii
s

F(s) = m

s+3
s2+4

. Rezolvati ecuatiile integrale

(a) x(t) =2+ /Ot(t ~ 1)x(1)dr.

(b) x(t) — /t(t —T)x(T)dT = t.
0

(c) x(t) = /tx(t — T) sin TdT.
0

t
Determinati £ { / Te_TdT}.
0

t .
Determinati £ [ / SdeT].
0 T
Rezolvati ecuatia integrodiferentiala

t
x'(t) = / x(7)cos(t —7)dr, cu conditia initiald x(0) = 1.
0

Determinati

25
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14.

15.

16.

17.

(a) L[t(3sin2t —2cos3t)].
(b) L[e* (4t + 3sin3t)].

(c) Lle~*sin?t].
(d) L[te* sin3t].
(e) L[chtsin3t]

Rezolvati ecuatia diferentiala cu coeficienti neconstanti

tx'"(t) — tx'(t) + x(t) = 2, cu conditiile initiale x(0) =2
x'(0) =4

Rezolvati ecuatia cu derivate partiale

o%u du

W(t,x) = W(t,x), pentrut > 0,x € R

cu conditiile initiale

0
u(0,x) = 3x, a—L;(O,x) =sin2x, x> 0.
Determinati
[= / te 2! sin tdt.
0
Determinati

dt

/°° Cos 6t — cos 4t
0 t
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