1 Fie f: R®> = R, f(x,y,z) = xy + xz + yz. Calculati

d 2, 1., 2
d—gu,z,—n, §=2T—7+%

Creste f intr-o vecindtate a lui M(1,2, —1) dupd directia lui U, sau scade dupd aceastd directie?

Solutie
Observam cd ||7]| = 1. Are loc atunci egalitatea
df _of of of
da(x,y,z) =30 (x,y,z)v1 + 3y (x,y,2)v2 + 52 (x,y,2)vs,
unde
U= g?— 1*—Fg%—v T+ 037 + vsk
T3 T/ Tt T e et
Deoarece

d d d
—(xy+xz+yz)=y+z, —(xy+xz+yz)=x+2z, —(xy+xz+yz)=x+y,

ox oy 0z
urmeaza ca
df 2 1 2 1
d—ﬁ(xfy,z) = (y ‘|‘Z)§ —(x +Z)§ + (x +y)§ = g(x +4y +z),
de unde
df 8
12,-1) =7,
af N . . e e
Deoarece %,(1, 2,—1) > 0, f creste intr-o vecinitate a lui M(1,2, —1) dupa directia lui
7.

2 Rezolvati ecuatia diferentiald liniard neomogend cu coeficienti constanti
X" (t) 4 x"(t) — 8x(t) — 12x(t) = 32¢%.

Solutie
Ecuatia datd este o ecuatie neomogend. Rezolvdm mai intdi ecuatia omogena

x"'(t) + x"(t) — 8x'(t) — 12x(t) = 0.

Ecuatia caracteristici atasatd este A3 + A2 — 81 — 12 = 0, cu rddécinile reale A\ = A, =
—2, A3 = 3. Solutia ecuatiei omogene este atunci

xo(t) = Cie " + Cote ™ + Ce™.



Intrucat membrul drept este o exponentiald, cdutdm solutia particulard a ecuatiei
neomogene xp(f) de forma
xp(t) = Ctle?,

unde [ este ordinul de multiplicitate al lui 2 ca raddcind a ecuatiei caracteristice. Cum
2 nu este radacina a ecuatiei caracteristice, urmeaza ca [ = 0, iar xp(t) = Ce*,

Pentru a determina C, inlocuim xp(#) in ecuatia initiald, obtindnd ca
(Ce2t)/// + (CeZt)// _ S(CeZt)/ _ 12C82t — 32€2t

— 8Ce* +4Ce* — 16Ce* — 12Ce* = 16¢* = —16Ce* =32¢" — C = —2.

Atunci

x(t) = xn(t) = xo(t) + xp(t) = Cre 2 + Cote 2 + Cze®t — 26*.

3 Rezolvati ecuatia diferentiali liniard neomogend cu coeficienti constanti
X" (t) —4x"" (t) + ' (t) 4+ 6x(t) = £ + 1.

Solutie
Ecuatia datd este o ecuatie neomogend. Rezolvdm mai intdi ecuatia omogena

x"(t) — 4x"" (t) + x'(t) + 6x(t) = 0.

Ecuatia caracteristici atasatd este A3 — 412 + A 4 6 = 0, cu radicinile reale A; = —1,
Ay =2, A3 = 3. Solutia ecuatiei omogene este atunci

xo(t) = Cre™F + Coe® + Cze™.

Intrucat membrul drept este un polinom, cdutdm solutia particulara a ecuatiei neo-
mogene xp(f) de forma
xp(t) = #Q(t),
unde [ este ordinul de multiplicitate al lui 0 ca raddcind a ecuatiei caracteristice, iar
Q este un polinom de grad 2, la fel ca si > + 1. Cum 0 nu este rddicina a ecuatiei
caracteristice, urmeazad ca | = 0, iar xp(t) = At?> + Bt + C.
Pentru a determina A, B, C, inlocuim xp(f) in ecuatia initiald, obtindnd c&

(A2 +Bt+C)" —4(AP 4+ Bt +C)" + (AP + Bt +C) + 6(AP +Bt+C) = > +1
= 0—4-2A+ (2At+B) +6(AP +Bt+C) =t* +1

1 1 7

2 . — 42 — - -

= 6AP +1(2A+6B) +6C—8A=F+1 = A=, L 5

Atunci

1
x(t) = xn(t) = xo(t) + xp(t) = Cre™t + Coe? + Czet + 6t2 ST



4 Rezolvati ecuatia diferentiald neomogend
X" () — 5x'(t) + 4x(t) = 2%

cu datele initiale

Solutie
Ecuatia datd este o ecuatie neomogena. Rezolvam mai intai ecuatia omogena

x"(t) — 5x'(t) + 4x(t) = 0.

Ecuatia caracteristici atasatd este A> — 51 + 4 = 0, cu radicinile reale distincte A = 1,
Ay = 4. Solutia ecuatiei omogene este atunci

xo(t) = Cief + Cpe.

Intrucat membrul drept este o exponentiald, ciutdm solutia particulard a ecuatiei
neomogene xp(t) de forma
xp(t) = Ctle™,
unde [ este ordinul de multiplicitate al lui 3 ca raddcind a ecuatiei caracteristice. Cum

3 nu este radacina a ecuatiei caracteristice, urmeaza ca [ = 0, iar xp(t) = Ce®*,
Pentru a determina C, inlocuim xp(t) in ecuatia initiald, obtinand ca

(Ce*)" —5(Ce) +4Ce® = 6e* = 9Ce> — 53¢ +4Ce> = 2¢*
— —2Ce =20 = C=-1.

Atunci
x(t) = xN(t) = XO(t) + XP(t) = Clet + C2€4t — &t

x(0) = C; + C; — 1. Observam de asemenea ci x'(t) = Cyef + 4Coe*" — 3¢%, de unde
pentru t = 0 obtinem cd x’(0) = C; + 4C;, — 3. Din conditiile initiale obtinem sistemul
{ C1+C—1=2

, cu solutiile C; = 2, C, = 1. Atunci solutia ecuatiei date este
C14+4C, —3=3

x(t) = 2¢' + et — 3.

5 Rezolvati sistemul de ecuatii diferentiale { *
y



4

Solutie
Deoarece y(t) = x'(t) — 2x(t), inlocuind in cea de-a doua ecuatie obtinem ca
(x'(t) —2x(t)) = x(t) + 2(x'(t) — 2x(t)) = x"(t) —2x'(t) = x(¢) + 2x/(t) — 4x(¢t)
— x”(t) — 4x/(t) +3x(t) = 0.
Ecuatia caracteristicd asociatd este A2 —4A +3 = 0, cu ridicinile A; = 1, A, = 3.

Atunci
x(t) = Cre' + Cpe®.

Cum y(t) = x'(t) — 2x(t), urmeaza ca

y(t) = (Cret + Coe®)' — 2(Cel + Coe®) = Cref +3Ce% — 2C et — 2Cpe™
= —Clet + Cze3t.

L : . e 2n 41 : -
6 Precizati multimea de convergentd a seriei de puteri Z nz——_::lxn' Este seria numericd
n=0
2 2n+1[/7\" . ) o
Z 21\ convergentd, sau divergenti?
n=0 ne+
Solutie

Determindm mai intdi raza de convergenta a seriei de puteri. Fie

2(n+1)+1
= lim [@n ] _ lim —(n+1)2+1‘ = lim 2n+3 . n +1
P=il% o]~ noe 2721-1—1’ Toaseon?4+2n+2 2n41
n“+1

 2n+4+3n4+2n+3
= lim =1
n—eco 213 4+ 5n2 + 6m + 2

7

de unde 1
R==-=1.

p
Urmeaza cd raza de convergenta a seriei este R = 1 iar intervalul de convergentd este
(-R,R) = (—1,1).
Pentru a determina intreaga multime de convergentd, este necesar sa studiem sep-
arat capetele acestui interval.

> 1
Pentru x = 1, seria initiala devine Z , care este divergentd, intrucat are

2
—on+1
, L e 2n &2 , y
aceeasl natura cu Z — = Z —, care este divergenta.
n=0 " n=0
o e 2n+1 " y
Pentru x = —1, seria initiald devine ) = 1 (—1)", care este convergentd, con-
n
n=0

form criteriului lui Leibniz.
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De aici, multimea de convergenta a seriei este M = [—1,1). Intrucat % ¢ M,
= 2n+1 (7

urmeaza ca seria —— | =
=n2+1\4

n
) este divergenta.

7 Precizati punctele de extrem ale functiei f : R> — R, f(x,y) = x3 +y® — 3xy si natura
acestora.

Solutie
Determindm mai intai punctele critice ale lui f egaldnd derivatele partiale ale lui f cu
0.

3y> —3x =0 2

d

—(x®4+1y® —3xy) =0 392 — 3y = 0 _ .2

ax {x y {y x
x =y

0
@(Jﬁ +1y®—3xy) =0
De aici,

4

2)2 = x=x" = x€{0,1},

x=(x
iar punctele critice sunt O(0,0) si A(1,1).
Verificdm dacd acestea sunt (sau nu) puncte de extrem. In acest scop, determindm
natura diferentialei de ordinul al doilea, privitd ca formd pdtraticd, in aceste puncte.
Avem cd

A’ f(x )—az—f(x )(dx)2-|-2az—f(x )dxd —|—£(x ) (dy)?
Y= g\ dxay Y Y o2 YNGY )
iar
92 Jd o d
G g e
Pf _9,9f, D .9 _
axay—a(@)—g@y —3x)=-3
Pf 9 9f, 9 ., _
a—yz—@(@)—@@y —3x) = 6y,
de unde

d*f(x,y) = 6x(dx)* — 6dxdy + 6y(dy)>.
Urmeaza ca
d*£(0,0) = —6dxdy, d*f(1,1) = 6(dx)? — 6dxdy + 6(dy)>.
Sa notdim dx = u, dy = v. In aceste conditii,

dzf(O, 0) = —6uv,



putand lua atat valori negative (de exemplu, pentru u = v = 1), cat si valori pozitive
(de exemplu, pentru u = 1,0 = —1). Urmeaza cd d*f(0,0) este nedefinita, iar O(0,0)
nu este punct de extrem. De asemenea,

1
d’f(1,1) = 6u® — 6uv + 6v* = 6(u> —uv +v*) =6 [(u - Ev)2 + 202} ,

deci d?f(1,1) este pozitiv definits, iar A(1,1) este punct de minim local.

8 Determinati

/lnxdx,x € (0,00).

Solutie

Intrucat In x este o functie inversd, mai greu de scris direct ca o derivatd, incercdm sa
scriem cealaltid functie de sub integrald (adica functia constantd 1) ca o derivata. Cum 1
se poate scrie ca o derivatd sub forma 1 = x/, urmeaza ci

/lnxdx: /x'lnxdx: xlnx—/x(lnx)’dx = xlnx—/x-%dx

:xlnx—/ldx:xlnx—x+c:x(lnx—1)+C.

9 Determinati

o [T,
1+ sin“x

Solutie
Cum cos x se scrie ca o derivatd sub forma cos x = (sin x)’, urmeaza ca

X inx)’
co§ dx= (sm' )2 ix,
1+ sin“x 1+ sin“x

observandu-se ca sin x se repetd sub integrald. Notdm u = sinx. Atunci
du = (sinx)'dx = cos xdx.

Asociem integralei initiale integrala

1
= /mdu,

obtinutd prin inlocuirea lui u si du. Cum J; = arctgu + C, revenind la variabila initiala
prin inlocuire urmeazd ca
I} = arctg(sinx) + C.



10 Determinati
t
/ arctgx ,
0

1+x2

Solutie
Are loc egalitatea

arctg x 1 1
dx = [ arctgx-
/0 T2 | arctgx - ——dx

Notand u = arctg x, obtinem ca
1

du = (arctg x)'dx = 1+—x2dx'

Calculdm noile limite de integrare, inlocuindu-le pe cele vechi in schimbarea de vari-

abila. Astfel,
x=0 = u=arctg0 =0

N

x=1 = u=arctgl =

Inlocuind du si u (in aceasts ordine), urmeaza ci
2

/ arctgxd —/4udu:u—
0 0 2

1+ x?

00 1
11 Studiati convergenta inteQralei / ——dx
H convergenta niegratet || a1
1 — % pentru x — oo,

Solutie
Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui iy

alegem p = 2. Atunci
By = W—,}gﬂox —,}5& 5 -l
1 + x4 Xt
Cumyp =2 > 1, urmeaza ci / —dx este convergentd.
p L Vg1 &
o0 ﬁ
12 Studiati convergenta inte mlei/ ————=dx.
! genta integ 1 x>4+2x+3
Solutie
Deoarece integrandul are comportarea aproximativa a lui ‘/—3 = L pentru x — oo,
X x2

alegem p = g—’ Atunci
3

5 Vxoo lim X

li > v @@ — -
meoy x3+2x+3 x1—>oox3—|—2x—|—3

X—0

=1¢€(0,00).

%) ﬁ
Deoarece p = 2 > 1, urmeaza cd integrala / —————dx este convergenta.
P=2 & 1 x34+2x+3 &



8

1 1
13 Studiai tegralei [y
3 Studiati convergenta integralei T X
Solutie
Deoarece

1 1 p 1 1 p
/0 5x2 — x3 x—/o x2(5 — x) o

urmeazd cd x = 0 este punct singular pentru integrand (cealaltd raddcind a numitoru-
lui, x = 5, nu apartine intervalului de integrare). Deoarece termenul care anuleaza

numitorul in punctul singular, x?, are puterea 2, alegem p = 2. Atunci

1 1 1

lim(x — 02— — =i =~ ¢ (0,00).
xli}})(x 0) x2(5 — x) 5 —x 5° (0, )
x>0 x>0

1
Cum p =2 > 1, urmeaza cd integrala | ————dx este divergentd, cu valoarea +-oo.
0 5x% —x3

14 Fie cadmpul scalar
F:R® =R, F(xy,z)=x*—3x%yz+2xy.

Determinati grad F(x,y,z) si grad F(2,1,—1).

Solutie
Au loc egalitatile
oF L OF L OF >
grad F(x,,2) = §-(0,9,201+ (09,27 + G- (o 2)k
_ 94 2 -, 0 4 2 >
= g(x 3x“yz + 2xy)T+ @(x 3x°yz + 2xy)]
+ %(x4 — 3x2%yz + 2xy)k
= (4x® — 6xyz + 2y)7+ (—3xz 4 2x)7 — 3x%yk.
De aici,

grad F(2,1,—1) = 467+ 16] — 12k.

15 Fie campul vectorial F : R® — V3,
F(x,y,2) = (¥ +2y2)7T+ (v* + 22x)7 + (2% + 2xy)k.

Determinati div ﬁ(x, Y,z), rot ﬁ(x, y,z),div ﬁ(l,O, —1), rot ﬁ(l,O, —1).



Solutie

Au loc egalitatile
div F(x,y,z) = i(x2 +2yz) + i(y2 + 2zx) + i(z2 +2xy) =2x 42y + 2z
o dx dy dz
=2(x+y+2z).

Rezulti de aici ci div F (1,0,—1) = 0. De asemenea,

7 7 k
" d d d
rot F(x,y,z) = e N e

x% +2yz y® +2zx 22 +2xy

—

d d 9 >
= — (2% +2xy)7T+ E(x2 +2yz)7+ —x(y2 + 2zx)k

ay 0
9, 5 > 9,5 L 0,5 S
—@(x +2yz)k—$(y —i—2zx)l—£(z +2xy)7
= 247+ 2y] + 22k — 22k — 2x7 — 2y7 = 0.

16 Fie campul vectorial F : R® — V3,
E(x,y,2) = (yz +42)7+ (xz 4+ 4y)7 + (xy + 4x)k.

Calculati rot F(x,y,z) si ardtati ci F este irotational,

Solutie
Au loc egalitatile
7 7 k
< 0 0 d
rot F(x,y,z) = oy @ e
yz+4z xz+4y xy +4x
= i(x +4x)7+ i( z+4z)7+ i(xz + 4y)k
~Jy 4 9z T ox 4

- %(yz +4z)k — %(xz +4y)7 — %(xy +4x)7
— X7+ (y+4)7+ 2k — 2k —x7— (y +4)7=0.
Rezultd de aici ci F este un cAmp vectorial irotational.
17 Fie cimpul vectorial F : R® — V3,
E(x,y,z) = (xy — 22%)7+ (4xz — y*)7+ (yz — 2x7)k.

Calculati div F(x, v, z) si ardtati ci F este solenoidal.
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Solutie
Au loc egalitatile

- ] 0 0
div F(x,y,z) = g(xy —222) + @(49@2 —yz) + E(yz —2x2) =y—2y+y=0.

Rezulta de aici cd F este un cdmp vectorial solenoidal.

18 Determinati lungimea curbei

X = acost
I':q y=asint, t€[0,2n], a,b > 0.
z = bt

Solutie
Lungimea curbei I" este datd de formula

= / 1ds.
r

Calculam acum elementul de lungime ds al curbei. Deoarece

dx = \/[x ()2 + [y ()2 + [2/(£)|2d¢ = |/ (~asin£)? + (acos )2 + b2dt = /a2 + D2dt,

urmeaza ca

27T 27T
_ / Va2 1 b2t = \/a2+b2/ 1dt = 270/a2 + b2.
0 0

19 Demonstrati ci valoarea integralei
/ﬂ (x* —yz)dx + (y° — zx)dy + (z* — xy)dz
AB
nu depinde de arcul care uneste A(1,2,3) si B(4,5,1) si calculati aceastd valoare.

Solutie
Demonstram mai intdi independenta de drum. Observam cd

7 7 k

7] ) P

e 3y 3 —@(z — )T+ o (x? —yR)+ o (y® — zx)k
2 3 4

X°—yz Yy’ —zx 25 —xy

3, 5 . 0,. }
(2 =y — (P — )T — (2 — )]

= —x1— y]—zk+zk—|—xz+y]—0
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valoarea integralei respective fiind independentd de drum. Pentru a calcula aceasta
valoare, alegem un drum format dintr-o succesiune de segmente paralele cu axele de
coordonate, anume

A(1,2,3) —— A1(4,2,3) —— A»(4,5,3) —— B(4,5,1).

x=t x=4 x=4
te[14] y=t y=>5
y=2 t€[2,5] z=1t
z=3 z=3 te[3,1]
dx =dt dx =0 dx =0
dy=0 dy = dt dy=0
dz=0 dz=0 dz = dt

Urmeaza ca

/A (x* —yz)dx + (y° — zx)dy + (z* — xy)dz

AB
= | (x?—y2)dx+ (v — zx)dy + (z* — xy)dz
AA
+ (x* —yz)dx + (y° — zx)dy + (z* — xy)dz
A Ay
+ [ (P —yz)dx + (° — zx)dy + (z* — xy)dz
A,B
i 5 1
:/ (£ — 6)dt+/ (£ — 12)dt+/ (t* —20)dt
1 2 3
2217
20

20 Calculati /A xdy + ydx, de-a lungul parabolei (P) : y = x?, intre A(1,1) si B(2,4).
AB

Solutie
Curba este datd sub forma explicitd. Pentru x = t, obtinem forma parametrica

— —t
AB: {x tz, t e [1,2] — dx:dt, dy=2tdt
y:

Atunci

2

2 2
/A xdy+ydx:/ (t-2t+t2)dt:/ 3t2dt =13 =7.
1 1

AB

1

21 Determinati

dxdy,
| xvaxay

unde D este domeniul limitat de parabola (P) : y = x? si dreapta (D) : y = 2x + 3.
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yie§ire=2 x+3
“"""“““““‘|“‘||‘|||||| Yintra re=X2
Solutie

Domeniul de integrare D este cel hasurat in figurd, observandu-se ca el este simplu
in raport cu Oy. Pentru calculul integralei, aplicim metoda de proiectie si sectiune. In
acest scop, determinam mai intdi punctele de intersectie (de fapt, sunt necesare doar
abscisele acestora).

w

Determinarea punctelor de intersectie se face rezolvand un sistem constituit din
ecuatiile parabolei si dreptei.

%43 = X" =2x4+3 = x*—2x—-3=0 = x;=—-1,x =3.
y:

Urmeaza cd domeniul de proiectie (pe Ox) este [—1, 3].

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paraleld la axa Oy printr-un
punct oarecare x din domeniul de sectiune. Observam ca punctul de “intrare” in D al
paralelei este situat pe parabola y = x?, in timp ce punctul de “iesire” este situat pe
dreapta y = 2x 4 3. Urmeaza ca

e 3 2x+3 i\ g
//nyxy—/_l(/x2 xyy) X.

Calculdm mai intdi integrala interioard, anume

2x+3
L = / xydy.
x2

Deoarece variabila de integrare este y, urmeaza ca
2x+3 2 2x+3
L =x / dy = x - =—
P 5

9 1
= i <4x2+6x—|—9—x4> =2x3 4 3x2 4+ Zx — =x°.
2 2 2 2

X
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De aici
3 9 x° 3 9x2 140\ P
T= [ (2834324 20— X ax= (2X 43X 28 2%
/_1(x+3x+2x 2>x <4+33+22 26) »
3
(Y4, 3,92 1 4 76
_<2x T TR )| T

22 Determinati / /D (x* +vy)dxdy, unde D este domeniul limitat de parabolele (P1) : y = x?
si (P2) :y? = x.

Yiesire™ \&

)’intrarezx2

wH

Solutie

Domeniul de integrare este cel hasurat in figura. Vom folosi metoda de proiectie si
sectiune. In acest scop, trebuie sa determindm mai intdi punctele de intersectie. Ob-
servam cd

_ .2
y=x

Punctele de intersectie sunt atunci O(0,0) si A(1,1). Urmeaza cd domeniul de proiectie
(pe Ox) este [0, 1].

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paralela la axa Oy printr-un
punct oarecare x din domeniul de sectiune. Observam ca punctul de “intrare” in D al
paralelei este situat pe parabola (P1) : y = x2, in timp ce punctul de “iesire” este situat
pe parabola (P2) : y?> = x (deci y = /%, tindnd seama de faptul c& acel y este pozitiv).

Urmeaza ca
1 Vx
//D(x2 +y)dxdy = /0 /2 (x* +y)dy | dx.
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Calculdm mai Intdi integrala interioard, anume

NE NE Jx Vx yzﬁ
11:/ (x2+y)dy:/ xzdy+/ ydy = x%y | +Z
x2 2 2 X 2 |2
1 1 1 3
_ 2= a1 4_ _ 34
= x*\/x X ox—ox x2—i—2x X
Atunci
1 2 5\ |1
2 _ Pl 3 g (25 1 3 38
//D(x +y)dXdy_/o (x2+2x 2x>dx_(7x2+22 25 ) |, 140

23 Determinati aria domeniului
D={(xy);x<y<2x,1<x<3}.

Solutie
Avem ca

aria (D) :/ ldxdy,
D

domeniul D fiind cel hasurat in figura. Vom folosi metoda de proiectie si sectiune. In

Ty

Yiegire=2X

Yintrare=X

w

acest scop, si observam cd domeniul de proiectie (pe Ox) este [1, 3], conform enuntului
problemei.

Pentru a determina domeniul de sectiune, ducem o paraleld la axa Oy printr-un
punct oarecare x din domeniul de sectiune. Observdm ca punctul de “intrare” in D al
paralelei este situat pe dreapta (D1) : y = x, in timp ce punctul de “iesire” este situat
pe dreapta (D2) : y = 2x. Urmeaz4 c&

// 1dxdy = / ( / 1dy)
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Calculdm mai Intdi integrala interioard, anume

2x
=2x—x = X.
X

2x
L = ldy =y

X

Atunci

=4.

1dxd 3d 123
//D xy—/lxx—ix

24 Determinati // e*(szryZ)dxdy, unde D = {(x,y);1 < x*+y*> <4,x,y > 0}.
D

A)f

- 5
L/

Solutie

Domeniul de integrare este cel hagurat in figurd. Cercul interior, de ecuatie x> + y> =
1, are centrul in O(0,0) si raza 1, iar cercul exterior, de ecuatie x2 4+ y2 = 4, are centrul
in O(0,0) si raza 2. Vom folosi coordonate polare.

= 6
{x eS8 e, 6e(0l), drdy=pdods.
Yy = psinf 2

Atunci

// (x —I—y dxdy // —(p cos29+p sin 9)pdpd9 _ // 6 pzpdpd()
12 E

2

:(/1 pe_pdp)~(/0 1d9):11-12.

2 2 1 2 2 1 2 2
_ 1Y _ [y _ 2\ ,—p
11—/1 pe dp— /1 2p€ dp——/l (p )e dp.

Observam ci
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Cu schimbarea de variabild u = p? si notand ca
p=1= u=1 p=2 = u=4,

obtinem

1 4 _, le "
—5/16 =33
3 T
12_/0 10 =7,
+ o w1l 1
// X y)d.X'dy Il IZ—Z(——6—4)

25 Cu ajutorul formulei Riemann-Green, calculati / (y* — y)dx + (2xy + x)dy, unde T este
r

De asemenea

iar

cercul cu centrul in origine si de razd 2, parcurs in sens pozitiv.

Solutie
Observam cd sunt indeplinite ipotezele formulei Riemann-Green. Urmeaza cd

G

unde D este discul determinat de I'. Atunci

d

B

—y 2xy+ X xay,

/(y —y)dx + (2xy + x)dy = //( 2xy—|—x)—%(y —y))dxdy

—// (2y+1)— 2y —1))dxdy = // 2dxdy

=2// dxdy = 2aria(D) = 2 - m2% = 87t
D

26 Determinati /// zdxdydz, unde V = {(x,y,z); x> + y* + 22 < 1}.
v

Solutie
Domeniul de integrare este definit utilizand inegalitdti. Cazul de egalitate

S = {(x,y,z);x2+y2+z2 = 1}
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reprezintd o sferd cu centrul in originea O(0,0,0) si cu razd 1. Domeniul de integrare V
este atunci bila sferica determinatad de S (interiorul sferei S, la care se adauga S). Vom
folosi coordonate sferice

x = psin ¢ cos 6

y=psingsin® , dxdydz= 0% sin pdopd ¢d®,

Z=pCos @
cu

pel0,1, ¢e€l0,r], 6¢€]|0,2m).

Urmeaza ca

ddd:/// . 0% sin odpdpdo
///VZ raye [0,1]><[0,7r]><[0,27r]pcos¢ e
= 3 sin @ cos pdod dd
///[0,1]><[0,7r]><[0,27r]p ¢ Papee
= ([ o) - ([ smocosaue) - ([ 100)
=/, e | singcos pdg A
—L-L-L

Deoarece

Y Y AL 1 1 —cos2¢ |”
12—/0 sm(pcosqodgo—/o §s1n2godg0—§/0 stgodgo_E —

0

1
= — (cos2m —cos0) =0,

4
urmeaza ca / / / zdxdydz = 0.
v

27 Determinati / / / (x + y)dxdydz, unde
14

V= {(x,y,z);l §x2+y2 <9, xy<0,0<z< 1}.

Solutie
Domeniul este definit cu ajutorul unor inegalitati. Intrucat cazurile de egalitate,

(C1): {(x,y,z);l = xz—i—yz}, (C2): {(x,y,z);x2+y2 = 9},

reprezintd cilindri de rotatie cu generatoarea paraleld cu axa Oz, pentru calculul inte-
gralei vom folosi coordonate cilindrice,

X = pcosf
y=psin® , dxdydz = pdpdfdz,

zZ=2
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cu 3
pe[L,3, 0¢ln 7”], z € [0,1].

Urmeaza ca

ddd:// 6+ psin8)pdpdod
///V(ery) xdydz /[1,3“[”,32”“[0/1](5)(:05 + psin6)pdpd6dz

- ?(cos 0 + sin )dpdod
///[1,3}X[n,3§]x[0,1]p (cos 0 + sin 6)dpdfdz

_ (/13p2dp) : </7:2n(c089+sin9)d0) : (/Oldz)

1 S 1
- (sin @ — cos H)
0

0

3




