PLANE IN SPATIU. BREVIAR TEORETIC

Fie (P) un plan dat. Doi vectori nenuli necoliniari @ gi ¥ se numesc vectori directori
ai planului (P) daca dreptele suport a doi reprezentanti ai acestora sunt paralele cu
(P). Un vector nenul 77 se numeste vector normal la planul (P) daca dreapta suport a
unui reprezentant al sau este perpendiculara pe planul (P). Se numeste fascicul de plane

determinat de o dreapta data multimea tuturor planelor care contin acea dreapta.

Planul determinat de un punct dat si de un vector normal dat

Ecuatia vectoriald a planului determinat de My(7%) si vectorul normal 77 este
(P):(r—r1p) -1 =0,

unde 7y este vectorul de pozitie al punctului M, iar 7 este vectorul de pozitie al unui
punct curent din plan. Daca n = A+ By + Ck, My = Mo (z0, Y0, 20), ecuatia vectoriala

se poate scrie sub forma

(P):A(x —x0) + B(y —yo) + C(2 — 20) = 0.

Ecuatii parametrice ale planului

O ecuatie echivalenta cu ecuatia vectoriala este ecuatia parametrica vectoriala, sub forma
(P): 7 =7y +ti+ sv, t,s € R,

unde @, ¥ sunt vectori directori ai planului (P) (sau, echivalent, vectori nenuli necoliniari
si perpendiculari pe 7). Daca @ = w1t +ugJ+ugk, U = v174 v2)+ vk, ecuatia parametrica

vectoriala se poate proiecta pe coordonate sub forma ecuatiilor parametrice scalare

T =29+ tu; + su;
(P>3 Y = Yo + tug + Svy , t,s €R.

z = 2o+ tus + svs
Ecuatia carteziana generala a planului

(P): Az+ By+Cz+ D=0, unde A>+ B>+ C? > 0.

(A, B, C pot fi determinate cunoscand un vector normal).



Ecuatia unui plan determinat de trei puncte necoliniare

Ecuatia planului care trece prin punctele necoliniare M (x1, y1, 21), Ma(22, Yo, 22), M3(x3, y3, 23)
este
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Ecuatia planului prin taieturi
In situatia particulara in care M;(a,0,0), M5(0,b,0), M3(0,0, ¢) sunt intersectiile planului

cu axele, ecuatia de mai sus se reduce la

r Yy oz
P):—+Z24+-=1.
(P) a+b+c

Ecuatia normala (hessiana) a planului

Din ecuatia precedenta se poate deduce ecuatia normala a unui plan (P) care nu trece
—

prin origine. Daca OM este un vector normal la plan, unde O este originea reperului iar

M € (P), atunci ecuatia respectiva este
xcosa+ycos B+ zcosy —d =0,

. . . . H . H . v
unde «, [, v sunt cosinusurile directoare ale vectorului OM, iar d = ||OM]|| (adica d
este distanta de la origine la plan). Daca planul (P) trece prin origine, atunci ecuatia sa

normala este

xcosa +ycosf+ zcosy =0,

unde «, 3, v sunt cosinusurile directoare ale unui vector normal al sau.

Ecuatia planului determinat de un punct si doi vectori directori
Ecuatia planului determinat de Mo(xo, Yo, 20) $i vectorii directori @ = w17+ ugj) + U3E,

U = vt + v9] + v3k este
T—Zo Y—Y =~ %20
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Pozitii relative a doua plane

Fie planele

(P): Aix+ Biy+Ciz+ D1 =0
(P2) : Ay 4 Boy + Coz + Dy = 0.

Atunci un vector normal la (Py) este 11y = A7+ ByJ+ C’llg, in timp ce un vector normal
la (P,) este 7ig = Ao+ BoJ+ Cyk.

Paralelism sau coincidenta

Dreptele (P;), (P») sunt paralele sau coincid daca si numai daca vectorii lor normali 77,

19 sunt paraleli, adica
Ay By ()

Ay By Cy
Distinctia intre paralelism si coincidenta se face cu ajutorul lui D; si Ds. Daca

A B ¢ D
Ay By Cy Dy
planele (P;), (P;) coincid, iar daca
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planele (Py), (P2) sunt paralele. Daca egalitatea

A B Oy

Ay By Oy
nu are loc, planele (P}), (P;) se intersecteaza dupa o dreapta.
Perpendicularitate
Planele (P;), (P) sunt perpendiculare daca si numai daca 7i;, 7y sunt perpendiculari,
adica
iy -1y = 0 A1 Ay + B1By + C1C5 = 0.

Unghiul a doua plane

Fie planele

(Pl)lAll’—l-Bly—i-ClZ—l-Dl:O
(PQ)AQx—i—Bgy—i—ng—l—DQ:O



Atunci unghiul « dintre plane este egal cu unghiul § format de catre vectorii normali

m = A+ B+ .k si g = Ast'+ BT+ 021%’, sau cu suplementul acestuia, In situatia

in care unghiul vectorilor este obtuz, iar valoarea lui 3 se determina cu ajutorul formulei
i1 - Tio A1As + B1By 4+ C1C5

cosff=-———— = .
a7l /A2 + B? + C2/A% + B3 + C2

Distanta de la un punct la un plan

Fie planul (P) : Az + By + Cz + D = 0 si punctul My(xo, yo, 20). Atunci

o |Al‘0 + Byo + CZ() + D|

d(M07 (P)) m

Fascicul de plane
Fie dreapta (d) data ca intersectie a planelor (P;) : Ajx + Byy + C1z+ Dy = 0, (P) :
Aox + By + Coz + Dy = 0 sub forma

Alx—i—Bly—l—C’lz—i—Dl:O
A2$+B2y+CQZ+D2:O

Atunci ecuatia unui plan oarecare al fasciculului determinat de (d) este
a(Ajx+ Byy+ Ciz + Dy) + B(Asx + Boy + Coz + Dy) = 0, cua,BER, 0®+ 32 #0.
Ecuatia

(A1z + Biy + Ciz + Dy) + t(Asx + Boy + Cyz + Do) = 0, cut € R,
reprezinta ecuatia unui plan din fascicul distinct de (P), in timp ce ecuatia

t(A1x + Byy + C1z + D) + (Asx + Boy + Coz + Dy) = 0, cuteR,

reprezinta ecuatia unui plan din fascicul distinct de (P;).

Separarea spatiului in regiuni
Planul (P) : Ax + By + Cz + D = 0 separa spatiul in regiunile (semispatiile) (S;) :
Az + By + Cy+ Dz > 05i (S2) : Az + By + Cy + Dz < 0. Stabilirea sensului potrivit

unui semispatiu dat se face prin testarea unui punct din semispatiul in cauza.



