PRODUSE A DOI SI TREI VECTORI. BREVIAR TEORETIC

Fie V3 multimea tuturor vectorilor liberi asociati segmentelor orientate din spatiul
euclidian tridimensional E3. Doi vectori nenuli #,7 € V3 se numesc paraleli daca
au aceeasi directie, respectiv ortogonali daca directiile lor sunt perpendiculare. Prin
definitie, vectorul nul este coliniar cu oricare alt vector, respectiv ortogonal pe oricare
alt vector. Prin pr;U se noteaza proiectia vectorului 7 pe directia vectorului i, iar prin
pr, 7 se noteaza proiectia vectorului 7 pe planul .

Produsul scalar

Produsul scalar al vectorilor i, 7, notat ii - ¥, este scalarul definit prin
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\|iZ||||7]| cos (i,7) dacdii #0,7#0
0 daci it = 0sau @ = 0.
Consecinte
L. [ 9] < |i||a]], Vi, € Va.
2. it - i = ||it||?, Vil € V3.

Exprimare alternativd

i -0 = |if]|pr;7 = ||7||pryil.
Utilizare

Produsul scalar a doi vectori i, 7 este 0 dacd si numai daca vectorii i, ¥ sunt ortogonali.
Proprietiti de calcul

u ’
-0 =1l (kv) = kii - U, Vii, U € V3, Vk € R (omogenitate).

)
3.U- (01 +0p) =il-01+ -, Vil, 01,0, € V3 (distributivitate fatd de adunarea vectorilor).

~!
=l
I
!
1
Il
>l
>
Il
=
~!
L
Il
L
>l
I
>
=l
Il
o

Exprimare in coordonate

Dacad il = ui7+ upj+ usk, 7 = v17'+ va] + vsk, atunci

WU = U101 + Uy + U303. (2)



Produsul vectorial
Produsul vectorial al vectorilor i, 7, notat i x 7, este vectorul definit prin
— — /—»> i —_ =
|liZ]| ||7]| sin (i, 7)b  daca #, U sunt necoliniari

. (3)

0 daca i/, 7 sunt coliniari,
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unde b este un vector de lungime 1, perpendicular pe u si v, cu sensul dat de regula

burghiului drept.

Consecinti
1. JJid x || < |i||||7]|, Vi, T € V3.

Exprimare alternativd

ﬁxﬁzﬁxpr“?f,

unde & este un plan perpendicular pe .

Utilizare

Produsul vectorial a doi vectori i, U este 0 daca si numai daca vectorii if, 7 sunt coliniari.

Proprietiti de calcul
1.4 x = —0 x i, Vii,0 € V3 (antisimetrie).

2. (kit) x ¥ = il x (kv)) = kil x U, Vii,7 € V3, Vk € R (omogenitate).
3.Ux (01 +0p) =

rilor).
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X 01 + 1 X Uy, Vii, 01,02 € V3 (distributivitate fatd de adunarea vecto-

Interpretare geometrici
Norma |[|if x 7| reprezintd aria paralelogramului construit pe doi reprezentanti ai vec-

torilor i7 i ¥ aplicati in acelasi punct.

Produse vectoriale ale vectorilor bazei canonice
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Exprimare in coordonate

Dacd if = w17+ upj + usk, v = v17+ vp] + vsk, atunci

UX0= Uy up us|, (4)

01 02 U3

determinantul de mai sus fiind un determinant simbolic dezvoltabil dupa aceleasi reg-
uli ca si determinantii numerici.

Identitatea lui Lagrange
i x 8%+ (i 5)* = |[all||3]]*, Vi, € Vs.

Produsul mixt

Produsul mixt al vectorilor i, ¥, @, notat (i, ¥, @), este scalarul definit prin

(if,7,@) = ii - (T x ). (5)
Consecinti

L. |(,3,@)| < | |31, vis, 5,3 € Vs.

Utilizare

Produsul mixt a trei vectori i/, ¥, @ este 0 dacd si numai dacd vectorii i, 7, @ sunt copla-

nari.

Proprietiti de calcul

1. (i,7,w) = (J,0,i) = (0,i,0), Vii,7,® € V3 (invarianti la permutiri circulare).

2. (i,0,w) = —(0,u,®), Vil,d,® € V3 (schimbarea semnului dupi permutarea a doi vec-
tori)

3. (kii, d,w) = k(u,v,w), Vii, v, w € Vs(omogenitate).

4. (i) + 11r, 0, W) = (11,7, @) + (1,7, W), Yuy, thr, U, € Vj(aditivitate).
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Exprimare in coordonate

Daca i = u17+ u27+ usk, 7 = v17+ ”0274— v3k, W = w7+ ZUQT—‘F w3k, atunci

Ui Uy Ujs
(1,7,77,@?}): 01 0y 03] (6)

w1 Wy w3
Interpretare geometrici

Modulul | (i, 7, @) | reprezintd volumul paralelipipedului construit pe trei reprezentanti

ai vectorilor i, ¥ si @ aplicati in acelasi punct.

Dublul produs vectorial

Dublul produs vectorial # x (7 x @) al vectorilor i, U, W este vectorul

i w
ix@Fxd)=|_ _ _ _|=(i )7 (i 7). 7)
u-0 u-w

Consecintda
In general, i x (T x @) # (il x T) x @ (dublul produs vectorial nu este asociativ; pozitia
parantezelor este importantd). Are loc si relatia

-w v-w

(it X B) x @ = = (il - @) — (- D).

i U

Alte aplicatii in geometrie

Aria unui triunghi in spatiu

Fie My (x1,Y1,21), Ma(x2,y2,22), M3(x3,y3,23) puncte in spatiu. Atunci aria S p, pm,m,

a triunghiului My M;M3 este % din aria paralelogramului construit pe MM, M Ms.
Se obtine

2 2 2
y1 21 1 z1 x1 1 x1 y1 1

1
SAM MyM; = §||M1M2 X MiMz|| = 5 |2zl tlzmxal +inyl. (8)

y3 Z31 23 X31 X3 y31




Aria unui triunghi in plan
Fie My (x1,y1), Ma(x2,2), M3(x3,y3) puncte in plan. Cu ajutorul formulei de mai sus

se poate deduce cd aria Sy, MM, @ triunghiului My My M; este

1 X1 ]/1 1
SAM MM, = §||M1M2 x MiMs| = §| x2 y2 1] |- )

x3 Y3 1

Volumul unui tetraedru

Fie My (x1,y1,21), Ma(x2,y2,22), M3(x3,Y3,23), M4(x4, Y4, z4) puncte in spatiu. Atunci
volumul Vi, pm,Mm,Mm, al tetraedrului My My Mz My este % din volumul paralelipipedului
construit pe My My, M1 M3, M1 Mjy. Se obtine

x1 Y1 21 1
x2y2221|
x3y3231.
Xy Ya z4 1

1 1
VM, MyMsM, = 6|(M1M2’ MMz, MiMy)| = €| (10)




