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Asupra  unor  şiruri  de  integrale  
Iuliana  GEORGESCU 1   şi   Paul  GEORGESCU 2 

 
Articolul de faţă prezintă un mod de calcul al limitelor unor şiruri ( ) 1≥nnx de termen 

general ( )∫=
b

a

n
n dxxfx , cu f  satisfăcând anumite ipoteze ce vor fi precizate ulterior. În 

particular, se pot determina limitele şirurilor ( ) 1≥nna , ( ) 1≥nnb , ( ) 1≥nnc , ( ) 1≥nnd  de termen 

general ∫=
2/

0
sin

π
xdxa n

n , ∫=
2/

0
cos

π
xdxb n

n , ∫=
2/

0
tg

π
xdxa n

n , ∫=
e n

n xdxa
1

ln   .  

Insistăm mai întâi asupra unei soluţii eronate date în  [2] pentru faptul că 0lim =
∞→

nn
a . 

„Soluţie.“ Aplicând teorema de medie, ( )2/,0 π∈∃c  astfel încât   ∫ =
2/

0
sin

π
xdxn  

cnsin2 ⋅= π . Deoarece ( )1,0sin ∈c , avem 0sinlim =
∞→

cn
n

şi, deci, .0sinlim
2/

0
=∫∞→

π
xdxn

n
 

Totuşi, c  nu este constant, ci depinde de n , şi nu putem deduce  că .0sinlim =
∞→

cn
n

 

În cele ce urmează vom indica un mod de calcul al unor limite de acest tip. 
 
Teorema 1. Dacă [ ] [ ]1,0,: →baf  este continuă, iar ( ) [ ] ( ){ }1;, =∈= xfbaxfU este 

finită, atunci ( )∫ =
∞→

b

a

n
n

dxxf .0lim  

Demonstraţie. Presupunem că ( ) { }kxxxfU …,, 21=  şi fie 0>ε arbitrar, dar fixat. 

Considerăm ( )iii baI ,=  cu ii Ix ∈  şi  l ( ) ( )1/ +< kI i ε , ki ,1=  şi  l ( )iI  = lungimea 
intervalului iI  (daca ax =1 sau bxk = , atunci [ )111 , baI = , respectiv ( ]kkk baI ,= ).  

Fie [ ]∪
k

i
ii baD

1
1 ,

=

=  şi [ ] ( )∪
k

i
ii babaD

1
2 ,\,

=

= . Cum 2D  este o reuniune finită de 

intervale închise şi mărginite, şi f  este continuă, există ( )xfM
Dx 2

sup
∈

= , iar 1<M . De aici, 

rezultă că ( ) ( )∫ ⋅≤
2

2/
D

nn Mdxxf π . Deoarece ( ) 1≤xf , [ ]bax ,∈∀ , se deduce că 

( ) ( )∑∫
=

−≤
k

i
ii

D

n abdxxf
1

2/
1

π .  În consecinţă , ( ) ( ) ( )2/1/ πε nb

a

n Mkkdxxf ++≤∫ .  
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Alegând acum ( )ε0n  astfel încât ( ) ( ) ( )εεπ 0,1/2/ nnkM n ≥∀+<⋅ , se obţine că   

( ) ( ),, 0 εε nndxxf
b

a

n ≥∀<∫  deci ( )∫ =
∞→

b

a

n
n

dxxf .0lim  

Observaţia 1.  Ipoteza „ ( )fU  este finită” din enunţ poate fi înlocuită cu „ ( )fU  este 
Jordan neglijabilă”, teorema rămânând valabilă cu aceeaşi demonstraţie. 

Corolar 1.  Dacă [ ] [ ]1,0,: →baf  este continuă şi strict crescătoare (sau strict 

descrescătoare), iar ( ) 1=bf (respectiv ( ) 1=af ), atunci ( )∫ =
∞→

b

a

n
n

dxxf .0lim  

Demonstraţie.  Suntem în ipotezele teoremei , cu ( ) }{bfU = , respectiv ( ) }{afU = . 

Aplicaţia 1.  Are loc relaţia   0limlimlimlim ====
∞→∞→∞→∞→

nnnnnnnn
dcba . 

Soluţie.  Se aplică Corolarul 1, ţinându-se seama de monotonia funcţiilor de sub 
semnul de integrală. 

În cele ce vor urma vom nota cu ( )fD  mulţimea punctelor de discontinuitate ale unei 
funcţii f . Observăm că este valabilă deasemenea următoarea îmbunătăţire a Teoremei 1. 

Teorema 2. Dacă [ ] [ ]1,1,: −→baf , iar ( )fD  şi ( )fU  sunt Jordan-neglijabile, 

atunci ( )∫ =
∞→

b

a

n
n

dxxf 0lim . 

Demonstraţie.  Deoarece f este integrabilă Riemann, nff , şi nf sunt de asemenea 

integrabile Riemann. Fie acum 0>ε arbitrar, dar fixat.  Deoarece ( )fD  este Jordan-negli-

jabilă , *N∈∃k şi ( ) kiiI ≤≤1 astfel încât ( )iii baI ,= , ( ) ∪
k

i
kIfD

1=

⊂ şi ( )∑
=

<−
k

i
ii ab

1

2/ε . 

Notăm [ ]∪
k

i
ii baD

1
1 ,

=

= , [ ] ( )∪
k

i
ii babaD

1
2 ,\,

=

= . Mai departe, ( ) 2/
1

ε≤∫ dxxf
D

n , şi cum 

nf este continuă pe 2D , ( )∫
2D

n dxxf   se poate majora cu ajutorul Teoremei 1. Rezultă de 

aici că ( )∫ =
∞→

b

a

n

n
dxxf 0lim , deci ( )∫ =

∞→

b

a

n
n

dxxf .0lim  

Aplicaţia 2.  Fie 0>b , iar  ( ) ( ]






=

∈
=

0,0

,0,1sin

x

bx
xxf .  Atunci f este integrabilă 

Riemann,  iar   ( )∫ =
∞→

b

a

n
n

dxxf 0lim . 
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Soluţie.  Se observă că [ ]bxf ,0,11 ∈∀≤≤−  şi ( ) { }0=fD . Atunci f  este 
integrabilă Riemann, conform criteriului Lebesgue de integrabilitate Riemann. Mai departe, 
( ) ( ){ }N∈+= kkfU ;122 π   este de măsură Jordan nulă şi se poate aplica Teorema 2. 

Observaţia 2.  Folosind noţiuni de teoria măsurii şi integralei Lebesgue, mai precis 
teorema lui Egorov, se poate demonstra următorul rezultat: 

Teorema 3.  Fie [ ] Ibaf →,: continuă, [ ] R→bag ,:  integrabilă Riemann şi 
( ) 1≥nng  un şir de funcţii continue, R→Ig n : , astfel încât ( )( ) ( ) [ ]baxxgxfg n ,∈∀→D , 

şi ( )( ) [ ]baxMxfg n ,, ∈∀≤D .  Atunci   ( )( ) ( )dxxgdxxfg
b

a

b

a
n ∫∫ →D . 

Aplicaţia 3. Pentru 0=a , 2π=b , ( ) [ )




=
∈

=
2,1

2,0,0
π
π

x
x

xg , ( ) n
n xxg = , ( ) xxf sin= , 

remarcând că sunt îndeplinite condiţiile Teoremei 3, iar ( ) 0
2

0
=∫ dxxg

π
, obţinem că 

0lim =
∞→

nn
a .  Analog deducem că   0limlimlim ===

∞→∞→∞→
nnnnnn

dcb . 

Aplicaţia 4  (V. Drulă şi I. Paralescu, Problema 24154,  G.M. 7-8/1999  ). Calculaţi: 

a) dx
xx

x
nn ∫ ++∞→

2

0 22 sinsin1
2sinlim

π
       b) ∫ ++∞→

2

0 2sinsin1
1lim

π
dx

xx nn
  . 

Soluţie.  Aplicăm Teorema 3.  Luăm  

a) 0=a , 2π=b , ( )
nn

xx
xxxg

++

−
=

2

2

1
12 , ( ) xxf sin=  , ( ) [ )







=

∈
+=

2,3/1

2,0,
sin1

2sin
2

π

π

x

x
x

x
xg  ,  

b) 0=a , 2π=b , ( )
nn

xx
xg

221
1
++

= , ( ) xxf sin= , ( ) [ )






=
∈+

=
2,,31

2,0,11 2

π
π

x
xxxg . 
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