Asupra unor siruri de integrale
Iuliana GEORGESCU' si Paul GEORGESCU*
Articolul de fatd prezintd un mod de calcul al limitelor unor siruri (xn )nzl de termen

b A
general x, :J. " (x)dx , cu f satisfacdnd anumite ipoteze ce vor fi precizate ulterior. In
a

particular, se pot determina limitele sirurilor (an )nZl , (bn )n21 , (cn )nZl , (dn )nZl de termen
Tl2 /2 /2 e

general a, :J. sin” xdx, b, :J. cos” xdx , a, :‘[ tg” xdx , a, :J. In" xdx .
0 0 0 1

Insistdm mai intai asupra unei solutii eronate date in [2] pentru faptul cad lim a, =0.

n—0
. . /2 n
»Solutie. Aplicand teorema de medie, 3¢ € (O, 7/ 2) astfel incat J. sin” xdx =
0
- n . . - n . . . /2 - n
=7/2-sin" ¢ . Deoarece sinc € (0,1), avem lim sin” ¢ =0 si, deci, lim sin” xdx = 0.
n—o n—ow J0

Totusi, ¢ nu este constant, ci depinde de 7, si nu putem deduce ca lim sin” ¢ =0.

n—>00
in cele ce urmeazi vom indica un mod de calcul al unor limite de acest tip.

Teorema 1. Daca f: [a,b] - [0,1] este continud, iar U (f )= {x € [a,b]; 1 (x)=1}este
finita, atunci lim jh " (x)dx =0.
n—w da
Demonstratie. Presupunem ca U (f ): {xl,xz,...xk} si fie ¢ >0 arbitrar, dar fixat.
Consideram 1, =(a;,b,) cu x, €I, si l([l-)< elk +1), i=1k si I(]i) = lungimea
intervalului /; (daca x; =asau x;, =b,atunci /, = [al,bl), respectiv [, :(ak,bk]).
k k
Fie D, :U[a,-,b,-] si D, :[a,b]\U(a,-,b,-). Cum D, este o reuniune finitd de
i=1 i=1

intervale inchise si marginite, §i f este continua, existd M = sup f (x) ,iar M <1. De aici,
xeD,

rezultd cd jf”(x)deM”~(7r/2) . Deoarece f(x)<1, Vx ela,b], se deduce ci
D,

k
g”(x)dx SZ(bl- —a; Jr/2. In consecinti, '[bf"(x)dx <ke/(k +1)+M"(z/2).
! i=1 a
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Alegand acum n, (&) astfel incat M " -(z/2)< & /(k +1), Vn > ny(s), se obtine ca
Ibf ”(x )ix <g Vn2 no(g), deci lim .[b f"(x)dx =0.
a n—w Jda

Observatia 1. Ipoteza ,,U ( f) este finitd” din enunt poate fi inlocuita cu ,,U ( f) este
Jordan neglijabila”, teorema rdmanand valabilad cu aceeasi demonstratie.

Corolar 1. Daca f: [a,b] - [0,1] este continud §i strict crescdtoare (sau strict
b
descrescatoare), iar f (b) =1(respectiv f (a) =1), atunci lim J. f" (x)dx =0.
n—w Jda
Demonstratie. Suntem in ipotezele teoremei, cu U (f ): {b}, respectiv U (f ): {a} .

Aplicatia 1. Are loc relatia lima, =limb, = limc, =limd, =0.
n—o n—»o0 n—o n—o0

Solutie. Se aplicd Corolarul 1, tindndu-se seama de monotonia functiilor de sub
semnul de integrala.

in cele ce vor urma vom nota cu D( f ) multimea punctelor de discontinuitate ale unei

functii f . Observam ca este valabila deasemenea urmatoarea imbunatatire a Teoremei 1.
Teorema 2. Daca f : [a,b]—) [— 1, l], iar D(lf |) Si U(lf |) sunt Jordan-neglijabile,

atunci lim bf" (x)dx =0.

n—w Ja
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Demonstratie. Deoarece f este integrabild Riemann, ]f |, f"si |f| sunt de asemenea

integrabile Riemann. Fie acum ¢ > 0 arbitrar, dar fixat. Deoarece D(lf |) este Jordan-negli-
k k
jabila , 3k € N"si (1), astfel incat 1, =(a;,b;), D(f])< | J1s si Y (b, —a;)<e/2.
i=1 i=1
k k
Notam D, :U[a,-,bl-], D, :[a,b]\U(al-,bl-). Mai departe, j [F]" (e )dx <e/2, si cum
i=1 i=1 D
|f |” este continud pe D,, J-f i (x)dx se poate majora cu ajutorul Teoremei 1. Rezulta de
D2
.. . b n . . b
aicicd lim J. 7] (x Mx =0, deci lim | f"(x)dx =0.

n—>0 n—x0 Ja

0,5]
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Aplicatia 2. Fie b>0, iar f(x)z s1n;,xe( Atunci [ este integrabild

b
Riemann, iar lim | f"(x)dx=0.

n—w da
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Solutie. Se observa ci —1<f <1, Vx €[0,b] si D(lf' |): {0} . Atunci f este
integrabila Riemann, conform criteriului Lebesgue de integrabilitate Riemann. Mai departe,
U (lf |): {2/ (2k + 1)72'; k e N} este de masura Jordan nula si se poate aplica Teorema 2.

Observatia 2. Folosind notiuni de teoria masurii si integralei Lebesgue, mai precis
teorema lui Egorov, se poate demonstra urmatorul rezultat:

Teorema 3. Fie f: [a,b]% I continua, g: [a,b] — R integrabila Riemann i
(gn )nZl un gir de functii continue, g, 11 — R, astfel incat (gn Of)(x)—> g(x) Vx e [a, b],

si |(gn of )(xXSM, Vx € [a,b]. Atunci J.b(gn of)(x)dx—)J.ljg(x)fx.

0, xe0,7/2)

Aplicatia 3. Pentru a=0,b=7r/2,g(x):{1 /2 ,g,,(x)zx" ,f(x)zsinx,
, X=1

7/2
remarcand cd sunt indeplinite conditiile Teoremei 3, iar J. g(x)dx:O, obtinem ca
0

lima, =0. Analogdeducemca limb, =limc, =limd, =0.
n—o n—o n—o n—w
Aplicatia 4 (V. Drula si I. Paralescu, Problema 24154, G.M. 7-8/1999 ). Calculati:
7/2 i /2
a) lim - 2x ——dx  b)lim %dx .
n=>0Jd0  ]+gin” x+sin”" x n—>0J0  ]+ginx+sin”" x
Solutie. Aplicam Teorema 3. Luam

3 2xy1— x> X %,xe[O,zr/Z)

,](x)zsinx ,g(x): 1+sin” x s

a) a=0,b=7/2, g,(x)

- 2 n
1+x° +x 1/3, x=r/2
1 ) l/l+x2 xe[O 7Z/2)
b :0’ b= 2, » =, = 5 = s > .
) a 7/2, g (x) 122 452" f(x) s x g(x) {1/3, ,X=7/2
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