CHESTIUNI METODICE

O metoda de demonstrare a concurentei unor drepte
Gabriel POPA, Paul GEORGESCU!

Vom exemplifica in cele ce urmeaza aplicabilitatea unei metode de demonstrare a
concurentei unor drepte, prea putin utilizatd in contextul introducerii noii programe
scolare de geometrie.

Date doud puncte A, B avand vectorii de pozitie 74 i respectiv g, vectorul de
pozitie al unui punct al dreptei AB este de forma

T =ANa+(1—N)7g, AER

(ecuatia vectoriald a dreptei AB). Avand o dreaptd atagatd unui triunghi, vectorul de
pozitie al unui punct curent M al siu poate fi exprimat functie de vectorii de pozitie
ai varfurilor i de un parametru real A. Considerand inci o dreaptd (cu parametrul
notat u), pentru a afla punctul comun celor dou# drepte vom avea de rezolvat un
sistem liniar in A si .

Dacd dorim s& probim concurenta a trei drepte, le vom intersecta doud céate
doud si vom urmdri dacd vectorii de pozitie ai punctelor obtinute coincid. Metoda
presupune, in general, un important volum de calcule, insi este "sigurd" si permite,
in plus fatd de alte metode, pozitionarea punctului de concurenta.

Problema 1. Fie ABC un triunghi si M, N € (BC), P,Q € (AC), R,S € (AB)
puncte astfel incit BM = CN = CP = AQ = AR = BS =z, unde 0 < 2z <
<min{AB, BC,CA}. Dacd Ay, By, C sunt respectiv mijloacele segmentelor (SP),
(RN), (MQ), ardtati cd dreptele AA;, BBy, CCy sunt concurente.

Constantin Cocea

S S T
Solutie. Punctul S imparte segmentul orientat BA in raportul I = — ;
c—x
atunci
. c—zx |, T c—x T
rs = |:7‘B+ ’I"A:| = B+ —T4 .
c c—x c c
- — T, €T, . .
Analog, 7p = o + pras atunci
- 1(_,+#) z(b+c) L% er—x_,
74, == (Fs+7p) = T 7 To .
dnT e T 2%c 4T 2 P2 €
Vectorul de pozitie al unui punct curent X al dreptei AA; va fi

Az (b+c¢) AMe—z), Ab—2x),
2bc 2c "B+ % ¢

unde A € R. Cu totul analog, vectorul de pozitie al unui punct curent Y al dreptei
BB1 va fi

FX:)\FAl-I-(l—)\)FA:[ +(1—/\)]FA+

pla—z)

R —x) +
p(c—x) i {uw (a+¢) P
2a

= 1 - 7
v 2c 2ac + ,u)] Bt
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Intersectia celor dou& drepte se obtine rezolvand sistemul

Az (b+c) w(c—x)
/\(ch) +(1(_/\):) 2c
c—T pnx (a+c
2c - 2ac 1 —n)
Ab—z) pla—x)
20 2a
Sistemul este compatibil determinat, cu solutia
_ 2bc (a — x) _
~ 22(a+b+c)— 2z (ab+ be+ ac) + 3abc’
2ac (b — )

=22 (a+b+c)—2x(ab+ be+ ac) + 3abe
Punctul comun al dreptelor AA; si BB; este T, unde
1
22 (a+b+c) — 2z (ab + be + ac) + 3abe
+b(a—x)(c—z)Fpt+cla—z)(b—2a)Fc] .
Scriind acum ecuatia vectoriald a dreptei C'Cy si afland intersectia acesteia cu AAj,
obtinem acelagi punct 7. Urmeazd cd AA;, BBy, CCy sunt concurente.

—

rr =

[a(b—2x)(c—x)Ta+

Observatii.

1) Calcule foarte asem#nitoare rezolvd problema L.25.a) din R.M.T.2/1990,
autor Constantin Cocea. Legat de punctul b) al acestei probleme, comparand
notele apdrute in R.M.T. numerele 2/1991 si 1/1996, putem observa cum uneori
calculul vectorial ajutd la simplificarea solutiilor (a se vedea si [4]).

2) In [6] se demonstreazi concurenta in&ltimilor i bisectoarelor unui triunghi
folosind aceastd metodd; aceste demonstratii au constituit punctul de plecare al ar-
ticolului de fata.

3) Calculele pot fi simplificate atunci cand, din considerente geometrice, intuim
anumite simetrii verificate de punctul de concurent.

Problema 2. Fie H ortocentrul AABC, M, N si P mijloacele laturilor [BC],
[CA] respectiv [AB], iar Ay € (AH), By € (BH), C; € (CH) astfel incdt

AA BB cc
Alf} = Blf} = Clhlf' Sd se arate cd dreptele AyM, ByN si C1 P sunt concurente.

Gabriel Popa, Paul Georgescu
Solutie. Raportdm planul la un reper cu originea in centrul cercului circumscris

A H
triunghiului si fie 74, g, Fo vectorii de pozitie ai varfurilor. Daci Ai‘l = k, atunci
1
S S S S, . 1. S
TH=TA+7TB+TC, 7"M=§(3+7“C)7
. 1 n k - 1 n 1
Fa, = 7 FA=T —F —c.
T I I

A
C#utdm un punct Q € (A1 M) astfel incat ﬁ = [, iar 7p sd se exprime simetric

QM
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functie de 74, 7B §i 7o :
7 —LF —l—LF -t a4+ i—i-L B+ i—i—L ol ;
CTIrr M T I M T T\ k) P2 TR )

l 1
pentru = +——=1&1= , obtinem cd 7o = (Fa + 75 + 7c). Analog,

2
2 1+k 1+k& 1+ 3k
ciutdm @' € (B1N) si Q" € (C1P) care si se exprime simetric functie de 74, 7 si

To; vom gisi ¢l Q' = Q" = @, deci cele trei drepte sunt concurente.

Problema 3. Laturile (AB), (BC), (AC) ale triunghiului ABC' sunt tangente
cercului inscris de centru I in punctele C1, A1 respectiv B1. Dacd By este mijlocul
laturii (AC), demonstrati cd dreptele B1I, A1Cy §i BBy sunt concurente.

Olimpiada Rep. Moldova

Solutie. Functie de vectorii de pozitie ai var-
furilor AABC, vectorii de pozitie ai punctelor care A
apar in problem& sunt:

. at+b—c_ +a+c—b_,

T T, TP 2¢O
. :b—l—a—cFA b+c_af'c'
! 2b 2b ’
. c+a—>b_ c+b—a_
O T AT Ty TR

—

a N
- a+b+cTA+a+b+cTB+a+b+cTC'

l

2:_ ., ¥ ; ¥
B 5 (Fa+T7Tc); 71

Fie X un punct pe I By; atunci
. . . Ab+a—c)  (1-=XNal
=A 1-XN)rr =
"X = Mgy (L= N7 { 2 atbtel AT

(1=XNb Alb+c—a) (1-=XNe] .
Era— , AeR
jLa—i—b—i—cTBjL 2b Jra—&—b—i—c e
Cautdm o valoare a lui A pentru care 7x si aibd o exprimare simetrica in 74 si 7¢,
deci

Ab+a—-c) (1-XNa AXb+c—a) (17)\)c<:>/\77L.
2b atbt+c 2b a+b+c - a+c
pentru aceastd valoare a lui A,
. at+c—0b_ b at+c—0b

rx =

2(a+c)TA+a—|—cTB+ 2(a—|—c)rc'

Fie acum Y punct pe A1C4; atunci

. . . c+a—1>b_
iy = pray, + (1= p) 7o = (1—p) ——7rat
+b— 1—p)(ctb—a)] . te—b)
p(a NI DIC a) TB+u(a c )rc.
2a 2c 2a

Cautand o valoare pentru pu astfel incat 7y sd aib& o exprimare simetricd in 74 §i 7¢,

obtinem p = si, pentru aceasts valoare,
a

+c
. a+c—0b_, b a+c—>b
= 2(a+c)rA+a+ch+ 2(@—&—6)7‘07
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N =

adicd Y = X. Si observam in final c&, datoritd simetriei in 74 si 7o, acest punct se
afld ¢i pe mediana BBs.

Probleme propuse

1. Fie G4, Gp, G¢, Gp centrele de greutete ale fetelor tetraedrului ABC D, iar
M un punct interior tetraedrului. Daci A’, B’, C’, D’ sunt situate respectiv pe

semidreptele (MG 4, (MG, (MG¢, (MGp, in exteriorul tetraedrului, astfel incat

MG MG MG MG
e ; =3 BB’ =G 5 =G DD” sd se arate cd dreptele AA’, BB', CC', DD’
A B c D

sunt concurente.

Gabriel Popa, Paul Georgescu

2. Fie ABC un triunghi inscris in cercul C, A, By, C1 punctele de pe C diametral
opuse varfurilor, iar G 4, G g, G¢ centrele de greutate ale triunghiurilor A; BC, B1C A,
respectiv C1 AB. Ar#tati cd dreptele AG 4, BG g, CG ¢ sunt concurente intr-un punct
situat pe dreapta lui Euler a AABC.

Gabriel Popa, Paul Georgescu

3. Fie M in interiorul AABC. Bisectoarele interioare ale unghiurilor B/JW\C,
CMA, AMB taie laturile [BC], [CA], respectiv [AB] in A;, By, respectiv Cy. S& se
arate cd AA;, BBy si CCy sunt concurente.

Gheorghe Neagu

4. Fie D, E, F punctele de tangentd ale cercului inscris in AABC cu laturile
[BC], [CA], respectiv [AB]. Paralela prin E la AB taie F.D in @, iar paralela prin
D la AB taie EF in T. S& se arate c& dreptele CF, DE gi T'()Q sunt concurente.

Marcel Chirita

5. Fie tetraedrul ABC'D si punctele M € (AB), N € (CD), P € (BC), Q € (AD)
AM DN BP AQ .. . B o

m = N—C, P_C = Q_D Notam {Al} = BNHDP, {Bl} = ANQCQ,
{C1} = BQNDM, {D;} = APNCM. Si se arate ci dreptele AA;, BBy, CCy si
DD sunt concurente.

astfel incat
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