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In cele ce urmeazi vom studia cateva proprietiti ale relatiei de ordine lexicografica
pe multimea S, a permutarilor de ordinul n gi vom preciza un mod de calcul al
numarului lexicografic de ordine asociat.

Dupéd cum este cunoscut, relatia de ordine lexicografici pe multimea S,, se de-
finegte in modul urmator.

Definitie. Date o si o’ € S,,, vom spune ci o precede lexicografic o’ $i vom nota
o <0’ dacd 3 19 € 1,n astfel incat o (i) = o’ (1), Vi € 1,39 — 1, iar o (ig) < o’ (ip)-
In raport cu aceastdl relatie de ordine, fiecirei permutiri din S, i se va putea
asocia un numadar de ordine cuprins intre 1 gi n!, care va fi numit in cele ce urmeaza
numarul lexicografic de ordine al acelei permutdri. De asemenea, dacid o € S,,
notdm cu m, (¢) numirul de inversiuni corespunzitoare pozitiei ¢ in permutarea o
sicusy, (i) ={c(i+1),0(i+2),...0(n)} multimea elementelor care-1 succed pe
o (4) in permutarea o.

Lema 1. Daci o, o' € S, atunci are loc echivalenta o < o' < Jig € 1,n in asa
fel incat my (1) = mys (3), Vi € 1,499 — 1, iar me (i9) < me (io).

Demonstratie. ,,=” Fie ig € 1,n in asa fel incat o (i) = o’ (i), Vi € 1,ip — 1,
iar o (ig) < o' (ip). In mod evident, m, (i) = mg (i), Vi € 1,49 — I, pentru ci
So (1) = s (1), Vi € 1,49 — 1, iar m, (i9) < My (ig) (prin trecerea pe pozitia ¢ la un
element mai mare se ,cagtigd” inversiuni).

,<=" Fie ip € I,n 1in asa fel incat m, (i) = me (i), Vi € 1,ig — 1, iar my, (io)
< my (ig). Deoarece m, (1) = mg (1), se obtine cd o (1) = ¢’ (1), stiind c& m, (1)
=n—o(1), my (1) =n—0o' (1) . Cu un rationament aseméngtor se obtine cd o (i) =
=0’ (1), Vi € 1,49 — 1, si deci sy (ig — 1) = 847 (ig — 1). Deoarece m, (ig) < mq (o),
rezultd evident cd o (i9) < o’ (io).

A

Observatia 1. Evident, m, (i) < n — 4. De asemenea, are loc inegalitatea

En: me (3) (n —3)! Szn: (n—1)(n—1)! gl de aici

i=k Z_kJ
n

> mg (1) (n—1)! <Z (n—i+ D) —=m—i)]=mn-k+1)!-1,Vk€T,n.
i=k
Notadm N (o) = 1+ Z me () (n —4)!. Conform observatiei anterioare,
i=1
1< N(o)<nl.
Lema 2. Are loc echivalem}a =<0 & N(o)<N(d).

Demonstratie. ,=" Fie ip € 1,n in asa fel incat o (i) = o’ (i), Vi € 1,ip — 1,
iar Urgio) < o' (ip). Atunci N (o’) — N (0) = [mo (310) me (i0)] (n —ip)! +
+ 2 me (@) —me ()] (n =) = (n—ig)l = > me (i) (n— i)l

1=ip+1 1=19+1

Conform Observatiei 1, N (6') — N (o) > 1.
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»<" Presupunem prin reducere la absurd c& 0’ < . Daci ¢/ = o, atunci N (o) =
= N (0/), absurd. Dacd ¢’ < o, atunci N (¢) < N (¢’), conform celor demonstrate
anterior, ceea ce este absurd.

Fie acam F : S, — 1,n!, Fy (o) = N (o). Conform Lemei 2, F este injectivi.
Deoarece card S,, = n! =card 1,n!, F} este bijectivad, si deoarece F} pastreaza or-
dinea lexicograficd (Lema 2), N (o) este chiar numérul lexicografic de ordine asociat
permutarii o. Se obtine deci urmétoarea

Teorema. Numdarul lexicografic de ordine asociat unei permutari o este

N(U)zl—i-;::lmg(i)(n—i)!.

Vom propune in continuare cateva aplicatii ale acestui rezultat.

Problema 1. Fie o, ¢/ € S, in asa fel incit my (i) = my (i), Vi € 1,n.
Demonstrati cd o = o’.

Solutie. Se observd cd N (o) = N (¢), deci o = o’.

Fie M, =0,n =1 x0,n—2 x ... x {0}.

Corolar. Functia Fy : S, — M, F»(0) = (ms (1),ms (2),...,ms (n)) este
injectiva.

Demonstratie. Evident, card S,, = card M,, = n!, iar F5 este injectiva conform
Lemei 2, deci in fapt este bijectiva.

Problema 2. Demonstrali ca pentru orice n-upla (ki,ka,...,k,) € N™ astfel
incat 0 < k; <n—1, Jo € S,, satisfacand m, (i) = k;, Vi € 1, n.

Solutie. Rezulta imediat din surjectivitatea lui F5.

Fie acum n € N*, n > 2, si k € N, 1 < k < n. Notdm cu A¥ multimea
tuturor aranjamentelor de cate n elemente luate cate k. Cu aceastd notatie, fiecarui
aranjament A € A privit ca o functie de la multimea 1,k la multimea 1,7, i se
poate asocia in mod natural multimea M (A) ce contine toate permutdrile o € S,
cu proprietatea ci o (i) = A (i), Vi € 1,k, iar 0 (i) € T,n\{A(1),A(2),...,A(k)},
Vi € k4 1,n. Evident, M (A) contine (n — k)! elemente cu numere lexicografice de
ordine asociate consecutive.

Pentru i € 1, k, notdm cu n4 (i) numarul elementelor din multimea T, n\{A (1),
A(2),...,A(i)} care sunt mai mari decat i. Evident, pentrun =k, na (i) = ma (3).

Relatia de ordine lexicografica definitd pe multimea S, se poate extinde in mod
evident si la multimea A¥. Aplicand rationamentul descris anterior, obtinem ca
numaérul lexicografic de ordine asociat unui aranjament A este

E
Na=14 5> mys (i) (n—9)!/ (n—k)!.
i=1

Observatia 2. Impreuni cu schita unei alte demonstratii, Teorema este mentio-
natd in [1] gi preluata in [2], f&r8 demonstratie si fard indicarea sursei originale.
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