ALGAD - DIMA - 2023

PROBLEME RECAPITULATIVE

Exercitiul 1. Se considerd urmditoarele matrice:

A:(l z),B—G 2>,c—<; 2) siD=

a) Calculati 2B+ 3C, A-B,B-Asi B-C.

N © =
S = DN
= N O

b) Calculati det(B), det(C) si det(D).

¢) Stabiliti daci matricele B, C si D sunt inversabile si, in caz afirmativ, determinati inversa matricei B.

Exercitiul 2. Rezolvati urmditoarele sisteme de ecuatii:

x+y+z==6 x+2y+3z=6
a) {x—y+z=2 b) ¢2x+5y+6z=13
x+y—z=20 3x+7y+9z=20

Exercitiul 3. Se considerd punctele A(1,1,1), B(2,3,4) si C(4,5,6).
a) Determinati coordonatele vectorilor 1@, ﬁ si R
b) Determinati | AB||, | BC|| si | AC|.
¢) Determinati < ﬁ,ﬁ >, z@ X /ﬁ si stabiliti daci AB L BC gi daci AB || AC.

d) Determinati ecuatia dreptei AB.

Exercitiul 4.
a) Demonstrati ci multimea B = {(2,1,1,1);(1,2,1,1); (1,1,2,1);(1,1,1,2) } reprezintii o bazii in R*.

b) Determinati coordonatele vectorului v = (7,6,6,6) in baza B.

Exercitiul 5. Se considerd T : R? — R? definit prin T(u) = T((uy,up)) = (2u + up, uy — uy), pentru orice u € R>.
a) Demonstrati ci T este un operator liniar de la R? la R?.

b) Determinati ker(T) si Im(T) si stabiliti daci T este injectiv/surjectiv/bijectiv.



ALGAD - DIMA - 2023

PROBLEME RECAPITULATIVE

Exercitiul 1. Se considerd urmditoarele matrice:

A:(l z),B—G 2>,c—<; 2) siD=

a) Calculati 2B+ 3C, A-B,B-Asi B-C.

N © =
S = DN
= N O

b) Calculati det(B), det(C) si det(D).

¢) Stabiliti daci matricele B, C si D sunt inversabile si, in caz afirmativ, determinati inversa matricei B.

Rezolvare:

a) Deoarece B € M5,»(R) si C € Mjy»(R), putem efectua (2B +3C) € Moy (R):
7
maacoa(? O) st 2)_ (4 0y, (3 6)_(4+3 0+6)_ 6\
1 2 3 6 2 4 9 18 24+9 4+18 11 22

Deoarece A € M142(R) si B € My »(R), atunci putem efectua A - B € Mj4»(R), insd nu putem
efectua B - A:

A-B=(1 2)(3 2>:<1~2+2~1 1:0+2:2) = (2+2 0+4) = (4 4).

Deoarece B € Mjy,»(R) si C € Mj«2(R), putem efectua B- C € My, »(R):

sc_ (20 1 2\ (21403 2.2+0-6\ (2 4
\1 2 36/ \1-1+2:3 1-2+2.6) \7 14)°

b) Avem:
2
det(B) = 0 =2.2-1-0=4-0=4,
1 2
1 2
det(C) = =16-2-3=6—-6=0
3 6
si

1 2
det(D) =10 1
2 0

— N O

=1-1-1+2-2-24+0-0-0-2-1-0-1-0-2-0-2-1=1+8=09.

¢) Deoarece det(B) = 4 # 0 si det(D) = 9 # 0, atunci matricele B si D sunt inversabile. Deoarece
det(C) = 0, atunci matricea C nu este inversabila.



Pentru inversa matricei B, determindm mai intai B! = <

1) 0
B = |11 12 , unde:
dr1 O

1
0 2) . Apoi determindm matricea adjuncta

o = (1)L ﬁ =(+1)-2=2,
= (-1 | = (-1)-0=0,
= (<D [ = (D)1=,
6oy = (—1)%+1. u =(+1)-2=2,

de unde obtinem

a1 .12 0y _ (172 0
B _det(B)B_4<—1 >_(_1/4 1/2)'

Exercitiul 2. Rezolvati urmditoarele sisteme de ecuatii:

x+y+z==6 x+2y+3z=6
a) {x—y+z=2 b) ¢2x+5y+6z=13
x+y—z=0 3x+7y+9z=20
Rezolvare:

a) Vom folosi metoda Gauss:

1 1 116 1 1 1 6
1 -1 1|2 ~ 1-1 -1-1 1—-1|2-6
Lz—)Lz—Ll
1 1 =10 1 1 -1 0
1 1 1 6 1 1 1 6
~10 =2 0 |-4 ~ 0 -2 0 —4
L3—L3—Ly
1 1 —-11]0 1-1 1-1 —-1-1|{0-—6
1 1 1 6
~10 =2 0 |4
0O 0 -2]|-6
Noul sistem devine:
X+y+z==6

2y=—-4/:(-2)=y=2
—2z2=—-6/:(-2)=z=3.

Atuncix+y+z=6=x+2+3 =6 = x = 1. Prin urmare, solutia sistemului este (x,y,z) = (1,2,3).



b) Vom folosi metoda Gauss:

1 2 3|6 1 2 3 6
2 5 6|13 ~ 2-2-1 5-2-2 6-2-3|13-2-6
L2—>L2—2~L1
37 9|20 3 7 9 20
1 2 3|6 1 2 3 6
~10 1 0|1 ~ 0 1 0 1
L3—L3—3-Lq
379 3-3-1 7-3-2 9-3-3|20-3-6
1 2 3|6 1 2 3 6
~10 1 01 ~ 0 1 0 1
L3—>L3—L2
0102 0-0 1-1 0-0]2-1
1 2 3|6
~10 1 0]1
0 0 0]1

Noul sistem devine:

x+2y+3z=6
y=1
0=1

Din ultima relatie, obtinem cd sistemul este incompatibil.

Exercitiul 3. Se considerid punctele A(1,1,1), B(2,3,4) si C(4,5,6).
a) Determinati coordonatele vectorilor 1@, If si R
b) Determinati | AB|, ||BC|| si || AC].
¢) Determinati < z@,gé >, AB x AC si stabiliti daci AB | BC gi daci AB || AC.

d) Determinati ecuatiile dreptei AB.

Rezolvare:
a) Avem:
AB = (x5 —xa,¥5 — ya,z5 —24) = (2—1,3—1,4—1) = (1,2,3),
BC = (xc — Xp,yc — yp zc —25) = (4—2,5-3,6 - 4) = (2,2,2),
AC = (xc =xa,yc —ya,zc —za) = (4—1,5-1,6 —1) = (3,4,5).
b) Apoi:
14B] = 1(1,2,3)] = VI2+ 2+ 3 = VIT459 = V14,
1BE| = [22,2)| = V22 +22+22 = VE+a+4= V12 =25,
1A8] = 11(3,4,5)]| = V3 +42+5 = O+ 16+25 = V50 = 5V2.
c)

<zﬁ,B_C> >=<(1,2,3);(2,2,2) >=1-242-2+43-2=2+4+6=12.



Deoarece < zﬁ,ﬁ >=12 # 0 = 4(1@,13?) # 90°. Prin urmare, dreptele AB si BC nu sunt
perpendiculare.

T 7%
2 1 1 2=
ABxAC=|1 2 3|=P 7' 37 k
45 35 3 4
3 4 5

—(2:5-43)7 —(1-5-33) ] +(1-4-3-2) K

_>
— 27 +47> —2k =(-2,4,-2).

Deoarece AB x AC = (—2,4,-2) # (0,0,0), atunci dreptele AB si AC nu sunt paralele. Puteam observa
cd dreptele AB si AC nu sunt paralele si din faptul cd nu existd a« € R astfel incat AB = «AC (cu alte
cuvinte, coordonatele vectorilor AB si AC nu sunt proportionale).

d) Avem:

(AB): X —XA _ Y—YaA - Z—ZA

XB — XA YB— VYA ZB —ZA

Cum A(1,1,1) si B(2,3,4), avem:

x—lzy—lzz—lztﬁx—l:y—lzz—lzt
2-1 3-1 4-1 1 2 3
x—1=t x=t+1
=4qy—1=2t =qy=2t+1 teR
z—1=23t z=3t+1,

Exercitiul 4.
a) Demonstrati ci multimea B = {(2,1,1,1); (1,2,1,1); (1,1,2,1);(1,1,1,2) } reprezintii o bazii in R*.
b) Determinati coordonatele vectorului v = (7,6,6,6) in baza B.

Rezolvare:

a) Pentru a demonstra cd B este o bazi in R*, vom folosi urméatoarea caracterizare:

1 d(B) = dim (R*) =4,
B bazi in R* & (1) card(B) im (R%)
(2) B este sistem liniar independent.

Conditia (1) este verificatd, deoarece B are 4 vectori, iar R* are dimensiunea egald cu 4.

Pentru a verifica conditia (2), rimane sd demonstrdm c& vectorii:
u =(2,1,1,1), up=(1,2,1,1), uy3 =(1,1,2,1) siug = (1,1,1,2)

sunt liniar independenti. Cu alte cuvinte, dorim sd demonstrdm cd dacd A1, A2, A3, A4 € R sunt scalari
astfel incat

AMug + Arup + Azug + Aguy =0 = (0, 0,0, 0) (1)

atunci Ay = A = A3 = A4 = 0.



Fie A1, Ap, A3, Ay € R astfel incat are loc (1). Atunci:

AM(2,1,1,1)+22(1,2,1,1) + A3(1,1,2,1) + A4(1,1,1,2) = (0,0,0,0)
(2/\1,)\1, )\1,/\1) + ()\2,2)\2,)\2, /\2) + ()\3,)\3,2)\3, /\3) + ()\4,)\4, )\4,2)\4) = (0, 0,0, 0)
(2)\1 F A+ A3+ AL AL 20+ A3+ Ay, A1+ A+ 2 A3+ Ay, A1+ A + Aj +2/\4) = (0,0,0,0).

Obtinem astfel sistemul

201+ A+ A3+ A, =0
M+20+ A3+, =0
M+ 42034+, =0
A+ Ag + A3 4244 = 0.

Vom folosi metoda Gauss. Matricea extinsd asociatd sistemului devine:

2 11 1]0 2 1 1 1 0
12110 2.1-2 2.2-1 2.1-1 2:1-1/2-0—0
11 2 10| n2nL1u 1 1 2 1 0
111 2o 1 1 1 2 0
211 1]0 2 1 1 1 0
03110 0 3 1 1 0
111 2 1]|o|me2ln 212 2211 2.2-1 2.1-1]2.0-0
111 2|0 1 1 1 2 0
211 1]0 2 1 1 1 0
031 1|0 0 1 1 0
“lo 13 1]o|me2n| o 1 3 1 0
111 2|0 2.1-2 2.1-1 2.1—1 2.2—1/2.0—0
211 1]0 2 1 1 0
031 1|0 0 3 1 0
“lo 13 1]|0|m3-n|3.0-0 3.1-3 3.3-1 3-1-1/3-0-0
01 1 3|0 0 1 1 3 0
211 1]0 2 1 1 0
03110 0 3 1 0
“lo o 8 20| o 0 2 0
01 1 3]0 3.0-0 3-1—3 3-1—1 3-3-1/3-0—0
211 1]0 2 1 1 1 0
031 10 0 3 1 1 0
“lo o s 2|0| a0 0 8 2 0
002 810 4.0-0 4-0-0 4-2—8 4.-8-2|4.0-0
211 1]0
031 1]0
“lo o8 20
0 00 300




Noul sistem devine:

M1+ A+ A3+ A4 =0
BA+ A3+ A4 =0
8Az+2A4 =0
30A4 = 0.

Din ultima relatie obtinem A4 = 0, apoi inlocuind, treptat, in celelalte relatii, gasim:
Aug + Arup + Azug + Aguy = (0, 0,0, 0) > A=A =A3=A4 =0,

de unde obtinem ca vectorii uj, up, u3 si ug sunt liniar independenti.

b) Pentru a determina coordonatele vectorului v in baza B, trebuie sa determinam a4, &y, a3, a4 € R astfel

incat:
V = x1uy + &pup + azus + xguy.
Inlocuind valorile pentru vectorii v, uy, up, us si ug, obtinem sistemul:

200+ +az+ag =7
0+ 20 +az+0a4 =6
a1 +oap+203+a4 =6
a1+ oy + ag + 2004 = 6.

Vom folosi metoda Gauss. Matricea extinsd asociata sistemului devine:

211 1|7 2 1 1 1 7
121 16 2.1-2 2.2-1 2.1-1 2.1-1|2-6-7
11 2 16| 0201 1 1 2 1 6
111 216 1 1 1 6
211 1|7 2 1 1 1 7
031 1|5 0 3 1 1 5
111 2 16| ot 20122 2121 2:2-1 2.1-1|2-6-7
111 2|6 1 1 1 2 6
211 1|7 2 1 1 1 7
031 1|5 0 3 1 1 5
“lo 13 1|5|we2ln| o 1 3 1 5
111 2|6 2.1-2 2.1-1 2.1-1 2.2-1|2-6—7
211 1|7 2 1 1 1 7
031 1|5 0 3 1 1 5
“lo 13 1|5|w30-1]3.0-0 3.1-3 3.3-1 3.1—1|3.5-5
011 3|5 0 1 1 3 5




211 1|7 2 1 1 7
03115 0 3 1 5
“lo o 8 2 10|Ls3n| o0 0 2 10
011 3|5 3.0-0 3-1-3 3-1—1 3-3—1|3-5-5
211 1|7 2 1 1 1 7
03115 0 3 1 1 5
“lo o 8 2 10|Lssn| o0 0 8 2 10
00 2 8 10 4.0-0 4-0-0 4.2—8 4.8—2 §-10—10
211 1|7
031 1|5
“lo 0o s 2 |10
00 0 30 [30

Noul sistem devine:

200 o +az+ag =7
3ap + a3 +ag =5
8az 4+ 204 = 10
30as = 30.

Din ultima relatie obtinem Ay = 1, apoi 8a3 +2a4 = 10 = 8az = 8 = a3 = 1. Din a doua relatie,
obtinem 3ay + a3 + a4 =5 = 3ap = 3 = ap = 1. Atunci din prima relatie obtinem 2a; + ap + a3 + a4 =
7 =201 +3 =7 = 201 =4 = «q. Prin urmare, avem:

v =2u; +up + uz + uy.

Exercitiul 5. Se considerd T : R? — R? definit prin T(u) = T((u1,u2)) = (2u1 + ua, ug — uy), pentru orice u € R2.
a) Demonstrati ci T este un operator liniar de la R? la R?.
b) Determinati ker(T) si Im(T) si stabiliti daci T este injectiv/surjectiv/bijectiv.

Rezolvare:

a) T este operator liniar dacd T(u+v) = T(u) + T(v) si T(au) = aT(u), pentru orice u,v € R si orice
x € R.

Fie u = (u1,up) si v = (v1,v2) din R%. Avem:

T(u) = T((u1,u2)) = (2uy + uz, ug — u)
T(v) = T((v1,v2)) = (201 + v2,v1 — v2)

=

= T(u) +T(v) = 2uy +up,uy —up) + (2uy +v2, 01 —v2) =
= T(u) +T(v) = (2uq +uz + 201 + vo,u1 — s +v1 —v2) (1).

In acelasi timp, avem:

T(u+v) = T((ug,u2) + (v1,v2)) = T((u1 +v1, U2 +v2))
= (2(u1 +v1) + (42 +v2), (ug +01) — (U2 + 02))
T(u+v) = (21/11 + 201 + Uy +vp, U1 +01 — Uy — Uz) (2)



b)

Comparand relatiile (1) si (2), obtinem ca T(u + v) = T(u) + T(v), pentru orice u,v € R?.

Fie acum u = (u1,up) € R? si « € R. Atunci:

T(au) = T(a(uy,uz)) = T((auy, auy))
= (2 auq + aup, auy — aup)
= (@(2u1 + ua), (g — up))
T(au) = a(2uq + up, u; — up) = aT(u).

Obtinem astfel cd T(au) = aT(u).

Prin urmare, T este un operator liniar de la R? la R?.

Avem ker(T) = {u € R? | T(u) = (0,0)}.

Fie u € ker(T) = T(u) = (0,0) = T((uq,u2)) = (0,0) = (2uy + up,u; — up) = (0,0). Egalitatea de
vectori implica sistemul:

2u1 +up =0
=2u14+u1=0=3u;=0=>u; =0=up, =0.
U —up=0=uy =up

Prin urmare, u € ker(T) = u = (0,0). Obtinem astfel cd ker(T) = {(0,0)}. Acest lucru implica faptul
cd operatorul T este injectiv.

Deoarece T : R?> — R?, atunci Im(T) este un subspatiu liniar al lui R?. Cum ker(T) = {(0,0)}, atunci
dim(ker(T)) = 0, de unde obtinem ci dim(Im(T)) = 2.

Insd cum Im(T) este un subspatiu liniar de dimensiune 2 a spatiului liniar R?, obtinem ci Im(T) = R?,
de unde obtinem ca T este surjectiv. Cum am demonstrat ca T este si injectiv, atunci T este bijectiv (cu
alte cuvinte, un izomorfism).



