EXAMEN - AM2

Exercitiul 1. Sa se calculeze:

4x3
2
/3x —l—x-ex—l—mdx.

Rezolvare: Avem: | 3x* dx = x® + C. Pentru al doilea membru al integralei, vom aplica metoda

integrarii prin pdrti, folosindu-ne de formula
[ £/(0)-g(x) dxr = f(x) - g(x) = [ fx)-g'(x) d.
In cazul nostru, vom considera f/(x) = e* si g(x) = x. Obtinem astfel:
/x‘exdx:x-ex—/e" dx=x-e—e"+C=¢e"-(x—1)+C.

Pentru ultimul termen al integralei nedefinite, vom efectua o schimbare de variabila: fie t = x4+ 1.

Atunci dt = 4x3 dx, de unde obtinem
/4x3dx—/ldt—lnt+C—1n(x4+1)+C
xt+1 St N )
Prin urmare, avem:

4x3

x4 +1

/3x2—|—x-ex+ dr=x34+e"-(x—1) +In(x*+1)+C.

Exercitiul 2. S se studieze convergenta integralei improprii:

dx.

7 N
) 14 2x4

Rezolvare: Observdm cd avem o integrald improprie de primul tip. Vom folosi urmadtorul criteriu de
convergenta:
Teoremd. Fie f : [a,00) — R astfel incit f > 0 pe [a, 00). Atunci:

[e )
1. Dacd 3 a > 1 astfel incit lgn x*f(x) < oo, atunci /f(x) dx este convergentd.
X—00

2. Daci 3 « < 1 astfel incat lim x" f(x) > 0, atunci /f(x) dx este divergentd.
X—00
a

Fie « € R. Atunci:

7 a— Y &+7/2

v . L
Li=limx* g = fim o= = im =%




Daca:
7 . 1 .
a) DH_E < 4, atunci o < 5 st

a+7/2

L LX a+7/2<4
L—,}E{,‘o1+2x4 = 0
7 1
b — =4, atunci &« = — si:
)tx+2 ,atunci & = > si
L = lim Xt at7/2=4 imi— 1
a1 42x4 0 xSe 14204 2
c)tx+7>4 atuncioc>1 i
27 7 8t
B ST
L_J}gr.}o1+2x4 =t
v x7 1

< 1 astfel incat lim x* - ——a2=5>0 de unde ne rezulta ca
x—00 1+ 2x 2

N =

Prin urmare, 3 a =

o]

I
/ 152 dx este divergenta.

Exercitiul 3. Si se calculeze integralele curbilinii:

2
/?dxwtxydy si /yds,
C C

unde (C) : x =2y, y € [0,1].

Rezolvare: Cum (C) : x = 2y?, y € [0,1], atunci o parametrizare a curbei C este:

{x = x(t) = 2¢%, (0] = {x’(t) =4t,
y:y(t) =1, Yy .

Vom folosi urmdtoarele formule de calcul a integralelor curbilinii de primul si al doilea tip:

b
[ PCey) dx+ Qe dy = [ (PG(e),y(8) - %'(5) + QUx(0), y(1) ¥/ (1)) dt
C a

si

b
[y ds = [ Faw,p) -/ (¢ 0) + (1)

C

unde parametrizarea curbei C este x = x(t), y = y(t) si t € [a, b].



In cazul nostru, avem:

1
2
(t.4t+2t2.t-1> dt = [ (2t+26)
0

212
tz =1 t4 t=1
2 t=0 4 =0
12 0? 14 04
= (2 2 2) (2‘4‘2'4>

si

Jyas=[v) - (x0) + /(1) a

C 0

1
:/t-@/(4t)2+12dt
0
1
:/t\/16t2+1dt.
0

Vom efectua urmitoarea schimbare de variabili: u = 16t2 + 1. Atunci du = 32t d¢,

f | 0 | 1
u=162+1[16-02+1=1|16-12+1=17

si

17

1 17
1 1 1
/yds 320/\/16t+1 32t dt 32/\/ﬂdu 321/14 du
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1 gl =170 32 =l 1 2v/us =Y
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Exercitiul 4. Si se calculeze integrala dubli:

//x2 -y dxdy,
D

unde D= {(x,y) e R* |1 <x<2,0<y<2x}



Rezolvare: Vom folosi urmatoarea formula de integrare:

Teoremi. Fie f o functie integrabild pe domeniul D simplu in raport cu Oy astfel incdt pentru orice x € [a, b]
82(x) b

existd integrala F(x) = / f(x,y) dy. Atunci existd si integrala / F(x) dx si avem:

X

//fxy dxdy = /[/ F(x,y) dy]d

X

In cazul nostru, avem a = 1, b = 2, g1(x) = 0 si g2(x) = 2x, pentru orice x € [1,2]. Atunci:
2 2 2 2
2 |y=2x 2

//xz-ydxdy:/[/x2-ydy]dx:/[xz- ] /[ 2x X2 O dx
D 1 1

2 42 2

/ xz-%dx:/ x2-2x2dx:/ 2x* dx

1 1

x=2

—_

Exercitiul 5. Sd se calculeze integrala de suprafati:

{/zds,

unde S = {(x,y,z) e R® | x> +y*+22=4, x>0,y >0, z>0}.

Rezolvare: Deoarece S este datd de x> + y? + z2 = 4 = 22, obtinem c4 S este o submultime a sferei

de razd 2, centrata in origine. Deoarece x, y si z sunt pozitive, obtinem parametrizarea:

x = x(u,v) =2coSUCOST,
s T
y=1vy(u,0) =2cosusinv, undeu € [0,2},06 [0’2}
z =z(u,v) = 2sinu,
Prin urmare, avem:

7(14, v) = (2cosucosv,2cosusinov, 2sinu),

de unde obtinem:

37
7 (u,0) = é(u,v) = (—2sinucosv, —2sinusinv,2 cos u)
si
N 07
ro (u,0) = g(u,v) = (—2cos usinv,2cosucosv,0).



Atunci, folosindu-ne de formulele

— 2
E(u,0) = || 74 (u,0)||
F(u,v) = 7y (u,0) - 74 (u,0) =< 74 (u,0), 7o (1,0) >

G(u,v) = Hr—g(u,v)Hz

obtinem:

E(u,v) = ||(—2sinu cos v, —2sinu sinv, 2 cos u)HZ = (—2sinucosv)? + (—2sin usinv)? + (2 cos u)?
= 4sin®ucos® v + 4sin® usin®v + 4 cos* u = 4sin2u(coszv + sinzv) +4cos’u

=4sinu-1+4cos>u =4sin*u+4cos’u=4- (sin2u+cos2u) =4,
apoi

F(u,v) = (—2sinucosv, —2sinusinv,2cosu) - (—2cosusinv,2cosu cosv,0)
= (—2sinucosv) - (—2cosusinv) + (—2sinusinv) - (2cos u cosv) +2cosu -0

=4sinucosusinvcosv —4sinucosusinvcosv+0=0
si

G(u,v) = H(—2cosusinv,Zcosucosv,O)H2 = (—2cosusinv)? + (2cosucosv)? + 0

2

= 4cos®usin®v + 4cos? ucos’>v = 4cos® u - (sinzv-l-coszv) =4cos’u-1=4cos’u.

Ne vom folosi apoi de urmadtoarea formula: dacid suprafata S este descrisd de parametrizarea

7 (u,0) = (x(u,0),y(u,0),2(,0)), cuu € [a,b] si v € [c,d], atunci

b d
// £(x,1,2) dS://f(x(u,v),y(u,v),z(u,v))-\/E(u,v)-G(u,v)—Pz(u,v) do du.
S a ¢

In cazul nostru, obtinem:

w/27m/2
//z ds = / / z(u,v) - \/E(u,v) -G(u,v) — F>(u,v) do du
S 0 0

/2 7/2 w/27m/2

= / / 25inu-\/4-4coszu—02dvdu:/ /ZSinu-v16c052udvdu
0 0 0

0
t/27mw/2

://25inu-4-\cosu]dvdu.
0 0



si

T . ) .
Deoarece u € [O, 2} , atunci avem cos u > 0, de unde obtinem | cos u| = cos u. Obtinem astfel:

w/27m/2
//zdS: / / 8sinu cosu dv du
S 0 0
/2 v=r1/2
:/ (8sinucosu - v) du
0 v=0
/2

. 7T .
= / (8smucosu-5 —8sinucosu-0) du
0
/2 /2

= / 47T-sinucosudu:47r/sinucosudu.

0 0

Vom efectua schimbarea de variabila ¢ = sin u, de unde obtinem dt = cosu du,

u ‘ 0 ‘ /2
t=sinu | sin0=0 | sin (7/2) =1




