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Nume si prenume:

Grupa:

ANALIZA MATEMATICA I
MODEL DE EXAMEN

3n" + 4n® + 3nt 4 23 44—z
10p) 1. Sa Iculeze: a) i ; b)li .
(10p) d se calculeze a)nl_g)lo YR m————] )II;%?)_:C

dn + 3\
(10p) 2. Sa se calculeze: lim ( nr ) .

1— 3
(10p) 3. Sa se calculeze: lim M.
z—0 7];‘2

[e.o]

3n? +4n + 7\
(10p) 4. Sa se studieze natura seriei: Z (M) .
n=1

™m2+3n+4

(10p) 5. S& se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (1, +00) — R* definita prin:

5t + 1
ft) = <3t2 Tt sint, o 2 cost, In(#? +2t)), Ve > 1.

3t+1’
222 222
(10p) 6. Sa se calculeze: a)  lim &; b) lim Y
(z.y)=(12) 22 + Y (z.9)=(00) 22 + 3

7. Fie functia f : R? — R definitd prin
flx,y) =2 +9* — 1222 + 92 — 4y + 1, V(z,y) € R
(10p) a) Calculati derivatele partiale de ordinul intdi si gradientul functiei f.

(10p) b) Calculati derivatele partiale de ordinul al doilea si Hessiana functiei f.

(10p) o) Stabiliti daca functia f admite puncte de extrem.
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ANALIZA MATEMATICA 1
MODEL DE EXAMEN REZOLVAT

y . 3nT +4n? + 3n* 4+ 23 R
(10p) 1. Sa se calculeze: a) nlg{)lo PV R S b) i% e
Rezolvare:
a)
4 3 23 4 3 23
7 3 = - =
SnT 4+ dnd + 30t 123 " ( Tt +n7) B R i et
im = lim = lim
n—oo 4nt +3n3 —n7+1 n—oo 4 3 1 ”_“X’i_i_i_l_ki
n $+E_1+_7 n3 A n?
_[34+0+0+0] _
S 0+0—-140]
O
b)
4 —x 4—3 1
lim = =|—| = —0o0.
/33— 0_ 0_
O
4n + 3 2n
10p) 2. S& Iculeze: li )
(10p) a se calculeze: lim (4n—|—5>
Rezolvare:
4 2n 4 [e'e]
im (232 ] 2
n—oo \ 4n + 5 4
Vom folosi limita fundamentala limO (1 + g:n) Van _ .
Tp—>
NEUES: n i 1+4n+3 . n i 1+4n+3 dn+5\*"
11m = [1m —_ = l1m _
n—oo \ 4n + 5 n—00 4dn + 5 n—00 dn+5 4n+5
2n 2n
— lim 1+(4n+3)—(4n+5) — lim 1+4n+3 4n —5
n—o0o 4n -+ 5 n—00 4dn -+ 5
_9 2n
=i 1
n300 < Ty 5)
dnts5_ =2 o
-9 —2 | dn¥s o7 an 1
= lim 1+ = lim e®nts = L = =,
n—00 dn + 5 n—00 e
O



1—
(10p) 3. Sa se calculeze: lim M.
r—0 7;(;2

Rezolvare:

lim

z—0 Tz

1 - cos(3x) _ {1—070‘55)3-0)] _ [l—coos(O)} _ {1—11 _ [o]

Vom aplica regulile lui L'Hopital:

_ 1 — cos(3z)) i
lim 1 — cos(3z) LH ( cos(, z)) _ lim 3sin(3x)
z—0 Tx2 z—0 (7%) z—0 14«
. .. o 1. Sin(xn)
Vom folosi acum limita fundamentala hm0 =1:
Tn—r I'n

. l—cos(3xz) . sin(3z) 3z 3 9
lim ~—— 2 = lim 3. BT g 32
a0 722 R Ve A VRV

(302 dn+ 7\
(10p) 4. Sa se studieze natura seriei: Z (2—) .
—~\T?+3n+4

Rezolvare:

Vom aplica criteriul rddacinii:
2 5n 2 5n
oo (3n +4An+ 7 . N“+4n+T7\ "
lim —— | =lm (57—
n—00 ™m24+3n+4 n—oo \ Th2+3n+14

I 3n2 +4n+7\°
= 111m - .
n—oo \ Tn? + 3n +4

Cum
7 4 7
2 Z 4
3t +dAn+T n<3+n+n2> 3t -t 4
B e ey ] 3 4\ Ak, 4 T3
T e n2(7+—+—) 3+ -+
n n2 n n
obtinem

i © 3n2 +4n +7\™" 4>1
im - = — )
n—o0 ™m2+3n+4 3

2 +4n+7

5n
m) este divergenté.

o
Prin urmare, seria E (
n=1



(10p) 5. S& se calculeze derivata de ordinul intai a functiei f : (1, 400) — R* definita prin:

56+ 1
f(t) = <3t2 + 7t + sint, S

TR t? cost, ln(t2+2t)), Vi > 1.

Rezolvare: Vom scrie f(t) = (f1(t), f2(t), f5(¢), f4(t)), pentru orice ¢ € (1,+00), unde functiile
f1, f2, f3, fa: (1, +00) — R sunt definite astfel:

o fi(t) =3t*+ Tt +sint; o f3(t) = t*cost;
5t +1
* fa(t) = ETERY o fu(t) =In(t*+2').

Observam ca functiile f, f, f5 si f4 sunt derivabile si:

o f1(t) = (3¢ —|—7t+sint)/ =3-2t+7-1+cost=06t+ 7+ cos(t),

) 5t+1\  (5t+1)-(3t+1)— (5t+1)-(3t+1) 5(3t+1)—3(5t+1)
.fQ()_(Bt—Jrl) B (3t + 1)2 B (3t +1)2
15t 45— 15t — 3 2

(3t +1)2 (3t +1)%
o f5(t) = (£*- cos(t)), = (t2), ccos(t) + 17 (cos(t))/
= 2t - cos(t) + t* - (— sin(t)) = 2t cos(t) — ¢* sin(t)

si
1 2t + 2 - In(2)
_ 2 0y _ 2 t\ _ t _
Prin urmare, avem:
2 . 2t + 2 - In(2)
! o 2
f (t) = (Gt + 7 + COS(t), m, 2t COS(t) —1 sm(t), 2'/-2_’_—2t s Vt - (1, +OO)
212 212
(10p) 6. Sa se calculeze: a)  lim &; lim Y
(zy)—(1,2) 22 + 32 (z,9)—(0,0) 2 + 32
Rezolvare:
a)
. 2:1:2y 2-1%2.2 4
lim = = —.
(zy)—(1,2) 2 + 32 12 + 22 5
b)

) 222y 2-0%-0 0
lim = = |=
(z.y)—(0,0) 22 + 2 02 + (2 0

Observam insa ca

222y 2y

_ =7 —
$2+y2 $2+y2



si

2zy
1< <1, Y(x,y) € R%
<o ps (2, y)
Prin urmare, avem:
222 2
(z,9)—(0,0) = + Yy (zy)—(0,0) = +Yy

7. Fie functia f : R* — R definitd prin
flz,y) = 2> +9* — 122° + 450 — 4y + 1, V(z,y) € R
(10p) a) Calculati derivatele partiale de ordinul intéi si gradientul functiei f.
(10p) b) Calculati derivatele partiale de ordinul al doilea si Hessiana functiei f.
(10p) o) Stabiliti daca functia f admite puncte de extrem.
Rezolvare:

a) Vom calcula derivatele partiale de ordinul I:

0 0
° —f(x,y) = g(x?’—kyz — 12x2+45:z:—4y+ 1)

or
=3224+0—-12-20+45—-0+0

= 32? — 24x + 45,
af 0 3 2 2
= = — — 1227 + 45z — 4y + 1
* 5y Y) &y(m +y? — 122” + 452 — 4y + 1)
=0+2y—0+0—4+0
=2y — 4.

Atunci:

Vf(z,y) = (32" — 24z + 45,2y — 4).

b) Vom determina derivatele partiale de ordinul al II-lea:

o*f 0 [of 0, B B
o@(x,y)_a—x(%(:@yo _a_x(?’x — 24z +45) =322 — 24+ 0 = 6z — 24,

92 f o of 9 o
e axay(%y) _%(@(x’y)> —%(Zy—él) =0-0=0,

0 f o0 (of 0, 5
o y0r (x,y) o (8:10 (x, y)) By (3z r445)=0-04+0=0,

o*f o (0f )
° 8—y2($,y) = a—y(a—y(w,y)) = 8—y(2y—4) =2-0=2.



Prin urmare, Hessiana functiei f este:

62 —24 0
Hy(x,y) = ( 0 2) , V(z,y) € R®

c) Pentru a determina punctele critice, vom studia ecuatia
V f(@o,40) = (0,0,0),
adica

322 —24zy+45=10 3 —8x9+15=10 xo € {3,5}

2y —4=0 Yo = 2 Yo = 2.

Prin urmare, avem doud puncte critice: (3,2) si (5,2). Vom determina matricea Hessiand in
fiecare dintre aceste puncte si vom aplica metoda Jacobi (in cazul in care acest lucru este posibil):

e Pentru punctul critic (3,2): H(3,2) = <6 8- O> = (_6 O>, de unde: A; = —6 < 0 si

0 2

0 2 0 2
Ay = ’_06 (2)‘ = —12 < 0. Prin urmare, punctul (3,2) # punct de extrem (este punct sa).
e Pentru punctul critic (5,2): Hf(5,2) = (6 ' 50_ 24 (2)) = (g g), de unde: A; =6 > 0si
Ay = ’6 0' = 12 > 0. Prin urmare, punctul (5, 2) este punct de extrem (este punct de minim).



