ALGAD Rezumat Geometrie Analitica

Vectori liberi
1. Spatiul vectorilor liberi se noteaza cu Vz. Un vector liber % are o directie, un sens si o lungime.

2. Adunarea vectorilor liberi:

A w B
W+7T =AB+BC = AC. T +T =AB+AC = AD.

. wd e . —> A
3. Prin o w, unde o € R* si 4 € V3, notat simplu au , intelegem un nou vector:
. . . —
e de aceeagi directie cu u;
. —_ v . v
e de acelagi sens cu u daca o> 0 gi de sens contrar daca a < 0;
. —
e de lungime |af- |7 |.
v . — =
Daca a=0, atunci 0- v = 0.
Teorema. Doi vectori liberi sunt coliniari daca si numai daca sunt liniar dependent;.
Teorema. Trei vectori sunt coplanari daca gi numai daca sunt liniar dependenti.

Corolar. Oricare trei vectori necoplanari sunt liniar independent;i.

NS o e

Teorema. Oricare patru vectori liberi sunt liniar dependent;i.
8. Dacd R = {O; i, j, k} este un reper ortonormat, prin vectorul de pozitie al punctului P, notat prin 7p,
intelegem:

—

— rd -
rp=0OP=xpi +ypj +z2pk,
iar prin zp, yp si zp Intelegem coordonatele punctului P in raport cu reperul R.

1 1
9. Un punct M € X este mijlocul segmentului AB daca si numai daci 7y = EE{ + 5773’

AM
10. Daca M este un punct interior segmentului AB astfel incat i k, atunci:

1 —>+ k —
— 7T rB.
k+1A k+1B

—>
M=

1
11. Un punct G € X este centrul de greutate al triunghiului AABC daci si numai daci rg = g(r—A) +7p + 7'—0))
Produse cu vectori liberi

1. Definitie. Se numeste produsul scalar a doi vectori liberi numarul real notat cu < w, v > sau (@, v ) sau u - v
dat de relatia:

— — — — — —
<,V >= L) |7 cos(< (W, 7)),

— 7 .= Y. - = L = s
pentru v # 0 si ¥ # 0, iar pentru v = 0 sau v = 0 avem < u, v >=0.

2. Teorema. Doi vectori nenuli sunt ortogonali (perpendiculari) daca si numai daca produsul lor scalar este nul.
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3. Propozitie. Au loc urmatoarele proprietati:

. — — — . — —
i) <%,V >=<7U, 1 >, pentru orice U, U € Vi;
— = el — — . — —
i) <AU,V >=<U,A\U >= A< u, v > pentru orice U, v € V3 si orice A € R;
i) <, v +wW>=<1u,v >+< U, w > pentru orice v, v, w € V3.

4. Propozitie. Oricare trei vectori liberi, nenuli, perpendiculari doi cate doi, formeaza o baza in V3.

- 9 - = > — e — - — — -
5. Propozitie. Dacd R = {O; i, j, k } este un reper ortonormat, @ =uy i +usj +ugk, v =v1 i +v2j +v3k,

atunci:

- —
< U,V >=UV1 + U2V2 + U3V3.

6. Definitie. Produsul vectorial a doi vectori % si © din V3 este un vector notat cu @ x v definit prin:

o . — = . o . . . e = . —

e mairimea sa, |u x U ||, este numeric egala cu aria paralelogramului determinat de vectorii u si v;
. . . o . — . —

e directia este perpendiculara si pe U, si pe U;

. . v . . wd . —> — — A
e sensul este dat de regula burghiului (daca parcurgem unghiul vectorilor @ si v de la W la ¥ in sens
. . L= = w 5 ~
trigonometric, atunci u x v va fi “in sus”, altfel, in sens contrar).

7. Teorema. Doi vectori sunt coliniari daca gi numai daca produsul lor vectorial este nul.

8. Propozitie. Au loc urmatoarele proprietati:

i) <%,u x v >>0=<7,u x U > pentru orice u, v € V;
ii) |7 x| =|u|- |7 sin(<(@, 7)), pentru orice u, U € Vi;
iii) |W xU|*+ <,V >2=|w|? |7 |? pentru orice @, v € V3 (identitatea lui Lagrange);
iv) W x ¥ =-7 x U, pentru orice U, v € V3 (produsul vectorial este anticomutativ);
v) AU)x U =u x(AU) =X x v), pentru orice u, v € V3 si orice A € R;
N = R — —_ = = — . —_ = —
vi) U x (V+W)=1u x ¥ + U x W, pentru orice u, v, w € V3.
. 9 - = > — - — - e — -
9. Propozitie. Dacd R = {O; i, j, k } este un reper ortonormat, @ =uy i +usj +ugk, v =v1 i +v2j +u3zk,
atunci:
7 77
L - — e
ﬂ) X 7 =lur ue = (’LLQU3 - U3’U2) 1 — (Ul’Ug - U31}1) ]+ (Ul’Ug - u2U1) k.

U1 V2 U3

o . . L= = —
10. Teorema. Pentru orice trei vectori u, v, w € V3, are loc formula:

—

— — B — —
Ux(UVxW)=<u,w>v-<1u,v

—
> w.

1
11. Propozitie. Aria unui triunghi care are doi vectori liberi % si ¥ drept laturi este data de formula Aa = 3 | x|

(este jumitate din aria paralelogramului generat de cei doi vectori).

12. Definitie. Produsul mixt al vectorilor %, ¥, w € V3 este numarul real notat cu (u, v, w) si este dat de formula:

—
U, 0, W) =< U,V xXW >.

13. Teorema. Trei vectori sunt coplanari daca gi numai daca produsul lor mixt este nul.

14. Propozitie. Volumul paralelipipedului generat de vectorii liberi @, v, w € V3 este egal cu |(w, v, w)|.

)

- > — — - - — — -
15. Propozrgle Daca R = {O z , J, k} este un reper ortonormat, uw =uj i +usj +usk, v =vi i +vaj +vsk,

W =w z +w23 +w3k: atunci:

U1 (5 us
— = —
(U7an): U1 V2 U3



ALGAD Rezumat Geometrie Analitica

Dreapta si planul in spatiu

1.

10.

N
Teoremi. Exista si este unic un plan (7) care sa contina un punct dat P(xg,%o,20) si si aibd normalsd 7 # 0
(perpendiculara pe plan). Un punct P € X se afla in planul (7) daci si numai daci < 7, 7 -7 >= 0, unde 7 este

— —> —
vectorul de pozitie al punctului P, iar 75 al punctului P, in raport cu reperul ortonormat R = {O; i, 7, k }.

. Corolar. Un punct P(z,vy,z) se afla in planul (7) determinat de punctul Py(xo,¥o,20) si normala 7 = AT+

— —
B j +Ck daca si numai daca:
A(x —x0)+B(x—x0) +C(2—29) =0
sau, echivalent,

Ax+By+Cz+D =0, unde D = -Azy — Byy — Cz.

Ecuatia unui plan determinat de un punct P(zo,o,20) si doua directii date u = (uy,uz,u3) si v = (v1,ve,v3)
este data de relatia:

T=%o Y~—Y 2z~ 20
(5% U us =0.
U1 (%) V3

. Ecuatia unui plan determinat de trei puncte Py(x1,y1,21), Po(x2,ys, 22) si P3(x3,y3,23) este datd de relatia:

T —T1 Y-t zZ—z1
Ta—x1 Ya-y1 22-21|=0
T3 —T1 Ys—Yr z3—-2%21

sau, echivalent,

z y =z 1
Ty oz 1) 0
Xro Y2 z9 1 ’
T3 y3 z3 1

Distanta de la un punct Py(zg,yo, 20) la planul (), dat de ecuatia Az + By + Cz + D =0, este data de relatia:

|A1‘0 + Byo + CZ() + D|

Wt m) = e oe

Un punct M € X este pe dreapta determinati de punctul Py si de directie @ dacid 7 =g +t 1, cu t € R, unde
7 este vectorul de pozitie al punctului M, iar 7 este vectorul de pozitie al punctului Pp.

Ecuatiile parametrice ale dreptei d determinate de punctul P(x¢, %o, z0) si de directie u = (uy,us,u3) € V3 sunt:

T =xq9+tuy,
Y =1Yo +tug, teR.

z =29 +tus,

Ecuatiile canonice ale dreptei d determinate de punctul P(zg, o, 20) si de directie U = (u1,us,u3) € V3 sunt:

T-%o Y—Y _ 2%
uy Uy uz
L-To _Y—Yo 2~ %20 T—To _Y—Y

Observatie. Daca us =0, din scrierea = = vom Intelege ca z = zg si
Ul us 0 uy (%)

Un punct P € X apartine dreptei determinate de punctele P;, P, € X daca si numai daca 7 =71 + t(75 - 71),
teR, unde 7 este vectorul de pozitie al punctului P, 7 al punctului P; si 75 al punctului Ps.
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11. Ecuatiile parametrice ale dreptei determinate de punctele Py (z1,y1,21) si Pa(22,y2,22) sunt date de relatia:

x=x1+t(x3—11),
y=y1+t(y2—y1), teR.

z=2z1+1t(22 - 21),
12. Ecuatiile canonice ale dreptei determinate de punctele Py (21,91, 21) si Pa(22, 2, 22) sunt date de relatia:

rT-T1 Y-
T2 —T1 Y2 -1 Z2 — 21

zZ—z—-2

13. Distanta de la punctul P la dreapta d determinati de punctul Py si de directie u se calculeaza folosind formula:



