1 Numere complexe - clasa a X-a

1.1 Structura algebrica a multimii numerelor complexe

Un numér complex este o pereche ordonatd de numere reale (z,y). Multimea numerelor complexe,
notata C, poate fi identificatd cu

C=R*={(z,y) | z,y € R}.
Deci, doud numere complexe z; = (x1,y1) si 22 = (x2,y2) sunt egale daci si numai dacd z; = x2 si
Y1 = Y2.
1.1.1 Reprezentarea in plan a numerelor complexe

Raportam mul{imea punctelor dintr-un plan w la un sistem de axe ortogonale cu originea intr-un
punct O. Aplicatia
f:C_)w’ f(x7y):M?

unde M(z,y) € w, este o bijectie.

yl

2= (5, 4)
7
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M se numegte afixul numarului complex z = (z,y) in w. Uneori, in loc de M, vom nota tot z. Fie
— e L. . o il - e
7 = OM vectorul de pozitie al punctului M. Daca z = (z,y), atunci OM =z i +yj.

Pozitia punctului M in planul w mai poate fi datd prin coordonatele sale pol_a)re r, ¢, unde
r= |7 = d(O,M), iar ¢ € [0,27) este unghiul cu care trebuie rotit versorul i al axei Oz,
in sens pozitiv (trigonometric sau direct) pentru a obtine orientarea lui 7. Uneori vom nota ¢ €
[a, a0+ 27) , cu o € R convenabil sau ¢ € R.

Definitia 1.1 Numim modulul numarului complex z = (x,y), numarul real pozitiv

r=|z| = Va2 + 2. (1.1)

Numim argument al lui z # (0,0), orice numar real ¢ care satisface

x ) Y
cosd)zm, sm(b:m. (1.2)

Numarul complex Oc = (0,0) are argumentul nedeterminat.

Observatia 1.2 1) In orice interval [, o + 27), sistemul de mai sus are solutie unicd, pe care o
notam arg, z §i pe care, prin abuz de limbaj, o numim argumentul lui z in [a, o + 27). Pentru
a = 0,argy z se numeste argumentul redus al numdarului complez z.



Propozitia 1.3 Expresia analitica a argumentului redus, in cazul numarului complex z # (0,0),

este
4

k=0dacazel (x>0,y>0),
arctgy+k‘7r, unde k=1 daca z € ITUIII (x <0)
v k=2dacazelIV (x>0,y<0)

argpz =4
8o , daci z =0,y >0
3
R daca =0,y < 0.
\
Demonstratie. Se deduce, pentru fiecare cadran, formula corespunzitoare. ]

Exemplul 1.4 1) z; = (—1,V3) = |21] = 2,argy 21 = 27/3.
2) 2 = (07 _5) = |Z2| = 5,arg0 zZ9 = 37T/2
3) 23 =(=2,0) = [z3]| = 2,argp 23 = 7.

Definitia 1.5 Adunarea pe C asociaza oricarei perechi (z1,z2) € C x C, cu z1 = (x1,y1),22 =
(z2,y2), un numar complex notat z1 + z2, numit suma lor, dat de

21+ 22 = (z1 + x2, Y1 + Y2) - (1.3)

Inmultirea pe C asociaza oricarei perechi de numere complexe (z1,z2) € C x C, cu z1 =
(z1,y1) , 22 = (x2,Y2), un numar complex notat z1z2, numit produsul lor, definit prin

2122 = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122) (1.4)

1.1.2 Forma algebrica si forma trigonometrica

Convenim sa notam (1,0) cu 1 (si il numim unitatea reald) si (0,1) cu i (numit unitatea imaginara).
Atunci orice numéar complex z = (z,y) se scrie z = (z,0) 4+ (0,y) = x(1,0) + y(0, 1), deci

z =z +1y. (1.5)

Aceasta se numeste forma algebricd a numéarului complex z. Apoi, z si y se numesc partea
reald, respectiv partea imaginard a lui z si se mai noteaza Re z si, respectiv, Im z.

Daci z € C\ {0}, atunci notand r = |z|,¢ = arg, z (o € R arbitrar), din (1.2) rezultd ca
x =rcosp,y =rsing. Din (1.5) obtinem

z =r(cos ¢ + isin @), (1.6)
numita forma trigonometricd a numarului z.
Observatia 1.6 a) Dacd z; = r; (cos¢; +ising;), i = 1,2, atunci
2129 = 1179 [cOS (@1 + ¢2) + isin (d1 + P2)] . (1.7)

b) Daca z = r(cos ¢ +ising) # 0, atunci

1 1 1 1
P r(cos ¢ + isin @) - ;(COS ¢ —ising) = ;[COS(_@ + isin(—¢)]. (1.8)




1.1.3 Conjugatul si modulul unui numar complex
Definitia 1.7 Numim conjugatul numarului complex z, numarul Z = x — iy.
Imaginile lui z si Z in plan sunt puncte simetrice fata de axa reald. Avem

2l = Va? +y? = |2,

arg, z = — argg z (mod 2m).

Teorema 1.8 Oricare ar fi z,z1, 20 € C, avem:
(i) Z = z;
(1) 21 + 29 = Z1 + Z2;
(iii) ze ReImz=0 2 =7;
(iv) Re z = %, mz=-_",

2i
(v) 22 = 2%, |2122] = |21 |2l ;
(vi) |z] =0 < z = 0;
i) o 2 A_aal lal
(vii) z T n 3 | 2l
Demonstratia se face utilizadnd definitia conjugatului si observatia ca 2z = \z\Z, sau forma

algebrica sau trigonometrica a numerelor complexe.

Teorema 1.9 Intre modulul sumei a doud numere complexe si modulele celor doi termeni, au loc

inegalitatile:
[21] = [22]| < [21 + 22| < |21 + [22], V21,22 € C.

Puterile intregi ale unui numir complex z se definesc prin 20 = 1, z # 0 si, ¥n € N*,
2" =z-z-..-z (nfactori), =z "=(1/2)", z#0.
Dacd z # 0 g1 z = r(cos ¢ + isin ¢), atunci
2" =r"(cosng +isinng), n € Z.
Pentru r = |z| = 1, obtinem aga-numita formula a lui Moivre:
(cos ¢ +ising)” = cosng +isinng, n€Z,¢ €R.

Definitia 1.10 Catul a doud numere complexe z; € C gi 2z € C\ {0} se defineste prin

Z1 1
—_— =21 —.
29 29
Daca z; = r; (cos ¢ +ising;),i = 1,2,7m9 # 0, atunci
21T ..
— = —[cos (¢1 — ¢2) + isin (p1 — ¢2)].
z2 T2
Pentru orice z, 21,29 € C\ {0},n,p € Z, avem
2P = P,

(z122)" = 2123,

21\ 2
29 25

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)



1.1.4 Radacinile de ordinul n ale unui numar complex

Definitia 1.11 Se numeste functie radical de ordin n din z (unde n € Nyn > 2 ), o functie care
face s corespunda numdarului complex z, un alt numar complex w, dat prin

z=w"

Se scrie w = {/z. Prin definitie /0 = 0.
S& observam ci, pentru z = r(cos ¢ + isin p),

2k 2k S
wk:%<COSW+’iSiHW>, k=0,n—1 (1.14)
n n

satisfac toate wy = z. Punctele wy, ..., w,_1 formeaza un poligon regulat cu centrul in O. Ele se

numesc radacinile de ordin n ale numéarulu complex z.
Pentru z =1 =1 (cos0 + isin0), obtinem radacinile de ordinul n ale unitatii:

2k 2k SR
wg = (cos7T +z’sin7r) , k=0n-1.
n n
1.1.5 Exponentiala complexa si forma exponentiala a unui numar complex

Definitia 1.12 Se numeste functie exponentiala e?, functia care asociaza oricarui numdar complex
z =x + iy, un alt numar complex w, de modul e* si argument y, adica:

f(z) = e* =e*(cosy + isiny). (1.15)
Din definitie avem
efle® = T2 Yz 29 € C,
e*=1/e*, VzeC
et/e? =et 72 ¥z, 29 € C,
()™ =e"*, VYmeZNVzeC.
In particular, e* = % = ¢%e i comparand cu (1.15), gisim
e = cosy + isiny. (1.16)
Deci orice numér complex z = r(cos ¢ + isin ) se mai poate scrie
z=re'?, (1.17)
Formula (1.17) se numeste forma exponentiald a numarului complex z.
Dacd in (1.16) inlocuim y cu ¢ i cu —¢, se obtin aga-numitele formule ale lui Euler:
e 4 e eiP — eip
_— (1.18)

cosgozf, sinp = 2%
)



1.1.6 Aplicatii in geometrie
e distanta dintre 2 puncte: |[AB| = |a — b|;
e caracterizarea segmentului: M € (AB) < 3t € (0,1):m = (1 —t)a +tb;

e caracterizarea dreptei: M € (AB) < JteR:m = (1—1t)a+tb;

M
e afixul unui punct care imparte un segment intr-un raport dat: A, B, M coliniare,— =t =
MB

m=(1—1t)a+ tb

c—b
e misura unui unghi pozitiv orientat: m (<ABC) = arg b
a J—
. - . N a—2>
e unghiul pozitiv orientat al doud drepte: m (<AB,CD) = arg Pyt
C —
C .. b—a
e coliniaritate: A, B, C coliniare < € R*;
c—a

—b
o paralelism: AB || CD < 2—° - E R
-

—-b
e perpendicularitate: AB L CD < Ld € iR*;
c J—
b— b—d
e conciclicitate: A, B, C, D conciclice < a. € R*;

c—a c—d

az —air by —b1

e triunghiuri asemenea (la fel orientate): AA; A3 A3 ~ AB1ByB3 <

az — aj _bg—bl’

2—a; _ by—by

. .. . . a
e triunghiuri asemenea (invers orientate): AA; AsAs ~ AB1ByB3 < =

az—air by —by

e triunghi echilateral: A;AsAs echilateral < a; -+ ag -2+ a3 =0
e relatia lui Sylvester: h —2¢=a+ b+ c.

1.2 Probleme

Exercitiul 1 (Identitatea paralelogramului) Aritati ci |z + 2/|* + |z — 2/)* = 2 (

z+ 2
1+ 22

Exercitiul 2 Fie z, 2/ € C cu |z| = |2/| = 1 §i 22’ # —1. S4 se arate cd
Exercitiul 3 Calculati suma s =1+ 2+ 22+ ...+ 2" unde z = (1 +1) /(1 — ).

Exercitiul 4 Rezolvati ecuatiile: a) 23 =z <|z\2 - 1) :b) 23 =z

z|2 + |z’|2> )



Exercitiul 5 Fie a,b € C distincte, de afixe A, respectiv B gi r > 0 dat. Stabiliti locul geometric
al afixelor numerelor complexe z ce satisfac:
a) l[z—a|=0;b) |[z—a|l=r;c)|z—a| <r;d) |z—a| <r;e) |z—a| >r;
f)o<|z—al<r;g)|z—a|l—|z—=b=0;h) |z—a| —|z—b|=1;
i)|z—a|l+|z—=bl=mrj)r<l|z—al <2r

Exercitiul 6 Determinati forma trigonometrica a numarului complex z = (cosa + sina)+i (sina — cosa) .

Exercitiul 7 Calculati: a) z = (=1 + 2'\/5)60; b)z=(-1-9)%;¢) 2= (V3 - i)50.

2
Exercitiul 8 Daci z = > (1 —4), determinati valoarea sumei

142+ 224+ ..+ 22022

Exercitiul 9 Numerele complexe z1, z9, z3 de modul 1 satisfac relatiile

21+ 22+ 23 #0,
z%—i—z%—i—zgzo.

Determinati valoarea lui |z + 29 + 23|

Exercitiul 10 Se considera numerele complexe

T ..om
21:COSE+151HE,

_ T .. Tm
Z9 = COS D 1 sin T

Determinati modulul numarului complex z; + 25.
Exercitiul 11 Fie numerele complexe z de modul 1 ce satisfac relatia:
. _ 7T . _
sin (z + Z) — cos (5—1-2(2:—2)) =0.
Calculati Re* z + Im* 2.

Exercitiul 12 Fien e N*gi k€ {0,1,...,n — 1}. Determinati partea reald a numarului complex
$

R

2n
Exercitiul 13 Se considera polinomul
flx)=a"+pr+qpqgeR

Pentru n € N,n > 3, calculati S,, = 2] + 25 + ... + 2]}, unde z1,x2,...,z, € C sunt radacinile
polinomului.



Exercitiul 14 a) Calculati sumele

S1 =14 cost + cos2t + ... + cosnt,
Sy = sint + sin 2t + ... + sinnt.

b) Calculati sumele

S3=C0—-C240— .,
Sy=Cl-c3+0t— .

n € N*, cu conventia Cﬁ = 0 pentru k > n.

Exercitiul 15 Fie multimile
1 2025
A=4qRe-|z€C\R, 27 =1,
z
1 2025
B=<{Im—-|ze€C\R, 27 =1,.
z

Daca notam cu S4 suma elementelor multimii A, iar cu Sp suma elementelor multimii B, determi-
nati Sgp — Sa.

Exercitiul 16 Notam cu z1,x2, ..., T2024 radécinile de ordinul 2025 ale unitétii din multimea C \ R.
Determinati valoarea expresiei
1 1 1 2025
( TR ) |

T Z2 L2024

Exercitiul 17 S& se stabileascd locul geometric definit de ecuatia

zZ—aQa

z—0b

=k >0, a,beC, distincte.

Exercitiul 18 Stabiliti locul geometric al afixelor numerelor complexe z ce satisfac:

T z—1 =
a) Im (z +1) 37 ) arg(z — 21) 4,c)argz+1 3 1
d)%<argz:i<g;e)—g<arg(z—i)<%;f) ]z\<1——2i(z—2);
-2 N .22 2
g) ~ 130 1;h)‘1+z > 3; 1) }z —c}:a,creal.

Exercitiul 19 Fie Ay, As, A3z, A4 patru puncte din planul complex si z1, 22, 23, z4— afixele lor.
S& se arate cd dreptele care unesc punctele A; si Ag, pe de o parte, si punctele As si Ay, pe de alta
parte:

. < Z1 — 22 . .
- sunt perpendiculare daca raportul este pur imaginar;
Z3 — 24
< Z1 — 22
- sunt paralele daca raportul este real.
23 — %4

SE

1
Exercitiul 20 Calculati (a + bz + 022) (a + bz + cz) unde z = —5 41—



Exercitiul 21 Fie z,w € C, |w| < 1, zw # 1, s = 1z—

|z| < 1.

Atunci |s| < 1 daca gi numai dacad

Exercitiul 22 Si se afle locul geometric al punctelor z € C pentru care afixele numerelor z, 22, 23

sunt varfurile unui triunghi dreptunghic.

Exercitiul 23 Daca |a| = |b| = |¢| =7 > 0 si a + b+ ¢ = 0 aratati cd afixele numerelor a, b, ¢
sunt varfurile unui triunghi echilateral.

Exercitiul 24 Numerele z1, 22,..., 2, € C* au acelagi modul. Dovediti c& numarul

(21 + 2’2) (2’2 + 23) B (Zn—l + Zn) (Zn + 21)
21292 ...t Zp

esre real.
Exercitiul 25 Aritati cd, pentru n € N*,
cos nyp = P(cosp),
unde P este un polinom cu coeficienti intregi de grad n.
Exercitiul 26 Si se arate ca toate radacinile polinomului
M ra"+az+1, a€R, o<1, neN

au modulul egal cu 1.

1 1
Exercitiul 27 Ardtati cd, daca z + — = 2cos p, atunci 2" + — = 2cos nep.
z z

1.3 Numere complexe la olimpiade

Problema 1 Fie ABC un triunghi inscris in cercul C de centru O gi raza 1. Pentru orice M €
C\{A, B,C}, notam
s(M) = OH} + OHj + OHj3,

undeH, Ho, H3 sunt ortocentrele triunghiurilor M AB, M BC, respectiv MC A.
a) Demonstrati cd dacd triunghiul ABC' este echilateral, atunci s(M) = 6, oricare ar fi M €
C\{A, B,C}.
b) Demonstrati cd dacd exista trei puncte distincte My, Mo, M3 € C\{A, B,C} astfel incat
s(My) = s(Ma) = s(M3z), atunci triunghiul ABC' este echilateral.
ONM 2024, Etapa judeteana, P2

Problema 2 Fie a, b,c numere complexe nenule de acelagi modul pentru care numerele A = a+b+c
si B = abc sunt reale. Demonstrati ca, pentru orice numar natural n, numarul C,, = a”™ 4+ b" 4 "
este real.

ONM 2024, Etapa judeteana, P3



Problema 3 Consideram pentagonul inscriptibil ABCDE in care AB = BC = CD si centrul de
greutate al pentagonului coincide cu centrul cercului circumscris. Ardtati cd pentagonul ABCDFE
este regulat.

Centrul de greutate al unui pentagon este punctul din planul pentagonului al carui vector de

pozitie este egal cu media aritmeticd a vectorilor de pozitie ai varfurilor.
ONM 2024, Etapa nationala, P2

Problema 4 Pe arcul mic AB al cercului circumscris triunghiului echilateral ABC' se considera
punctul N astfel incAt méasura arcului NB este de 30°. Din punctul N se duc perpendiculare pe
latura AC, respectiv AB. Acestea intersecteazd a doua oarad cercul circumscris triunghiului ABC
in punctele M, respectiv I.

a) Demonstrati ca triunghiul /M N este echilateral.

b) Daca Hy, Ho si Hs reprezintd ortocentrele triunghiurilor NAB, I BC, respectiv C AM, demon-

strati ca triunghiul Hy HsHs este echilateral.
ONM 2023, Etapa judeteana, P2

Problema 5 Fie n € N,n > 2. Determinati toate numerele complexe z € C pentru care
‘z”“ — z”‘ > !z"“ — 1‘ + }z"“ — z‘ .
ONM 2023, Etapa judeteana, P3
Problema 6 Aritati ci, oricare ar fi numerele complexe z1 si 2o, are loc inegalitatea
|21 + 22| + 21 — 22| < [z1] + [22] + max {[z1], [22]} -
ONM 2022, Etapa nationala, P2

Problema 7 Fie Z C C o multime de n numere complexe, n > 2. Aratati cd pentru orice numaér
n
natural nenul m < 5 existd o submultime U cu m elemente a multimii Z astfel incat

< Zz.

z€Z\U

Zz

zeU

ONM 2022, Etapa nationala, P3

Problema 8 Fie 21, 22, 23 numere complexe de modul 1, cu proprietatea ca |z; — z;| > V2, pentru
orice 7,7 € {1,2,3},i # j. Demonstrati ca

|2’1 +2’2’ + |2’2 +Z3| + ‘2’3 +21| < 3.

ONM 2022, Etapa judeteana, P2

Problema 9 Un numaéar natural n > 4 se numeste interesant daca exista cel putin un numar
complex z de modul 1 astfel incat 1+ z + 22 + 2"~ + 2" = 0. Determinati cite numere interesante
sunt cel mult egale cu 2022.

ONM 2022, Etapa judeteana, P3



Problema 10 Determinati numerele complexe z, y, z de acelagi modul, stiind cd numerele x+y+ 2
si 2% + 33 + 22 sunt reale.
ONM 2021, Etapa nationala, P1

Problema 11 Fie n > 2 un numar natural cu proprietatea ca multimea radacinilor de ordinul n
ale unitatii are mai putin de olva] _q submultimi cu suma elementelor nula. Aratati cd n este
prim.

ONM 2021, Etapa nationala, P3
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