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Subiectul 1. Rezolvati in Zags ecuatia 22023 = 38.

Solutie: Cum (38,2023) = 1, 38 e inversabil modulo 2023, deci orice solutie x a ecuatiei este inversabild
modulo 2023.

1632 26

De aceea, x — ¢#(2023) — 7 Ca urmare, ecuatia e echivalenti cu 2391 = 38, care se rescrie

27?3 =38  (mod 2023). (1)

Conform teoremei chineze a resturilor, aceasta congruenta e echivalenta cu sistemul

172 =38  (mod 7) )
21723 =38 (mod 17%) ’

care, tinand cont de 2% = 1 (mod 7) si de 21617 = 2#(17) = 1 (mod 172), se rescrie
x=3 (mod7) (3)
2177 =38 (mod 17%)

Dar din #'™7 = 38 (mod 17?) obtinem 2! = 38 (mod 17), adica, tinand cont de 2'6 =1 (mod 17),
27 = 4 (mod 17). Ridicand aceasti ultimi congruentd la puterea 7, obtinem z = 47 (mod 17), adica
r = —4 (mod 17). De aici, exista, A € {0,1,...,16} asa incat x = —4 + 17\ (mod 17?); se verifica prin
calcul ci toate aceste valori sunt solutii ale congruentei #177 = 38 (mod 17%). Conform lemei chineze a
resturilor, solutia sistemului (3) este x = 3 - 1156 + 868 - (—4 + 17\) (mod 2023), adica z = —4 + 595\
(mod 2023), A € {0,1,...,16}.

Ca urmare, solutiile ecuatiei date sunt:

{Z4+5%A: A€ {0,1,...,16}} = {—4+ 119x: A € {0,1,...,16}}.



Subiectul 2. Fie A, B € M,,(C) astfel incat exista a,b € C gi ¢ € R\ {1/2} pentru care
aA+bB = (1—-c)AB+ cBA.
Arétati ca (AB — BA)" = O,,.
Solutie: Relatia din ipoteza se scrie (A —bly,)(al, — B) 4+ abl, = ¢(BA — AB) si respectiv (al, — B)(A —
bl,) + abl, = (¢ — 1)(BA — AB). Matricile (A — bl,)(al, — B) + abl, si (al, — B)(A — bl,,) + abl,, au

acelagi polinom caracteristic, deci au aceleasi valori proprii. Atunci ¢(BA — AB) si (¢c—1)(BA — AB) au
acelasi spectru.

C

Daca ¢ = 1, concluzia este evidenta. Daca c # 1, deducem ca BA— AB si 1 (BA— AB) au aceleasi

C

valori proprii. Fie A o valoare proprie a matrice BA— AB. Atunci 1 A este valoare proprie si, inductiv,

k
c
< 1) A este valoare proprie pentru BA — AB, pentru orice k > 1.
C [e—

Cc

c—1
proprii ale matricei BA — AB sunt asadar nule, de unde concluzia.

Intrucat BA — AB are un numér finit de valori proprii si # 41, atunci A = 0. Toate valorile



Subiectul 3. Fie f : [0,1] — R o functie derivabila pe [0, 1], cu derivata continua si f(0) = f(1) = 0.
Demonstrati ca

(/OlQOf(x) dx>2 < 1—12 01 (f'(2)” de.

Solutie:

Aplicand formula de integrare prin parti se obtine

) 1
Viad e 3 +e Ha®+e /
/0 ( ; ) < fx)dx = ( 3 ) f(z) _/0 ( 3 ) - f(@)dx (4)

0

..................................................................................................... 5p
Aplicand mai departe inegalitatea Cauchy-Schwarz, obtinem
1 /.3 2 1 /.3 2 1
5] rwax) < (555 ae [ (@rax
0 3 0 3 0
' 2
—90) | ()P,
0
unde L1 9
c
R —R = (z+=+¢
..................................................................................................... 3p
Dar functia g are valoarea minima —— atinsa pentru ¢ = ——. Cu aceasta solutia este completa.
.................................................................................................... 2p

Nota: Daca se urmeaza pasii de rezolvare, fara considerarea constantei ¢, se acorda in total 3 puncte.

Doar pentru aplicarea formulei de integrare prin parti, fara considerarea constantei ¢, se acorda in
total 1 punct.



Subiectul 4. Fie f: (0,00) — (0,00) o functie crescatoare. Sa se demonstreze ca daca

flx+1)

lim 22

z—oo  f(x)

atunci lim M

= 0, oricare ar fi a > 1.
rz—o0 qF

Solutie: Fie a > 1 arbitrar. Presupunem, prin absurd, ca functia x — Lf) nu are limita 0 cand x — oo.
a
Atunci exista p > 0 astfel incat, pentru orice r > 0, exista x, > r cu proprietatea ca
f(xr)
a®r =P
..................................................................................................... 2p
In particular, oricare ar fi n € N, existd z,, > n astfel incat f (zp) > pa®™. Evident, z, — oo.
Fixam acum ¢ € (0,a — 1). Din
1
lim M =1,
z—oo  f(x)
rezultd existenta lui b € R astfel incat, oricare ar fi x € [b, 00),
1
AR
f(z)
In urma unui rationament inductiv, se deduce de aici imediat ca
Ve € [b,oo), VkeN*: flx+k)<(d+e)ff(x).
In particular, f(b+ k) < (1+¢)kf(b), oricare ar fi k € N*.
..................................................................................................... 5p

Fie n € N cu proprietatea ca x,, > b. Notam k = [z, — b] + 1. Atunci k > x,, —bsau b+ k > x,. In
cele din urma avem

pa®n < fzn) < f(b+k) < (1+e)*f(b) < (1+2)""F2f(b),
de unde deducem

10> o402 (£

oricare ar fi n € N cu x,, > b. Facand n — oo obtinem ca f(b) > oco. Contradictie.



