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Solutii gi bareme de corectare

Problema 1. Fie matricele A, B € M,,(C) astfel ca AB = A gi BA = B. Consideram functiile:
f:C—=C, f(2)=Tr A+zB) zeC,

) =Tr ((1
g:C— N, z): g((l—zA+zB) zeC,
h:C—C, h(z)=det((1-2)A+2B), =z¢cC.

Aratati ca functiile f,g si h sunt constante.

Solutie si barem de corectare:
Pentru orice z € C, notam C, = (1 — 2)A + zB. Avem

A2=A- A=AB-A=A-BA=AB=A
B’=B-B=BA-B=B-AB=BA=B

............................................... 1 punct
C2 = ((1—2)A+2B)” = (1-2)242 + 2(1 — 2)(AB + BA) + 2°B?
—(1—2)2A+2(1—2)(A+ B) + 2B = ((l—z)2+z(1—z))A+ <22+z(1—z))B
=(1-2)A+2B=0C,.
............................................... 2 puncte
a) Deoarece Tr AB = Tr BA, rezulta ca Tr A = Tr B, astfel ca
f(z)=TrC,=(1-2)TrA+zTrB="Tr A,
pentru orice z € C, deci f este constanta. s 2 puncte
b) Orice matrice M idempotenta (M? = M) are forma canonica Jordan de forma J, = g 8 , unde

r =rang M, de unde Tr M = rang M. Deoarece C', este idempotenta, pentru orice z € C, rezulta ca
g(z) =rangC, = TrC, = f(z), pentru orice z € C,

deci g = f, astfel ca g este constanta. e 2 puncte

¢) Deoarece C2 = C,, rezulti ci det C, € {0, 1}, pentru orice z € C. Fixdm z € C si definim functia
h, :[0,1] = {0,1}, h.(t) = h(tz) = det Cp,. Evident, functia h, este continua, astfel ca h, trebuie sa fie
constanta, de unde
h(z) = h;(1) = h;(0) = h(0) = det A,



astfel ca h este constanta. s 3 puncte
Observatie. Daca se ia z = 0,z = 1 i cerintele se reduc la

f(z)=TrA=TrB, zeC
g(z) =rang A =rangB, z¢€C
h(z) =det A=detB,, z¢€C,

se acorda 1 punct.



Problema 2. Fie A € M, (C) o matrice de rang 1 astfel incit Tr A € R gi exista a,b € C cu |a|] = 1
astfel tncat
A? + aAA* +aA*A+b(AY)? = O,,

unde A* = AT, Ardtati cd existd uw € C* astfel incit A = +u - a’.

Solutie si barem de corectare: Pentru ca rang A = 1 rezulti ci A se poate scrie in forma A = z - 57,
unde z,y € C*\ {0}. Mai mult, A% = (z,y) - A = Tr A - A. Evident, pentru ci Tr A* = Tr A si A* are si
ea rangul 1, avem si (A4%)2 =Tr A - A*.

............................................... 3 puncte
S& remarcam, intai, ca dacid am avea Tr A = 0 atunci i Tr A* = Tr A = 0 ¢i, trecand la trace in
realatia din enunt obtinem, tinand cont si de relatiile anterioare:

(Tr A)? + aTr(AA*) +a Tr(A*A) + b(Tr A*)?> =0 < 2a Tr(AA*) =0 & A= O,

ceea ce contrazice faptul ca rang A = 1. Astfel, Tr A = Tr A* € R\ {0}.
............................................... 2 puncte
Rescriem relatia din enunt, in forma

(A+aA*)(A+ad*) + (b—a®)(A")? = O,

(A+ad")(A+ad®) = (a2 —b)(A")?
a(@A+ A")(A+ad*) = (a® —b)(A")2
(A+aA")* - (A+ad*) = (a—ab)(A")?

Dacé b = a? sau, echivalent, a — ab = 0 din ultima relatie rezulti ca A + aA* = O, si de aici, tinand
cont cd Tr A = Tr A* #£ 0, rezulta cd a = —1 ceea ce implica A = A*.
Daci b # a2, din relatia (A + aA*)* - (A + aA*) = (a — ab)(A*)? rezultd si ca

[(A+ad*)" (A+ad")]" = [(a —aby(4)?] e (A4 aA*)* - (A4 aA*) = (a — ab)A®

si, deci,

(A*)2:a—(_llb)AZ@TrA-A*:a_ab'TrA.A@A*:a_ab

a—a a—ab a—ab

A.

b_ 1 4, deci, A = A*.

R oL a—
Trecand la trace rezulta ca

Astfel, A = A*.
............................................... 3 puncte
Dar A* = ((ng)) = yz! si atunci egalitatea A = A* implicd, inmultind scalar cu z:
vyt =yr" o (zy) =)y
2
o - e B g €4 .
deci, x si y sunt liniar dependenti (coliniari),z = ay, unde o = T + Il € R\ {0}. Rezulta acum
T,y ()
ca
A=ca-2- 7" =+u-u4’, undeu= ”xHx
Y

............................................... 2 puncte



Problema 3. Fie f:[0,1] — R o functie derivabild, cu f’ continud si f (0) = f (1) = 0. Aratati ca

L S )
</0 2° f () dx) <15 ; (f' (z))” da.

Solutie si barem de corectare: Consideram

! CL‘3+C, 3+ c ! Va3 e ,
/0( . >f(w)dx=< - )f(ﬂ:)o—/0< . )f(w)dxz
Viad e ,
——/0( . >f<:c>dx

............................................... 5 puncte
Aplicam CBS si obtinem
1/.3 2 1/.3 2 1
0 3 0 3 0
............................................... 3 puncte
Calculam
L ge\ il 1/1 1
/0 3 dX:/O9($6+20x3+02)d><:9<7+204—|—c2>
Fie
15, 1 1
g(c)f§c —i-ﬁ- —|—@
i I 1 1
care are minimul in ¢ = —7 si ia valoarea o
............................................... 2 puncte

Observatii. Daca se urmeaza pasii de rezolvare, fara considerarea constantei ¢, se acorda in total 3
puncte.

Doar pentru aplicarea formulei de integrare prin parti, fara considerarea constantei ¢, se acorda in
total 1 punct.



Problema 4. Consideram functia continud i strict crescatoare f : [0,+00) — [0,400) care satisface
f(0)=0si f(N)CN.

o0
a) Ardtali ca f este bijectiva §i cd seria de puteri fo(”) este convergentd pentru orice

n=0
ze(-1,1).
b) Notam inversa functiei f cu g, iar suma seriei de puteri anterioare cu h. Presupunem ca

flx-y)=f(x) f(y), Vr,y>0.

Calculati lim g (1 —z) - h(x).
w1

Solutie si barem de corectare: a) Cum f este strict crescatoare, este injectiva, iar din f continua si
f(N) C N rezulta lim,_, f (z) = +00. Cum f (0) = 0, rezulta ca f este bijectiva.

............................................... 1 punct
[o.¢]
Se observa ca seria de puteri poate fi scrisd sub forma Z . apz®, unde
n=
{ 1, pentru k= f(n)
ay = .
0, 1n rest.
Atunci lim supy,_, o, ¥/|ax| = 1, de unde raza de convergenta a seriei de puteri este 1.
............................................... 2 puncte
b) Notand u (z) = In f (), observam ca u este continua si satisface ecuatia lui Cauchy
u(z+y)=u(r)+u(y), Vr,yeR.
Avem succesiv
u(z) = u(l) -z, VxeR
fe®) = M vreR
fz) = M, vz >o.
Cum f (N) C N, obtinem ca exista p € N* astfel incat f (x) = xP, pentru orice x > 0.
............................................... 2 puncte

In plus, deoarece f este crescitoare, iar z € (0,1), avem pentru y € [n,n + 1] ca

2f (D) < 2 W) < xf(n)’

de unde
n+1
LI < / 2T W dyy < 250,
n
Va rezulta
N N+1 N
S o) < / Py <3 /™),
n=0 0 n=0
si cum seria este convergenta pentru x € (0,1), vom obtine ca integrala fooo /W dy este convergenti si c&
lim g (1 h im (1—a)p [ o/@dy= tim (1—a2)5 [ e"Meg 1
Jim g (1=2)-h@) = Jim (=) [“afWdy= lim q—a)p [T )

............................................... 3 puncte



Cu schimbarea de variabila y? - Inxz = —t, vom avea

1
e © 1 |
/ eyp.lnacdy — / 6’_t Lo ( t )p ) di
0 0 p\—lnz —Ilnx
[e.e]
— 11/ et.t;_l.dtzll.l.r<1>'
p(—Inx)r Jo (—Inz)» P p

Introducand in (1), vom avea

1
1-z\7 1
lim g(1—z)-h(x)= lim ( :E)pF(]Hl) :1F<1):I‘<p+1>_
el e=l- \—Inz/ p p p\P p

............................................... 2 puncte




