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Subiectul 1. Fie fi, fo doua functii olomorfe in C, astfel incat
(i) Re(f1 — f2)(z,y) = p(x? — y?) pentru orice (z,y) € R?, unde ¢ € C? (R);
(i) Im(f1 + f2)(z,y) = 2e® cosy pentru orice (x,y) € R?;
(i)~ f1(0) = f2(0) = i.
a) Sa se determine functiile fi si fo;
b) Sa se rezolve in C ecuatia fi(z) + fo(—z) = 24;
¢) Fie g(z) =Re ((f1 + f2)(inz)), z € R, n € N*. Si se calculeze

27 ( )
_ 9\
/5 —4sinx d.

Solutie:
Considera fi(z) = ui(z,y) +vi(z,y) si fo(z) = ua(x,y) + iva2(2,y), cu x + iy = z.
a) Impune conditia uj si ug armonice si obtine

O(T% — Y1) = a(@® —Y?) 4+ b, @D E R oo 1p
Deriveaza (i) si (ii) in raport cu z si y, apoi utilizeaza conditiile Cauchy-Riemann. ............ 0,5p
Obtine fi(z) = % e 1, 01 € C o 1p
: az’®
Obtine fa(z) = 5 F e 0o, o € C o 1p
Determind €1 = €9 = 0. oo e 0,5p
D) f1(2) 4 fa(=2) = 0(€% 4 €77) . o 0,5p
€7 = 1p
Obtine 2 = 2K7i, Kk € 7 oot 0,5p
C) G(T) = —2SIN(NE) ottt 0,5p
2w _2einz
Formeaza integrala / T A 0,5p
o ©—4sinzx

Substituie €™ = z si obtine I = / 2 dz 0,5

= z si oby = 577 iy g % e ,5p
|z|=1

Alege polul simplu % in interiorul curbei si calculeaza reziduul in % ........................... 0,5p
Obtine I = 3 ._2:_2 (cos % + isin n277> ...................................................... 1,5p

Obtine val integralei cerute: ——— sin | 0,5

ine valoarea integralei cerute: —————=sin| — | .. ...

& 3. on—2 2 P



Subiectul 2. Sa se calculeze

dz.

(3 + 2+ 1)cosg
/ (2 —3)(z5 — 23+ 1)
|z|=2
Solutie:

e z = 0 punct singular esential situat in interiorul curbei de integrare......................... 0,5p

e z = 3 pol simplu (nu este solutie pentru ecuatiile 2° — 23 +1 = 0 5i 22+ 2z +1 = 0) situat in exteriorul

curbel de INbEGTATE . . ...ttt e 0,5 p
e radicinile ecuatiei 2° — 23 + 1 = 0, notate cu 2z, kK = 1,5, sunt poli simpli (z,% 4+ 2z +1#0si

5zp — 322 # 0 pentruorice k= T1,5) ...t 0,5 p
Demonstreaza |z < 2 pentru orice k= 1,5 ... oottt 2,5 p
Din Teorema Reziduurilor, rezulta

5
I =2mi (Rez(f;O) F Y T REZ(f2k) | o oo 1p
k=1

Deoarece suma tuturor reziduurilor in punctele singulare finite gi In punctul de la infinit este nula,
obtinem

I'==2mi (Rez(f;3) + Rez(f500)) .o 1p
Calculeaza -
(z3+z—|—1)cos; 1

;3) = i — T e 1

Rez(f:3) == =3) o —5s =) ~ 14 P
1 1

; = = d = = 2
Rez(f;00) = Rez(g,0) = 0, unde g.(w) w2f <w> P
Obtine valoarea integralei I = —% .............................................................. 1p



Subiectul 3. Sa se determine, in clasa originalelor Laplace, solutia ecuatiei diferentiale
Z(t)+22(t-1)+z(t—2)=1
care satisface z(0) = 2/(0) = 0.

Solutie: Notam L£{x(t)}[s] = F(s). Foloseste teorema de derivare a originalului si teorema intarzierii in
timp, si gaseste

L{x(t —2)}[s] = e 2 F(s)

L{z'(t)}[s] = sF(s)

(= OMsl = s F(s) -
L{z"(t)}[s] = s*F (s)
£{1}[s] = % Res > 0

Aplica transformarea Laplace asupra ecuatiei date si gaseste

F(s) = 1 ! B+ttt e e e e e 2p

& 1
Foloseste seria geometrica »_ (—1)"z" = 55 |z| < 1, si seria obtinuta prin derivare
-0 z
LSy e <1 1
= —1)"(n R -
(1 + Z)2 n=0 ' p
1 X e S e "8

3 — n — n

Obtine F(s) = 3 nz::O(—l) (n+1) . = nz::O(—l) (n+ 1)W ............................. 3p

1 tn+2

£t b o T 1

{om ] = ey P
) _ 1 )2 _) L t=0

L {s”+3} [t] = (1 2) (t—n)"*n(t —n) unde n(t) = 0, <0 e 1p
. . . . . S n+1 9

Aplica transformarea inversa Laplace si gaseste solutia z(t) = > (—1)"( o] (t—n)" 2t —n) =

n=0 n :
[t] n+1
—1)" E—n)"20(t =), > 00 1
> (1) g (=) =) p



-z X sin(nz
Subiectul 4. a) Sa se demonstreze ca T 5 = > (nz)
n=1

, pentru orice z € (0,27 );

n
b) Sa se demonstreze ca T e= M, pentru orice z € (0,7 );
2 n=1 n
1 1 1 1
a lcul =l——4+_-——+—=—....
c) Sase calculeze S 5+7 11+13
Solutie: a) Dezvolta in serie Fourier de sinusuri functia f(z) = T ; ) Obtine apoi valoarea coeficientilor
—1)m 41
bn, = u, 1€ N 2p
n
T—x (-)"+1 . [(nz 2 sin(nx)
T = E ? S1n <2> = E % Sln(kﬂf) + E 0 = E o T 2p
n>1 n=2k n=2k+1 n>1
. . R sin(2nx)
b) z — 2z 1 litatea de 1 b —— == o 2
) x x in egalitatea eaa)§10‘§1ne4 5 Z 57 P
n>1
in(2n — 1
c¢) Diferenta relatiilor obtinute la a) si la b) si obtine: T g sin(2n )x, Ve e (0,m) oovnnn.. 2p
4 = 2n —1
Al % §i obtine § = — ) (2p)
ege T = — S1 ODHINe S = =
g 5 s obt e P

Nota: Orice alta solutie corecta va fi notata corespunzator.



