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Problema 1. Fie matricele A,B ∈Mn(C) astfel ca AB = A şi BA = B. Considerăm funcţiile:

f : C→ C, f(z) = Tr
(
(1− z)A + zB

)
, z ∈ C,

g : C→ N, g(z) = rang
(
(1− z)A + zB

)
, z ∈ C,

h : C→ C, h(z) = det
(
(1− z)A + zB

)
, z ∈ C.

Arătaţi că funcţiile f, g şi h sunt constante.

Problema 2. Fie A ∈ Mn(C) o matrice de rang 1 astfel ı̂ncât TrA ∈ R şi există a, b ∈ C cu |a| = 1
astfel ı̂ncât

A2 + aAA∗ + aA∗A + b(A∗)2 = On,

unde A∗ = ĀT . Arătaţi că există u ∈ Cn astfel ı̂ncât A = ±u · ūT .

Problema 3. Fie f : [0, 1]→ R o funcţie derivabilă, cu f ′ continuă şi f (0) = f (1) = 0. Arătaţi că(∫ 1

0
x2f (x) dx

)2

≤ 1

112

∫ 1

0

(
f ′ (x)

)2
dx.

Problema 4. Considerăm funcţia continuă şi strict crescătoare f : [0,+∞) → [0,+∞) care satisface
f (0) = 0 şi f (N) ⊂ N.

a) Arătaţi că f este bijectivă şi că seria de puteri

∞∑
n=0

xf(n) este convergentă pentru orice

x ∈ (−1, 1) .
b) Notăm inversa funcţiei f cu g, iar suma seriei de puteri anterioare cu h. Presupunem că

f (x · y) = f (x) · f (y) , ∀x, y ≥ 0.

Calculaţi lim
x→1
x<1

g (1− x) · h (x) .

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii şi se notează cu punctaje cuprinse ı̂ntre 0 şi 10.

Timp de lucru: 4 ore.


