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SEMINAR NR. 1, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analiticd

ALGEBRA LINIARA

1. MATRICE. DETERMINANTI. SISTEME DE ECUATII LINIARE
1.1. Matrice. Determinanti.

Notiuni teoretice-vezi curs.
Definitia 1. Fie (K, +,-) un corp comutativ (K = R, K= C). Se numeste matrice cu m linii §i n coloane
si cu elemente din K functia
AL 2,...,m} x{1,2,...,n} = R, f(i,7) = a;;.
Se noteaza matricea cu elementele (a;;),_— . ¢ A = (ai5);—7m ="
Se noteazd multimea matricelor cu m linii gi n coloane, m,n € N* cu
a1 a2 ... Qin

Mo (K) = S AjA = | 920 92 @ g e K Vi=Tm, j

I
—
3

Am1 Am?2 e Qmn
Cazuri particulare:

eDacd m = n se obtine multimea matricelor patratice

a1 a2 e Q1np
M, (K)y={ A;A=| @ @2 - G e RVi=Tnj=Tn
anp1 Ap2 ... QApn
eDacd m = 1 se obtine multimea matricelor linie
Mlxn (K) = {A,A = ( ail a2 ... Qip ) ,a15 € K,V] = 1,7’L} ~ K"™.
eDacd n = 1 se obtine multimea matricelor coloana
ar
Mipxi (K) = ¢ A; A = P g eRKVi=T,my ~ K,y
Qm1

Definitia 2. Fie V(A,B) € M,,xn (K) X My,xn (K). Se definegte egalitatea a doud matrice A si B de
acelasi tip prin

A=B< [aij :blj,VZ:m,j :1,777,]
Definitia 3. Pe multimea M, «,, (K) se definegte operatia internd de adunare a matricelor

+ : Misn (K) X Mopsn (K) = Mopxn (K),V (A, B) € Mpxn (K) X My xn (K),

a1 QA1n b11 bln ayl + bll a1n + bln
Am1l -+ QAmn bn1 .. bmn am1 +bm1 . Amn + bmn
EM o xn(K) EM i xn (K) EM o xn(K)
Matricea A + B = (a;; + bij), 17 j—T7 Se numeste matricea suma dintre matricea A gi matricea B.

Propozitia 1. (M, x, (K), +) este grup abelian , adici
(GA)) V(A,B,C) € Myyn (K)> : (A+B)+C=A+(B+C)
(adunarea matricelor este asociativi);
(GA2) 30, (k) € Muxn (K) (numitd matricea zero, O, ., (x) = (0x) ;=177 j=15) astfel incat
VA € M, xn (K) A+ aMan(K) = OMan(K) + A=A,
(GA3) VA eMxn (K), 3 (—A) € Mpyxn (K) (numitd opusa matricei A, —A = (_aij)i:m,j:ﬁ) astfel
incat
A+ (—A) = (“A) + A = Orq o)
(GA4) YV (A,B) € Mpun (K> :A+B=B+A
(adunarea matricelor este comutativa).
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Exercitiul 1. Sa se precizeze care dintre urmétoarele matrice se pot aduna si, in caz ca este posibil, s& se
determine suma lor:

a)A:<§)§iB:(3 7)) A= (3 7)§iB:<§>;

9 1 1 7 1 0 -5 7 -3 2 1 -5
c)A—<_35>§1B < _3 9 >d)A 2 -3 0 4 |siB= 1 2 -1 2
4 1 -2 3 5 1 1 =8
Rezolvare. a) A = ( 2= ) si B= 3 =a;; 7=a );
5 = az1
1x2
2><1
NU, deoarece A si B nu sunt de acelasi tip.
b) NU, deoarece A si B nu sunt de acelasi tip.
_ 220,11 1 = a2 -1 -7 _ 1 —6 .
C)A+B_<—3_a21 5_a22)+<—32 )_<—6 7)’
1 = ali O = a2 75 = ai3 7 = a4 73 = b11 2 = b12 1 = b13 75 = b14
d) A+B = 2= as1 -3 = az2 0= a23 4= a24 + 1= b21 2= b22 —1= bgg 2= b24 =
d=a3; l1=azx —2=a33 3=az 5=b31 1=bzyz 1=0bzgz —8=3

-2 2 -4 2
= 3 -1 -1 6
9 2 -1 -5

Definitia 4. Fie (K, +, ) un corp comutativ si m,n,p € N*. Se numeste matricea produs al matricei A €
Mixn (K) cu matricea B € M,,», (K) (in aceastd ordine) matricea

a1 ... Qip b1 ... blp a11b11 + ... + a1nbna allblp + ...+ a1nbnp
Am1 -~ Qmn bnl bnp am1b11 + ...+ amnbnl amlblp —+ ...+ amnbnp
EMpm xn (K) EMnxp(K) eMmXp(K)

m

adici A -B = (Z aijbjk> € Mimxp (K).
i=1 i=T,m,k=1,p

Operatia - : My, xpn (K) X M5, (K) — My, xp (K) nu este o operatie internd pe vreo multime.
Pentru m = n = p, pe multimea M,, (K) se definegte operatia internd de tnmultire a matricelor pe M, (K)
- My, (K) x M, (K) - M, (K),V(A,B) e M, (K) x M,, (K),

ail A1n b11 bln a11b11 + ...+ alnbnl aubln + ...+ alnbnn

Gpl ... Onn bpi .. bpn an1bit + oo + Apnbp1 . Gp1bin + o+ Annban

Propozitia 2. (Proprietati ale tnmultirii matricelor)
a) V(A,B,C) € Myun (K) x Myxp (K) x Mpyq (K): (A-B)-C=A-(B-C)
("asociativitatea" inmultirii matricelor);
b) V(A,B,C) € My (K) X (M, (K))?:A-(B+C)=A-B+A-C
(inmultirea este "distributivd" la stanga fata de adunare);
¢) ¥ (A, B,C) € (Mo (K))2 x Myp (K) : (A +B)-C=A-C+B-C
(inmultirea este "distributivd" la dreapta fatd de adunare).
Denumirile puse intre ghilimele sunt fard numai pentru m =n = p.
Propozitia 3. (M, (K), “intre matrice) are o structura de monoid, adicd sunt verificate:
(M) V(A,B,C) e M, (K)*: (A-B)-C=A-(B-C)
(asociativitatea inmultirii matricelor patratice);
(My) A1, € M,, (K) (numitd matricea unitate, identitate) astfel incat

VAeM, K :A- L =1I,-A=A,
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1 0 ... 0
unde I,, = 0 1 ... 0 sau
0 0 ... 1
I, =(d;)._+ ._—,unde 0;; = L dacii=j, sunt simbolurile lui Kronecker
n Y/i=1,n,j=1,n’ ij 0’ dacs i 74 7, .

Propozitia 4. (M,, (K) , “intre mmm, +) are o structura de inel necomutativ, cu divizori ai lui zero.

(g exmnm (5 )-(5 1) = (5 0))

Observatia 1. In (M,, (K),-) operagla de inmultire a matricelor nu este comutativi. In (M, (K),-) nu
orice matrice este inversabila.
Definitia 5. Fie (K, +, ) un corp comutativ i n € N*| k € Ny Se numeste matricea putere a 2 —a a matricei

A € M,, (K) cu matricea A? € M,, (K) matricea
2 =

a1 e Q1p ail - Q1p a11a11 + ... + a1pan1 oo Q11010 T+ ... T A1 Apn
== = e e e b}
Am1 -~ Qpn Apl - Gpp Ap1G@11 + oo + QnQnl -« Ap1Qin + - + GpnGpn
eM,, (K) eEM,, (K) eEM,, (K)

adict A2 = (Z aijbjk> € M, (K).
j=1 i=Tn,k=Tn

Analog A3 = A2 A A*=A3. A, .. AF=AF1. A,

Propozitia 5. (Proprietati ale ridicdrii la putere a matricelor) Vk,p € N,
a) VA € M,, (K) : A* - AP = AFtP,

b) VA € M,, (K), matrice inversabili: A* - (A’l)p = AFp,

c) VA € M,, (K) : (AF)” = Ak,

d) VA,B e M, (K): (A-B)" = A*. B,

e) YA, B € M, (K), B matrice inversabili: (A- (B_l))k =AF. (B_l)k.

2 1 . -1 -7

35 )8 8= _3 »

S& se calculeze, daci este posibil, produsele AB si BA. Este adevarats egalitatea AB = BA?
Rezolvare,

= (% 5)(57) - (ST o2

2x2—nr de col 2.nr de linx2 2x2
-1 -7 2 1 19 36
BA_<—32 ><—3 5)‘(—12 7)'
Se observa ca AB # BA.

b) Este posibil ca produsul a doud matrice nenule si fie matricea nuld?
Rezolvare. Da,

JA = ( 8 ? ) # Opy(r), 3B = > # O, ) astfel incat

2 1
0 0
0 2 2 1 0
w=(5 1) (0 0)=(00)=0me
c) Este posibil ca A # 6,AB = AC = B =C? (adlca s& nu existe o reguld similard simplificirii numerelor

reale)
Rezolvare. Da,

aA:(gf)
a-(35)

Exercitiul 2. a) Se dau matricele: A =

O Mo (), 3

(D

>,cz < g Z >,B7é0, astfel incat

11

3 4

8 0 2 5 7 6 8
F)iac=(0 T (5 )= (5 1) ar-ac

tU
wcn/\
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Exercitiul 3. Si se precizeze care dintre urmétoarele matrice se pot inmulti si, daca da, s& se precizeze
dimensiunile matricei produs:

a)A:(§>§iB:(3 7)ib) A= (3 7)§13:<§);

2 -1 0 0 -1 -1

c)A<2_3 é)§iB<:é 2_7>;d)A 3 2 1 |siB=[2 -3 1
0 1 -1 1 2 0

7

7

Rezolvare.
a)AB:(§>‘(3 7),:(165_—25.33 ;éi? )
=5. =5.
1x2
2x1 2X2
b) AB= (3 7)(;)(413~2+7~5);
———
1x2 S~ 1x1
2x1
2 1 -1 =7 -5 —12
C)AB_(3 5)(3 2 )‘(12 31 >
2 1 0 0 -1 -1 -2 1 -3
d) AB=|( 3 2 1 2 =3 1 = 5 =7 -1
o 1 -1 1 2 0 1 -5 1
Alte exemple de matrice care se pot inmulti:
1 1 1
1 0 -2 1 3 1 0 2 -5
o )y )G 3)(z)-(7)
2 3 1 0 1 8 3 2 3 1 3 5
1
g)(l -3 4) 2 | =(7).
3
Exercitiul 4. Fie matricele A, B,C, D
3 0 1 5 2 -3 -1 4 1
A= -1 2 |,B=| -1 1 0 |,C= 2 1 7D:(2 0 >
1 1 -4 1 3 4 3

Calculati acele matrice dintre cele enumerate mai jos care sunt definite:
A+ B, A+C,AB,BA,CD,DC, D?.
Rezolvare. A + B nu are sens.

3 0 -3 -1 0 -1
A+C = -1 2 |+ 2 = 1 3
1 1 4 3 5 4
AB nu are sens.
5 2 3 0 0 12
BA = -1 1 0 -1 2 = -4 2
—4 1 3 1 1 -10 5
3x3 3Ix2 3x2
-3 -1 —-14 3
CD = 2 1 ( ;1 _01 ) = 10 -2
4 3 22 4

DC nu are sens,
4 -1 4 -1 14 —4
2 — . = =
p=po=(5 3 ) (5 0 )=(¥ 2)
D? are sens numai pentru matrice pitratice.

Definitia 6. Pe multimea M., x,, (K) se definegte operatia externid de inmultire a matricelor din My, xp (K)
cu scalart din corpul K



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniard gi Geometrie analiticd 5

St Kox men (K) - men (K) ’
ail A1n aall AQ1np
V(a,A) € KX Mysn (K),a- =
am1 .-« (Gmn am1 ... Q®Amn

Matricea cA = (aa;;) € Mixn(R) se numegte matricea produs al matricei A € M, (K) cu
scalarul o € K.

La capitolul Spatii liniare (vectoriale) peste K se va arita ci:
Propozitia 6. M,, ., (K) are o structura de K-spatiu liniar (spativ liniar peste corpul comutativ K) in
raport cu operatiile definite anterior (K poate fi considerat R sau C), adic8 sunt verificate:
a) (M, xn (K),+) este grup abelian.
b) (SL1) V(a,B3,A) € K2 X Muyxn (K) - (B-A) = (a-3) - A;
(SLQ) V(O‘wBaA) e K? x Minxn (K) : (a +ﬂ) A= (O( : A) + (6 ’ A)’
(SL3) V (2, A,B) € K X Mysn (K)?: - (A+B) = (a-A)+ (a-B);
(SL4) VA € Myxn (K) g - A=A
Definitia 7. a) Fie A € M,,x, (K). Se numeste matrice transpusd matricei A matricea AT € M,,x,, (K)
ce are drept linii, respectiv coloane, coloanele, respectiv liniile matricei A.

AT = (aji) € Muxm (R)
b) Fie A € M,, (K). A se numeste matrice simetrici daci AT = A si matrice antisimetrica daci AT = —A.
Se noteazd cu M2 (K) multimea matricelor patratice simetrice si cu M2%(K) multimea matricelor pitratice
antisimetrice.
Propozitia 7. (Proprietiti ale transpunerii matricelor)
a) V(A,B) € (Myxn (K)?: (A+B)" = AT + BT,
b) V (A, B) € Myyxp (K) X Moxy (K) : (A-B)" =BT - AT,
) V(,A) € K X Myun (K) : (@A) = aAT,
d) VA € Muxn (K) : (AT)" = A.
Definitia 8. a) Fie D € M,, (K). D se numeste matrice diagonald daca

1=1m,j=1,n

j=1n,i=1m

A0 .0
D= 0 A ... 0 ,cu ) €Ki =1,n.
0 0 ... A
b) Fie L € M,, (K). L se numeste matrice inferior triunghiulara daca
ly 0 0 -+ 0
lgl l22 0 s 0
L= ls1 l3a I3z - 0 , cu lij GK,i,j =1,n.
lnl ln? ln3 e lnn
c) Fie U € M,, (K). U se numeste matrice superior triunghiulard dacs
U1 U2 U3 -+ Uln
0 u2e U2z - Uy
U= 0 0 U3z  **+ U3p ,CU.UU‘EK,L]':L’H,.
0 0 0 - Upy

Exercitiul 5. Fie matricele
1 -2

A=| -1 1 ,B:(?:G 2_4),(1:(? _;1)
0 2

S& se determine, dacé este posibil, urmétoarele matrice:

a) 2B; b) —C; ¢) —34;d) C —3A4;e) C —3B; f) AB; g) BA; h) BC; i) CB.

In cazul in care determinarea nu se poate face, si se explice de ce.

j) S& se determine, daci este posibil, matricea (AC)” si si se verifice dacit (AC)" = CT AT,
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—-12 -8

wc=-(7 5)=(3 1)
1 6

Rezolvare. a)QB—Q(?i6 2_4)_( 6 4 );

—2 -3
c)-34=-3( -1 1 |=| 3 -3 ];
0 2 0 —6

d) C — 3A nu are sens;

5 —4 3 2 —4 —10
e)C_3B_<1 —2)_3(—6 4 19 10)
1 -2 15 10
f)AB=| -1 1 (316 2_4>: —9 -6
0 2 -12 -8
g) BA nu are sens;
32 5 —4 17 —16
h)BC_<—6 —4><1—2>_(—34 32
. (5 —4 32 \ (39 26
‘)CB_<1 2)(6 4)_(15 10>
1 -2 30
jac=1[ -1 1 (‘;’ :;l>: -4 2 ;(AC)T:<3 2_4 2_4)7
0 2 2 —4
5

T 1 1 -1 0\ (3 —4 2
¢ A<—4 —2)(—2 1 2)(0 2 4 )

Exercitiul 6. Fie VA, B € M,, (R). S& se demonstreze ca

a) (A+B)-(A-B)=A*>-B>s A-B=B-A.

b) (A+B)?=A24+24B+B*= A-B=B-A.

Rezolvare. a) Fie VA, B € M,, (R).

” = ”Se presupune ci (A + B) - (A — B) = A? — B2

Atunci, folosind presupunerea si proprietétile operatiilor cu matrice=
A-(A-B)+B-(A-B)=A-A-B-B=A-A-A-B+B-A-B-B=A-A-B-B=
A-B=B-A.

? < ”Se presupune ci A- B = B - A.

Atunci, folosind presupunerea si proprietétile operatiilor cu matrice=
(A+B)-(A-B)=A-(A-B)+B-(A-B) =

—A-A-A-B+B-A-B-B"P=F" a2 _p2
Exercitiul 7. Fie A= ¢ Z € M3 (R). S& se demonstreze ci

A? —(a+d) A+ (ad —be) Iy = Opq,,, . (k)
(ecuatia caracteristica atagatd matricei din My (R)).

Rezolvare. Fie A = ( i Z ) € Mz (R). Atunci

A% —(a+d) A+ (ad — be) I, =
(e (2 b)) vem () )

_( a*+bc ab+bd \ [ a*+da ab+db n ad — be 0 (0 0\ _
"\ cat+de cb+d? ac+de ad+d? 0 ad—bc )\ 0 0 )

- 0M2(R).

S

Exercitiul 8. Fie (1) A = ( le _03 > € Mz (R).

Folosind relatia (2) A? = 4A — 31, (este chiar ecuatia caracteristicd, se putea deduce de la exercitiul 7) si
inductia matematicd, sa se demonstreze ca:
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3" —1 3-3"
P(n):A": 5 A+ I,,Vn € Ns.
Demonstratie. Intr-adevir:

, 3—1 3-32 .
P(2): A% = A+ 5 Ir-adeviratd conform (2)
P(k)=P((k+1),VkeNy:

e g BF—1 3 3F
Se presupune P (k) adevarata: A" = A+ I,.

2 2
Se aratd cd P (k + 1) adevirata:

k_ _ ak k_ _ak
Ak+1:AkA:<3 1A—|—3 312)A:3 1A2+323A(i)

2 2 2

3k—1 3 — 3k e+l _q 3 — 3ktl

Definitia determinantului unei matrice patratice cu elemente reale si reguli de calcul-vezi mai jos sau liceu.
Definitia unui minor de ordin p al unei matrice, a unui minor complementar unui minor de ordin p, a

unui complement algebric al unui minor de ordin p-vezi liceu.

ODefinitia 9. Fie M = {1,2,....,n}.

a) O functie bijectivd o : M — M se numegte permutare pe M. Multimea tuturor permutarilor lui M cu

operatia de compunere formeaza un grup, notat .S,.

b) O permutare o admite o inversiune dacd existd i < j astfel incat o(i) > o (7).

¢) O permutare o se numeste pard (respectiv impard) dacd admite un numéir par (respectiv impar) de

inversiuni.

d) Aplicatia ¢ : S, — {—1,1}, e(o) =

1 daca o este para, . o .
se numeste signaturd, iar (o) se

—1 dacd o este impara
numneste signatura permutarii o.

OExercitiul 9. Fie M = {1,2,3,4,5} si 0 : ( ; i’ g g i ) o permutare din S5. S& se precizeze

N

paritatea permutarii.
Rezolvare. Inversiunile sunt:
c(l)=2>0(3) =1,
c(2)=3>0(3) =1,
c(4)=6>0(5)=5,0(4)=6>0(6) =4,
o(5)=5>0(6)=4.
Numérul de inversiuni este 5. Permutarea este impara, ¢(o) = —1.
ODefinitia 10. Fie A € M,, (R) o matrice patraticd. Se numeste determinantul matricei A numarul real
det A € R definit prin

det A = det (A) = Z £(0)a15(1)025(2) - - - Ano(n)

g€ES,
unde S,, este multimea permutéarilor multimii {1,2,...,n}, iar (o) este signatura permutarii o.
ail a2 AR
a1 a922 ... Qan

Se noteazd: det A =

Anl Ap2 ... Gpp
Propozitia 8. (proprietati ale determinantilor) Fie A = (a;j), ._— € M, (R). Atunci:

i,j=1,n

a) |det (AT) = det (A),VA € M,, (R) | (orice proprietate referitoare la liniile unui determinant este adevé-

ratd si pentru coloane).
b) Daca elementele unei linii / coloane ale unei matrice A se inmultesc cu un scalar «, atunci determinantul
noii matrice este awdet A. Mai mult,

|det (aA) = o det (4),¥A € M, (R), 0 € R.|
c¢) Daca intr-un determinant se schimb4 intre ele doud linii / coloane, atunci se schimbd semnul determinan-
tului.
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d) Un determinant este nul daci:

- toate elementele unei linii / coloane sunt nule sau

- are doud linii / coloane proportionale (deci si dacd are doud linii / coloane egale) sau

- una dintre linii / coloane este o combinatie liniard de doud linii / coloane.
e) Valoarea unui determinant nu se schimbé daci la elementele unei linii / coloane addugdm combinatii
liniare formate cu elementele altor doud sau mai multe linii / coloane.

)| det (AB) = det (4)det (B) VA, B € M, (R).|
g) Determinantul unei matrice diagobale, triunghiulare inferior, respectiv superior este egal cu produsul
elementelor de pe diagonala principala:

A0 .00

0 X ... 0 NV

0 0 ... A\

l1i1 0 cee 0 Ur U112 - Uln

log log -+ 0 | 10w - wg, |
—lll'l22'---'l’rma = U1l - U2 * ... Upn-

Definitia 11. Fie A € M,, (R). A se numegte matrice ortogonald daca
AT A=A. AT =1,.

Propozitia 9. Dacd A € M,, (R) este matrice ortogonald, atunci det(A) = £1. Reciproc, nu.
1 1 1 1 1 1 1 0 0 3 2 1
det| 0 1 1 =1, dar 0 1 1 1 1 0 = 2 21
0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1

ODefinitia 12. Se numeste urma matricei A = (a;;), ;

OPropozitia 10. Au loc:

a) Tr(A+B)=Tr(A)+ Tr(B),VA,B € M, (C);

b) Tr (awd) = aTr (A) ,Vae C,A e M, (C);

c) Tr (AB) = Tr (BA),VA,B € M,, (C);

d) Tr (AAT) =0=> A= GMH(R),VA e M, (R) ;

e) Tr (UAU™!) = Tr (4),VA € M,, (C),VU € M, (C) cu det (U) # 0.

Demonstratie. In ipotezele subpunctului:
n

€ M,, (C) numérul complex

+ in M,,(C) - _ .

a) TI“(A+B df_T Zz+bu Zazz+zblz_Tr(A)+Tr(B)7
Tr (ad) "¢ 2 © i) = i = aTr(A);
b) (a ) def. Tr i=1 (aa”) aizzla“ i r< )7
c) AB = (Z azkbk3)> ;BA = (Z (bikakj)> =
k=1 i,j=I,n k=1 i,j=I,n

i=1 j=1 i=1 j=1

d.) AAT = <Z (G@k&jk)) = Tr AAT = Z Zaz]az] Z Z aij)2
k=1 i,j=1,n i=1 j=1 i=1 j=1

r (AAT) ZZ a;;)’ = 0= A =0, ® in M, (R);
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)T | UAU| 2T (UluA | =Tr(4).
A A
un Aun B un Bun A

Observatia 2. Calculul unui determinant are sens numai pentru matrice patratice.

Regulan=2:
ai1; a2
= a11G22 — G12021-
a21 A22
Regulan =3:
a11 aiz2 i3
21 G2 (23 | = (11022033 + A12023031 + 013021032 — 13022031 — 012021033 — G11032023.
azi1 azz2 ass

(Sarus, triunghiului, dezvoltarea dup4 o linie, dupi o coloani)
Pentru n > 4 se folosesc reguli legate de dezvoltarea dupd o linie, dupa o coloana, Lagrange.

Exercitiul 10. Sa se calculeze determinantii:

9 1 _3 2 -2 1 1 1 1 0 2
2 1 1 3 3 2 2 1 11
a) —32"‘0) 2_333 Do o9 1'Y]3 00 1
3 4 2 0 1 1 2 1
Rezolvare. Matricele A de la exercitiu sunt patratice, de ordin n = 2,3,4. Deci are sens calculul pentru
det A.
2 1
a) |~ , 2‘_2-2—(—3)-1_7.
2 1 -3
2 1 -3 -3 2 0
b|-3 20 |=|2 1 2 |
2 1 2 2 1 -3
-3 2 0
=(2-2-24(-3)-1-(-3)+2-1-0)—(2-2-(=3)+2-1-0+(=3)-1-2) = 35.
2 1 -3 ‘ o
3 92 0 tmunguulul
2 1 2
=(2-2-24(-3)-1-(-3)+2:-1-00—(2-2-(-3)+2-1-0+(-3)-1-2) =35
2 1 -3 }
3 92 0 de ex., dez:V. dupa I 9. (_1)1+1 2 0 + 1. (_1)1+2 -3 0 +
1 2 2 2
2 1 2
43 =3 2| _
+(=3)-(-1) 9 1 ‘35
2 1 -3
3 92 0 de ex., dcz:v. dupd c3 (_3) ) (_1)1+3 -3 2 +0- (_1)2+3 2 1 +
2 1 2 1
2 1 2
_\3+3 | 2 1|
+2-(-1) 3 9 ’—35.
??TQiliédlvd“l 3.3 2 b3 2
c) CEmtEm R Ry (=) 0 9 1+ (=2 (=D 1 9 1|+
1o 91 4 2 0 320
3 4 2 0
1 3 2 1 3 3
1= 1 0 1 |+1-(=D" 1 0 9 |=—-256.
340 3 4 2
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2

1 1 0
2 1 1 1 de ex., dezv. dupé c3 143 2 1 1 243 1 12
D300 1 > dezy 0- (-1 3 0 -1 |+1-(-1)*2| 3 0 -1 |+
11 92 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 2
+0- (=112 1 1 [+2- (-2 1 1 |=1
1 1 1 3 0 —1

Exercitiul 11. Fie A € M7 (R) cu det A = 17. S& se calculeze det (342) .
Rezolvare. det (34?) =3"det (A- A) =3"det A-det A =37 - 17°.

Definitia 13. Fie VA € M,, (K). Matricea A este matrice inversabila daci
JAt € M,, (K) astfel incat A- A"l =A"1. A=1,.
Matricea A~! se numeste inversa matricei A.
Reguli de calcul-vezi liceu.
Teorema 1. A € M,, (K) este inversabild < det A # 0 (matricea A este nesingulars).
Propozitia 11. (proprietati ale inversarii) Fie A, B € M,, (R) matrice pdtratice inversabile. Atunci:
a) A~! este inversabil si (Afl)f1 = A;
b) AB este inversabild si (AB) ™" = B~1A~1;
c) AT este inversabild si (AT)_1 = (A_l)T;
d) aA este inversabili si (0A) ' =

Exercitiul 12. Si se determine, daca exista, inversele matricelor

2 2 3 (1) 8 1 é 1 1 1 2 -1 -1
a) A= 1 =1 0 |;b) 111 0 c)A=|10 2 1 |R Al= 1 0o -1 1;
-1 2 1 100 2 1 0 1 -2 1 2
1 1 1 1 1 -1 0 0
o111 . 0 1 -1 0
d) A= 0 0 1 1 R. A = 0 O 1 -1 ’
0 0 0 1 0 O 0 1
1 1 0 0 1 -1 1 -1 1 1 1 1
o110 . 001 -1 1 |, [ 1 1 -1 -1 .
A=l g o1 1 [RAT= 0 o 1 1 |DA=| 1 4 oo 4 |REAT
00 0 1 0 O 0 1 -1 -1 1 1
2 2 3
Rezolvare. a) Se calculeazd det A=| 1 -1 0 |=-1=34°L
-1 2 1
Metoda liceu-schits | A~ = Ly
" det A
2 1 -1
AT = 2 -1 2
3 0 1
ap, = (-1 _01 f‘—l;aig—(l)l“ g f’—4,a13—(1)1+3 g ‘01 ‘_3;
" 2 1 -1 N ouo| 2 —1. " 213 2 1
a21_( 1) i 0 1 ‘:_1;a22:(_1) * 3 1 ‘:5,0423—(_1) M 3 0 ’:37
” 341 1 —1 " 349 2 —1 N 343| 2 1
e BT A e e L Ui A B
1 1 -1 4 3 1 -4 -3
Al = A*¥= — | -1 5 3 = 1 -5 -3
det A 1

1 -6 —4 -1 6 4

10
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OMetoda Gauss, varianta 1

Se efectueazd transformdri elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A, I, (aduniri de linii, in-
multirea unei linii cu un scalar nenul, permutéri de linii) dupd regula (A] I,,) ~ ... ~ (I,| A™1).
Etapa 1. Se efectueazi transforméiri elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A, I,,, (A| I,,), pand se
obtine pe primul bloc o matrice superior triunghiulara, dupa algoritmul:
pasul 1. Se pastreazi prima linie a matricei (4| I,) si se face zero pe prima coloand, sub diagonala principald
a matricei A;
pasul 2. Se pistreaza prima si a doua linie gi se face zero pe a doua coloand, sub diagonala principald a
matricei de la pasul 1 ;

s.a.m.d.
Daca la unul din pasgi, la intersectia dintre diagonala principala a primului bloc si linia corespunzatoare pasu-
lui apare elementul 0, atunci se introduce un pas intermediar, in care se permutéa intre ele linia cu elementul
0 cu o linie situata sub ea.

20 2 3|10 0 2 2 3 1 00

1T -1 01]0 10 past 0 =4 -3 |-1 2 0 ps?

-1 2 1|0 01 Iy 0 6 5 1 0 2 I
1y + 20y ls
Iy + 23 3ly + 2l3

2 2 3 1 0 0

0 —4 -3 -1 2 0

0 0 1 -1 6 4
Etapa 1’. Se transforma matricea superior triunghiulard de pe primul bloc al matricei obtinuta la Etapa 1
in matricea unitate, efectudnd transformari elementare asupra liniilor dupa algoritmul:
pasul 1’. Se pastreazad ultima linie gi se face zero pe ultima coloand a primului bloc, deasupra diagonalei
principale a matricei de la Etapal;
pasul 2’. Se pastreaza ultima gi penultima linie si se face zero pe penultima coloana a primului bloc, deasupra
diagonalei principale a matricei de la pasul 1’;

s.a.m.d. (dacd matricea este de ordin mai mare decat 3)

pasul final. Se face 1 pe diagonala principald a primului bloc a matricei de la pasul anterior.

2 2 3 1 00 / 2 2 0| 4 -—18 —12 /
0 —4 =3 | -1 2 0 pagt 0 -4 0 | -4 20 12 Ps?
0 0 i |-1 6 4) =3ls+lh \o0 0 1|-1 6 4 lo + 20
- 3ls + 1o la
I3 I3
pas
40 0] 4 16 —12\ gy (1 00| 1 —4 -3
0 -4 0 | -4 20 12 ~ 101 -5 -3
0 0 1 |-1 6 4 %11 001|-1 6 4
TZZ
I3
1 -4 -3
Etapa 2. S-a obtinut matricea inversi A~ = 1 -5 -3
-1 6 4

OMetoda Gauss cu matrice esalon
Valoarea unui determinant nu se schimba dacé la elementele unei linii adundm combinatii liniare formate cu
elementele altor linii. In unele probleme cu matrice e necesard aplicarea de transformari elementare asupra
matricei pentru aducerea ei la o forma superior triunghiulara, incat in pagii intermediari si se pastreze
determinantul. Metoda Gauss se poate folosi cu modificarea de mai jos:

Se efectueazd transformdri elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A, I, (adundri de linii, in-
multirea unei linii cu un scalar nenul, permutéri de linii) dupd regula (A| I,,) ~ ... ~ (I,| A71).
Etapa 1. Se efectueazi transformdiri elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A, I,, (A| I,,), pand se
obtine pe primul bloc o matrice superior triunghiulara egalon (cu 1 pe diagonala principald), dupé algoritmul:
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pasul 1,. Se face 1 la intersectia dintre prima linie a matricei (A| I,,) cu prima coloan.
pasul 1. Se pdstreaza prima linie a matricei de la pasul 1 si se face zero pe prima coloand, sub diagonala
principald a primului bloc;
pasul 2,,. Se face 1 la intersectia dintre a doua linie a matricei de la pasul 1 cu a doua coloana.
pasul 2. Se pastreazd prima si a doua linie gi se face zero pe a doua coloand, sub diagonala principala a
matricei de la pasul 2, ;
pasul 3,,. Se face 1 la intersectia dintre a treia linie a matricei de la pasul 2 cu a treia coloana.

s.a.m.d. (dacd matricea este de ordin mai mare decat 3).
Dacéa la unul din pasi, la intersectia dintre diagonala principald a primului bloc si linia corespunzatoare
pasului apare elementul 0, atunci se introduce un pas intermediar, in care se permutd intre ele linia cu
elementul 0 cu o linie situata sub ea.

3 |1
22 3|10 0) 1 31200 .
1 -1 0 01 0 ~ 1 -1 0 0 1 0 as
-1 2 1 /00 1) 3\ -1 2 1[001 h
b2 =1+ 1y
s b+ s
L1 % % 00 pas2 1 1 % % 0 0 ,
P pas
0 -2 -3 | -3 10 ~ 0 § i -1 0 as
0 3 5 |3 01 h 0o 3 2 |1 1 I
1 2 |2
—1 N
s 31y + I3
11 3 1 0 0 1 3 1 0 0
% % 1 pas3 % % 1
01 s 2 0~ 0L g)3 —30
oot |-+ & 1) L \oo1]|-1 6 4
l2
4l
Observatie. Pasii 1, — 1,2, — 2 se puteau grupa astfel: ,
2 3]10 0 113 L1 o0
1 -1 0 0 1 0 pasrl\?il 0 7% _% 10 pas?\f,72
1
-1 2 1 0 0 1 511 0 3 g % 0 1 I
_%l1+l2 _%12
2litls 31y + 13
113 L0 o 11 31X 0 o
01 317 i) e (o 37 1y
i 4 2 4 1 2
00 3 |-3 5 1 h 00 1 |-1 6 4
1
902
ls

Etapa 1’. Se transforma matricea superior triunghiulara esalon de pe primul bloc al matricei obtinuta la
Etapa 1 in matricea unitate, efectund transformari elementare asupra liniilor dupa algoritmul:
pasul 1°. Se pastreazad ultima linie si se face zero pe ultima coloand a primului bloc, deasupra diagonalei
principale a matricei de la Etapal;
pasul 2. Se pastreaza ultima gi penultima linie si se face zero pe penultima coloana a primului bloc, deasupra
diagonalei principale a matricei de la pasul 1’;

g.a.m.d. (dacd matricea este de ordin mai mare decat 3)

11 % % 0 0 ¥ 1 1 0] 2 -9 -6 Y
R N I s 2 N N TV RN B Rl R
0 0 ~1 4) —glsth No 0 1]-1 6 4 —la+1
_Zl3+12 lg
lg l3

o
—
o
—
|
ot
I
o
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1 -4 -3
Etapa 2. S-a obtinut matricea inversi A~ = 1 -5 -3
-1 6 4
1 0 1 1
b) Se calculeazi det A = (1) (1) 1 8 =—-1=34°!
1 0 0 2
Metoda Gauss cu matrice esalon:
Etapa 1.
[ o1 11000 10 1 1 |1 000
0O 01 0101 00O pasl, pasl 00 1 0 0 1 0 O
1 1 1 00 0 1 0 | uuenecesar Z 01 0 —-1|-1010
1 00 210 0 01 I 00 -1 1 |-1 001
=l +13
i+
pas 1 0 1 1 1 0 0 0
interzzediar 0 0 -1 -1 0 1 0 pai?p p('z\,is2 pafi?)p
ll 0 O O 0 1 O 0 nu e necesar nu € necesar nu e necesar
I3 0o 0 -1 1 -1 0 0 1
l2
Iy
1 01 1 1 000
pas3 01 0 -1 -1 0 1 0
I 001 0 0 100
Iy 0 0 0 1 -1 1 0 1
I3
I3+14
Etapa 1'.
1 0 1 1 1 0 0 O 1 0 1 0 2 -1 0 -1
010 -1 |-1 010 pasl 01 0 O0}|-2 1 1 1 pas2
001 0 0100 ;4 (oofifojo 1 00 L
000 1]]-1101 L+l 00 0 1/[-1 1 0 1 Iy
I3 I3
l4 l4
1 0 0 O 2 =2 0 -1
0 0 0 -2 1 1 1 p%S' pasNﬁnal
0 O 1 0 O 1 0 0 nu e necesar nu € necesar ’
o 0o 01]|-1 1 0 1
2 -2 0 -1
Etapa 2. S-a obtinut matricea inversi A~ = -2 1
—_— : 0 1 0 O
-1 1 0 1

1 2

OExercitiul 13. Fie A = ( 48

(z Z)e/\@(m?
1 2

Rezolvare. det A = 4 8|7 0 = A este matrice singulard=-

= A nu este inversabila, nu admite inversa.

) € Mz (R). Ce concluzie se poate obtine din A - B = Iy, unde B =
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a b < . . < . <
Pentru B = ( ¢ d ) € My (R) (pe care nu are sens si o numim "inversi" sau "o inversid" pentru A)

impunem ca

A-B=1,=
1 2 a b\ (10 at+2 b+2d\ (10
<4 8)'(c d>(0 1>:><4a+80 4b+8d><0 1>:>
a+2c=1
Z:fcéc_:o() -sistem incompatibil.
4b+8d=1

Deci AB € My (R) care si verifice A- B = I, ceea ce era de asteptat.

Exercitiul 14. Este unicd inversa unei matrice? S& se justifice rdspunsul.

Rezolvare. Inversa unei matrice din M,, (K), daci existd, este unica.

Intr-adevir, fie A € M,, (K) o matrice inversabild. Se presupune ci existd B; € M,, (K) si By € M,, (K)

a.l.
A'BlzBl'A:In §1ABQZBQA:In

Folosind asociativitatea inmultirii matricelor=-
B1=B1-1,=B1-(A-B3)=(B1-A)-By =1, - By = Bs.

OExercitiul 15. Fie A € M,, (R) si B € M,, (R) doud matrice care satisfac relatiile
A2 =B2=(A-B)’=1,.

Sa se demonstreze ca A- B = B - A.

Exercitiul 16. Fie A = . S4 se verifice ci A3 = 513, si se demonstreze ca A este nesingulars

o O O

1
0
0

o = O

si s& se determine A1,

Definitia 14. Fie A € M,,x,, (R). Se numeste rangul matricei A numarul natural r € N, r» < min {m,n}
cu proprietatea ca existd in A cel putin un minor de ordinul r diferit de zero si toti minorii de ordin mai
mare decat r, dacd existél, sunt egali cu zero. Se noteazd r = rang A.

In particular, rang @,, = 0,rangI,, = n.
Propozitia 12.
a) rang AB < min {rang A, rang B} ,VA € M, xn, (R),B € M, x, (R).
b) Fie A € M« (R), B € M,, (R),rang B = n. Atunci

rang AB = rang A,
adicd prin tnmultirea unei matrice cu o matrice nesingulara rangul matricei produs este acelasi cu al matricei
initiale.
c¢) (inegalitatea Sylvester) rang A + rang B < rang AB +n,VA, B € M,, (R).

Exercitiul 17. Sa se determine rangul matricelor

R 1111
ayA=[3 -1 3 -3 |:p)a= :
3 5 —-13 11 0 1226
5 4 3 3 -1
3 2 1 1 -2 1 1
c)A=|2 1 1 |RirangA=2d)A=| 1 -2 1 -1 | R.rangA=2;
6 2 4 1 -2 1 -5
1 -1 -1 1
e) A= :1 1 1 :1 R. rang A = 1.
1 -1 -1 1
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3 2 -5 4
Rezolvare. a) A= 3 -1 3 -3
3 5 —-13 11

3x4
Deoarece A are 3 linii si 4 coloane= 0 < rang A < min {3,4} = 3.

Metoda din liceu 1 ("de la mare la mic").
eSe calculeazd toti minorii de ordin 3. Dacé existd un minor de ordinul 3 nenul, atunci rang A = 3.

3 2 -5 3 -5 4 3 2 4 2 -5 4
3 -1 3 |=0/3 3 -3|=0/3 -1 -3|=0;|]-1 3 -3|=0.
3 5 -—13 3 —13 11 3 5 11 5 —13 11

(c1,c2,¢3)| = 0 |(c1, c3,¢a)| = 05 |(c1, €2, ca)| = 03 [(c2, 3, ca)| = 0;

Deoarece toti minorii de ordin 3 sunt nuli= 0 < rang A < 2.

oSe calculeaza toti minorii de ordin 2. Daca existd un minor de ordinul 2 nenul atunci rang A = 2.
3 2

3 1 ‘ =-9+£0.

Deoarece existd un minor de ordin 2 nenul= rang A = 2.

Metoda din liceu 2 ("de la mic la mare").

eDaca toate elementele matricei A sunt nule atunci rang A = 0. rang

coco
coco
coco
coco
I
=

Deoarece A are si elemente nenule, da;; =3 # 0= 1 <rang A < 3.
eSe calculeaza toti minorii de ordin 2 ce contin a1; = 3, obtinuti prin bordare cu elemente ramase din liniile
si coloanele matricei. Dacd toti minorii de acest tip sunt nuli atunci rang A = 1.(adicd orice matrice care are

a a a a
liniile proportionale | aa «@a aa «aa | sau coloanele proportionale)

pa Pa Pa Pa
3 2
3 3 1 ‘ =-9+#£0.

Deoarece existd un minor de ordin 2 de acest tip nenul= 2 < rang A < 3.
eSe calculeaza toti minorii de ordin 3 ce contin blocul matriceal g _21 >, obtinuti prin bordare cu
elemente ramase din liniile si coloanele matricei. Dacd toti minorii de acest tip sunt nuli atunci rang A = 2.

3 2 =5 3 2 4

3 -1 3 =0;13 -1 -3 |=0.

3 5 -13 3 5 11

|(e1,c2,¢3)| = 05 ](c1, e2, ¢4)| = 0.
Deoarece toti minorii de ordin 3 obtinuti prin bordare cu elemente rdmase din liniile gi coloanele matricei
sunt nuli= rang A = 2.
Metoda Gauss. Rangul unei matrice nu se modificd daca asupra liniilor sale se efectueaza transformari el-
ementare (adundri de linii, inmultirea unei linii cu un scalar nenul, permutéri de linii). Atunci se transforma
matricea initiald intr-o matrice cu acelasi rang, de formé& superior triunghiulara, efectuand transformari ele-
mentare asupra liniilor dupa algoritmul :
pasul 1. Se pédstreaza prima linie si se face zero pe prima coloana sub diagonala principald a matricei
(diagonala ce pornegte de la aiq) ;
pasul 2. Se péastreaza prima linie gi a doua linie si se face zero pe a doua coloana sub diagonala principala a
matricei de la pasul 1 ; s.a.m.d.

Rangul matricei initiale este egal cu rangul matricei finale de la algorimul anterior (Cegal cu numsrul de
pivoti din matricea egalon).




lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniard gi Geometrie analiticd 16

2  _5 4 3 2 -5 4
A= 3 -1 3 -3 e 0 g -7 | "%
3 5 —13 11 0 3 -8 7 h
—l1 + 1
=l +13 lo+13
3 2 -5 4
0 -3 8 —7 | =rangA=2.
00 0 0

Un determinant care are o linie (sau o coloana) formata din elemente nule are valoarea 0
|(Clv C2, 63)‘ =0; ‘(01703764” = 0; |(Clv C2, 64)‘ =0; |(CQvC3vc4)| =0.

2
3 ?) _3 ’:3-(—3):—9750:rang14:2.

Se reamintegte ca determinantul unei matrice diagonale, superior / inferior triunghiulare este produsul
elementelor de pe diagonala principald. De exemplu,

-1 0 0
0 7 0|=(-1)-7-5=-35
0 0 5
—1 2000 O -1 0 0
0 7 —50 |=(-1)-7-5=-35;] 20 7 0|=(-1)-7-5=-35.
0 0 5 —15 —44 5
OSAU
3 2 -5 4 1o & -2
3 -1 3 —3 | are matriceaesalon | 0 1 —% %
3 5 —13 11 0 0 O 0
= rang A =nr. de pivoti= 2.
1 1 1 1 1
3 2 1 1 -3
b) A= 01 2 2 6
5 4 3 3 -1
Metoda Gauss:
111 1 11 1 1 1
3 211 -3 pasl 0 -2 -2 -6 pas?
0O 1 2 2 6 I 0 1 2 2 6 I
5 4 3 3 -1 30, + 1y o -1 -2 -2 -6 A
lg l2 + 13
=5l + 14 —lo+ 1y
1 1 1 1 1
8 _01 _02 _02 _0 = rang A = 2.
0 0 0 0 0
OSAU
1 1 1 1 1 10 -1 -1 =5
g % ; ; _63 are matricea esalon 8 (1) (2) (2) g = rang A =nr. de pivoti= 2.
5 4 3 3 -1 0 0 O 0 0



