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SEMINAR NR. 1, REZOLV¼ARI
Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a

ALGEBR¼A LINIAR¼A
1. MATRICE. DETERMINANŢI. SISTEME DE ECUAŢII LINIARE

1:1: Matrice. Determinanţi.

Noţiuni teoretice-vezi curs.
De�ni̧tia 1: Fie (K;+; �) un corp comutativ (K = R, K = C). Se numeşte matrice cu m linii şi n coloane
şi cu elemente din K funçtia
f : f1; 2; : : : ;mg � f1; 2; : : : ; ng ! R; f(i; j) = aij :
Se noteaz¼a matricea cu elementele (aij)i=1;m;j=1;n

cu A = (aij)i=1;m;j=1;n.
Se noteaz¼a muļtimea matricelor cu m linii şi n coloane, m;n 2 N� cu

Mm�n (K) =

8>><>>:A;A =

0BB@
a11 a12 ::: a1n
a21 a22 ::: a2n
::: ::: ::: :::
am1 am2 ::: amn

1CCA ; aij 2 K;8i = 1;m; j = 1; n
9>>=>>;.

Cazuri particulare:
�Dac¼a m = n se obţine muļtimea matricelor p¼atratice

Mn (K) =

8>><>>:A;A =

0BB@
a11 a12 ::: a1n
a21 a22 ::: a2n
::: ::: ::: :::
an1 an2 ::: ann

1CCA ; aij 2 K;8i = 1; n; j = 1; n
9>>=>>; :

�Dac¼a m = 1 se obţine muļtimea matricelor linie
M1�n (K) =

�
A;A =

�
a11 a12 ::: a1n

�
; a1j 2 K;8j = 1; n

	
' Kn:

�Dac¼a n = 1 se obţine muļtimea matricelor coloan¼a

Mm�1 (K) =

8>><>>:A;A =

0BB@
a11
a21
:::
am1

1CCA ; ai1 2 K;8i = 1;m
9>>=>>; ' Km:

De�ni̧tia 2: Fie 8 (A;B) 2 Mm�n (K) �Mm�n (K) : Se de�neşte egalitatea a dou¼a matrice A şi B de
acelaşi tip prin
A = B,

�
aij = bij ;8i = 1;m; j = 1; n

�
.

De�ni̧tia 3: Pe muļtimeaMm�n (K) se de�neşte operaţia intern¼a de adunare a matricelor
+ :Mm�n (K)�Mm�n (K)!Mm�n (K) ;8 (A;B) 2Mm�n (K)�Mm�n (K) ;0@ a11 ::: a1n

::: ::: :::
am1 ::: amn

1A
| {z }

2Mm�n(K)

+

0@ b11 ::: b1n
::: ::: :::
bm1 ::: bmn

1A
| {z }

2Mm�n(K)

=

0@ a11 + b11 ::: a1n + b1n
::: ::: :::
am1 + bm1 ::: amn + bmn

1A
| {z }

2Mm�n(K)

:

Matricea A+B = (aij + bij)i=1;m;j=1;n se numeşte matricea sum¼a dintre matricea A şi matricea B:
Propozi̧tia 1: (Mm�n (K) ;+) este grup abelian , adic¼a
(GA1) 8 (A;B;C) 2Mm�n (K)3 : (A+B) +C = A+ (B+C)
(adunarea matricelor este asociativ¼a);
(GA2) 9�Mm�n(K) 2Mm�n (K) (numit¼a matricea zero, �Mm�n(K) = (0K)i=1;m;j=1;n) astfel încât
8A 2Mm�n (K) : A+ �Mm�n(K) = �Mm�n(K) +A = A;

(GA3) 8A 2Mm�n (K) ;9 (�A) 2 Mm�n (K) (numit¼a opusa matricei A, �A = (�aij)i=1;m;j=1;n) astfel
încât
A+ (�A) = (�A) +A = �Mm�n(K);

(GA4) 8 (A;B) 2Mm�n (K)2 : A+B = B+A
(adunarea matricelor este comutativ¼a).
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Exerci̧tiul 1. S¼a se precizeze care dintre urm¼atoarele matrice se pot aduna şi, în caz c¼a este posibil, s¼a se
determine suma lor:

a) A =
�
2
5

�
şi B =

�
3 7

�
;b) A =

�
3 7

�
şi B =

�
2
5

�
;

c) A =
�
2 1
�3 5

�
şi B =

�
�1 �7
�3 2

�
; d) A =

0@ 1 0 �5 7
2 �3 0 4
4 1 �2 3

1A şi B =

0@ �3 2 1 �5
1 2 �1 2
5 1 1 �8

1A :
Rezolvare. a) A =

�
2 = a11
5 = a21

�
| {z }

2�1

şi B =
�
3 = a11 7 = a12

�| {z }
1�2

;

NU, deoarece A şi B nu sunt de acelaşi tip.
b) NU, deoarece A şi B nu sunt de acelaşi tip.

c) A+B =
�
2 = a11 1 = a12
�3 = a21 5 = a22

�
+

�
�1 �7
�3 2

�
=

�
1 �6
�6 7

�
;

d)A+B =

0@ 1 = a11 0 = a12 �5 = a13 7 = a14
2 = a21 �3 = a22 0 = a23 4 = a24
4 = a31 1 = a32 �2 = a33 3 = a34

1A+
0@ �3 = b11 2 = b12 1 = b13 �5 = b14

1 = b21 2 = b22 �1 = b23 2 = b24
5 = b31 1 = b32 1 = b33 �8 =34

1A =

=

0@ �2 2 �4 2
3 �1 �1 6
9 2 �1 �5

1A :
De�ni̧tia 4: Fie (K;+; �) un corp comutativ şi m;n; p 2 N�: Se numeşte matricea produs al matricei A 2
Mm�n (K) cu matricea B 2Mn�p (K) (în aceast¼a ordine) matricea

A�B =

0@ a11 ::: a1n
::: ::: :::
am1 ::: amn

1A
| {z }

2Mm�n(K)

�

0@ b11 ::: b1p
::: ::: :::
bn1 ::: bnp

1A
| {z }

2Mn�p(K)

=

0@ a11b11 + :::+ a1nbn1 ::: a11b1p + :::+ a1nbnp
::: ::: :::
am1b11 + :::+ amnbn1 ::: am1b1p + :::+ amnbnp

1A
| {z }

2Mm�p(K)

;

adic¼a A �B =
 

mP
j=1

aijbjk

!
i=1;m;k=1;p

2Mm�p (K) :

Operaţia � :Mm�n (K)�Mn�p (K)!Mm�p (K) nu este o operaţie intern¼a pe vreo muļtime.
Pentru m = n = p; pe muļtimeaMn (K) se de�neşte operaţia intern¼a de înmulţire a matricelor pe Mn (K)
� :Mn (K)�Mn (K)!Mn (K) ;8 (A;B) 2Mn (K)�Mn (K) ;0@ a11 ::: a1n

::: ::: :::
an1 ::: ann

1A �
0@ b11 ::: b1n

::: ::: :::
bn1 ::: bnn

1A =

0@ a11b11 + :::+ a1nbn1 ::: a11b1n + :::+ a1nbnn
::: ::: :::

an1b11 + :::+ annbn1 ::: an1b1n + :::+ annbnn

1A :
Propozi̧tia 2: (Propriet¼aţi ale înmulţirii matricelor)
a) 8 (A;B;C) 2Mm�n (K)�Mn�p (K)�Mp�q (K) : (A �B) �C = A � (B �C)
("asociativitatea" înmuļtirii matricelor);
b) 8 (A;B;C) 2Mm�n (K)� (Mn�p (K))2 : A � (B+C) = A �B+A �C
(înmuļtirea este "distributiv¼a" la stânga faţ¼a de adunare);
c) 8 (A;B;C) 2 (Mm�n (K))2 �Mn�p (K) : (A+B) �C = A �C+B �C
(înmuļtirea este "distributiv¼a" la dreapta faţ¼a de adunare):
Denumirile puse între ghilimele sunt f¼ar¼a numai pentru m = n = p:
Propozi̧tia 3: (Mn (K) ; �între matrice) are o structura de monoid, adic¼a sunt veri�cate:
(M1) 8 (A;B;C) 2Mn (K)3 : (A �B) �C = A � (B �C)
(asociativitatea înmuļtirii matricelor p¼atratice);
(M2) 9In 2Mn (K) (numit¼a matricea unitate, identitate) astfel încât
8A 2Mn (K) : A � In = In �A = A;
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unde In =

0BB@
1 0 : : : 0
0 1 : : : 0
::: ::: ::: :::
0 0 : : : 1

1CCA sau

In = (�ij)i=1;n;j=1;n, unde �ij =
�
1; dac¼a i = j;
0; dac¼a i 6= j; sunt simbolurile lui Kronecker.

Propozi̧tia 4: (Mn (K) ; �între matrice ;+) are o structura de inel necomutativ, cu divizori ai lui zero.�
de exemplu:

�
1 0
0 0

�
�
�
0 0
0 1

�
=

�
0 0
0 0

��
Observa̧tia 1: În (Mn (K) ; �) operaţia de înmuļtire a matricelor nu este comutativ¼a. În (Mn (K) ; �) nu
orice matrice este inversabil¼a.
De�ni̧tia 5: Fie (K;+; �) un corp comutativ şi n 2 N�; k 2 N2 Se numeşte matricea putere a 2�a a matricei
A 2Mn (K) cu matricea A2 2Mn (K) matricea
A2 = A �A =

=

0@ a11 ::: a1n
::: ::: :::
am1 ::: ann

1A
| {z }

2Mn(K)

�

0@ a11 ::: a1p
::: ::: :::
an1 ::: anp

1A
| {z }

2Mn(K)

=

0@ a11a11 + :::+ a1nan1 ::: a11a1n + :::+ a1nann
::: ::: :::
an1a11 + :::+ annan1 ::: an1a1n + :::+ annann

1A
| {z }

2Mn(K)

;

adic¼a A2 =

 
nP
j=1

aijbjk

!
i=1;n;k=1;n

2Mn (K) :

Analog A3 = A2 �A;A4 = A3 �A; :::;Ak = Ak�1 �A:
Propozi̧tia 5: (Propriet¼aţi ale ridic¼arii la putere a matricelor) 8k; p 2 N2;
a) 8A 2Mn (K) : Ak �Ap = Ak+p:
b) 8A 2Mn (K), matrice inversabil¼a: Ak �

�
A�1�p = Ak�p:

c) 8A 2Mn (K) :
�
Ak
�p
= Ak�p:

d) 8A;B 2Mn (K) : (A �B)k = Ak �Bk:
e) 8A;B 2Mn (K), B matrice inversabil¼a:

�
A�
�
B�1

��k
= Ak �

�
B�1

�k
:

Exerci̧tiul 2. a) Se dau matricele: A =
�
2 1
�3 5

�
şi B =

�
�1 �7
�3 2

�
:

S¼a se calculeze, dac¼a este posibil, produsele AB şi BA: Este adev¼arat¼a egalitatea AB = BA?
Rezolvare.

AB =

�
2 1
�3 5

�
| {z }
2�2�nr de col

�
�1 �7
�3 2

�
| {z }
2.nr de lin�2

=

�
�5 = 2 � (�1) + 1 � (�3) �12 = 2 � (�7) + 1 � 2
�12 = (�3) (�1) + 5 (�3) 31 = �3 � (�7) + 5 � 2

�
| {z }

2�2

BA =

�
�1 �7
�3 2

��
2 1
�3 5

�
=

�
19 �36
�12 7

�
:

Se observ¼a c¼a AB 6= BA:
b) Este posibil ca produsul a dou¼a matrice nenule s¼a �e matricea nul¼a?
Rezolvare. Da,

9A =
�
0 2
0 1

�
6= �M2(R);9B =

�
2 1
0 0

�
6= �M2(R) astfel încât

AB =

�
0 2
0 1

��
2 1
0 0

�
=

�
0 0
0 0

�
= �M2(R):

c) Este posibil ca A 6= �;AB = AC ; B = C? (adic¼a s¼a nu existe o regul¼a similar¼a simpli�c¼arii numerelor
reale)
Rezolvare. Da,

9A =
�
0 2
0 1

�
6= �M2(R);9B =

�
1 1
3 4

�
; C =

�
5 5
3 4

�
; B 6= C; astfel încât

AB =

�
0 2
0 1

��
1 1
3 4

�
=

�
6 8
3 4

�
;AC =

�
0 2
0 1

��
5 7
3 4

�
=

�
6 8
3 4

�
; AB = AC:
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Exerci̧tiul 3. S¼a se precizeze care dintre urm¼atoarele matrice se pot înmuļti şi, dac¼a da, s¼a se precizeze
dimensiunile matricei produs:

a) A =
�
2
5

�
şi B =

�
3 7

�
;b) A =

�
3 7

�
şi B =

�
2
5

�
;

c) A =
�
2 1
�3 5

�
şi B =

�
�1 �7
�3 2

�
;d) A =

0@ 2 �1 0
3 2 1
0 1 �1

1A şi B =

0@ 0 �1 �1
2 �3 1
1 2 0

1A :
Rezolvare.

a) AB =
�
2
5

�
| {z }
2�1

�
3 7

�| {z }
1�2

=

�
6 = 2 � 3 14 = 2 � 7
15 = 5 � 3 35 = 5 � 7

�
| {z }

2�2

b) AB =
�
3 7

�| {z }
1�2

�
2
5

�
| {z }
2�1

= (41 = 3 � 2 + 7 � 5)| {z }
1�1

;

c) AB =
�
2 1
�3 5

��
�1 �7
�3 2

�
=

�
�5 �12
�12 31

�
;

d) AB =

0@ 2 �1 0
3 2 1
0 1 �1

1A0@ 0 �1 �1
2 �3 1
1 2 0

1A =

0@ �2 1 �3
5 �7 �1
1 �5 1

1A :
Alte exemple de matrice care se pot înmuļti:

e)
�
1 0 �2
2 3 �1

�0@ 1 1
2 0
0 �1

1A =

�
1 3
8 3

�
; f)

�
1 0 �2
2 3 �1

�0@ 1
2
3

1A =

�
�5
5

�
;

g)
�
1 �3 4

�0@ 1
2
3

1A = (7) :

Exerci̧tiul 4. Fie matricele A;B;C;D

A =

0@ 3 0
�1 2
1 1

1A ; B =
0@ 1 5 2
�1 1 0
�4 1 3

1A ; C =
0@ �3 �1

2 1
4 3

1A ; D =

�
4 �1
2 0

�
:

Calculaţi acele matrice dintre cele enumerate mai jos care sunt de�nite:
A+B;A+ C;AB;BA;CD;DC;D2:

Rezolvare. A+B nu are sens.

A+ C =

0@ 3 0
�1 2
1 1

1A+
0@ �3 �1

2 1
4 3

1A =

0@ 0 �1
1 3
5 4

1A :
AB nu are sens.

BA =

0@ 1 5 2
�1 1 0
�4 1 3

1A
| {z }

3�3

0@ 3 0
�1 2
1 1

1A
| {z }

3�2

=

0@ 0 12
�4 2
�10 5

1A
| {z }

:

3�2

CD =

0@ �3 �1
2 1
4 3

1A� 4 �1
2 0

�
=

0@ �14 3
10 �2
22 �4

1A :
DC nu are sens.

D2 = D �D =

�
4 �1
2 0

��
4 �1
2 0

�
=

�
14 �4
8 �2

�
:

D2 are sens numai pentru matrice p¼atratice.

De�ni̧tia 6: Pe muļtimeaMm�n (K) se de�neşte operaţia extern¼a de înmulţire a matricelor din Mm�n (K)
cu scalari din corpul K
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� : K�Mm�n (K)!Mm�n (K) ;

8 (�;A) 2 K�Mm�n (K) ; � �

0@ a11 ::: a1n
::: ::: :::
am1 ::: amn

1A =

0@ �a11 ::: �a1n
::: ::: :::
�am1 ::: �amn

1A :
Matricea �A = (�aij)i=1;m;j=1;n 2 Mm�n(R) se numeşte matricea produs al matricei A 2 Mm�n (K) cu
scalarul � 2 K.
La capitolul Spaţii liniare (vectoriale) peste K se va ar¼ata c¼a:

Propozi̧tia 6: Mm�n (K) are o structura de K-spatiu liniar (spaţiu liniar peste corpul comutativ K) în
raport cu operaţiile de�nite anterior (K poate � considerat R sau C), adic¼a sunt veri�cate:
a) (Mm�n (K) ;+) este grup abelian.
b) (SL1) 8 (�; �;A) 2 K2 �Mm�n (K) : � � (� �A) = (� � �) �A;
(SL2) 8 (�; �;A) 2 K2 �Mm�n (K) : (�+ �) �A = (� �A) + (� �A);
(SL3) 8 (�;A;B) 2 K�Mm�n (K)2 : � � (A+B) = (� �A) + (� �B);
(SL4) 8A 2Mm�n (K) : 1K �A = A.
De�ni̧tia 7. a) Fie A 2 Mm�n (K) : Se numeşte matrice transpus¼a matricei A matricea AT 2 Mn�m (K)
ce are drept linii, respectiv coloane, coloanele, respectiv liniile matricei A:
AT = (aji)j=1;n;i=1;m 2Mn�m (R)

b) FieA 2Mn (K) :A se numeşte matrice simetric¼a dac¼aAT = A şi matrice antisimetric¼a dac¼aAT = �A:
Se noteaz¼a cuMs

n(K) muļtimea matricelor p¼atratice simetrice şi cuMa
n(K) muļtimea matricelor p¼atratice

antisimetrice.
Propozi̧tia 7: (Propriet¼aţi ale transpunerii matricelor)
a) 8 (A;B) 2 (Mm�n (K))2 : (A+B)T = AT +BT :

b) 8 (A;B) 2Mm�n (K)�Mn�p (K) : (A �B)T = BT �AT :

c) 8 (�;A) 2 K�Mm�n (K) : (�A)T = �AT :

d) 8A 2Mm�n (K) :
�
AT
�T
= A:

De�ni̧tia 8. a) Fie D 2Mn (K) : D se numeşte matrice diagonal¼a dac¼a

D =

0BB@
�1 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
::: ::: : : : :::
0 0 : : : �n

1CCA ; cu �i 2 K; i = 1; n:
b) Fie L 2Mn (K) : L se numeşte matrice inferior triunghiular¼a dac¼a

L =

0BBBB@
l11 0 0 � � � 0
l21 l22 0 � � � 0
l31 l32 l33 � � � 0
� � � � � � � � � � � � � � �
ln1 ln2 ln3 � � � lnn

1CCCCA ; cu lij 2 K; i; j = 1; n:
c) Fie U 2Mn (K) : U se numeşte matrice superior triunghiular¼a dac¼a

U =

0BBBB@
u11 u12 u13 � � � u1n
0 u22 u23 � � � u2n
0 0 u33 � � � u3n
� � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 � � � unn

1CCCCA ; cu uij 2 K; i; j = 1; n:
Exerci̧tiul 5. Fie matricele

A =

0@ 1 �2
�1 1
0 2

1A ; B = � 3 2
�6 �4

�
; C =

�
5 �4
1 �2

�
S¼a se determine, dac¼a este posibil, urm¼atoarele matrice:
a) 2B; b) �C; c) �3A; d) C � 3A; e) C � 3B; f) AB; g) BA; h) BC; i) CB:
În cazul în care determinarea nu se poate face, s¼a se explice de ce.
j) S¼a se determine, dac¼a este posibil, matricea (AC)T şi s¼a se veri�ce dac¼a (AC)T = CTAT :
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Rezolvare. a) 2B = 2
�
3 2
�6 �4

�
=

�
6 4
�12 �8

�
;

b) �C = �
�
5 �4
1 �2

�
=

�
�5 4
�1 2

�
;

c) �3A = �3

0@ 1 �2
�1 1
0 2

1A =

0@ �3 6
3 �3
0 �6

1A ;
d) C � 3A nu are sens;

e) C � 3B =
�
5 �4
1 �2

�
� 3

�
3 2
�6 �4

�
=

�
�4 �10
19 10

�
f) AB =

0@ 1 �2
�1 1
0 2

1A� 3 2
�6 �4

�
=

0@ 15 10
�9 �6
�12 �8

1A :
g) BA nu are sens;

h) BC =
�
3 2
�6 �4

��
5 �4
1 �2

�
=

�
17 �16
�34 32

�
:

i) CB =
�
5 �4
1 �2

��
3 2
�6 �4

�
=

�
39 26
15 10

�
:

j) AC =

0@ 1 �2
�1 1
0 2

1A� 5 �4
1 �2

�
=

0@ 3 0
�4 2
2 �4

1A ; (AC)T = � 3 �4 2
0 2 �4

�
;

CT �AT =
�
5 1
�4 �2

��
1 �1 0
�2 1 2

�
=

�
3 �4 2
0 2 �4

�
:

Exerci̧tiul 6: Fie 8A;B 2Mn (R) : S¼a se demonstreze c¼a
a) (A+B) � (A�B) = A2 �B2 , A �B = B �A:
b) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2 , A �B = B �A:
Rezolvare. a) Fie 8A;B 2Mn (R) :
") "Se presupune c¼a (A+B) � (A�B) = A2 �B2:
Atunci, folosind presupunerea şi propriet¼aţile operaţiilor cu matrice)
A � (A�B) +B � (A�B) = A �A�B �B ) A �A�A �B +B �A�B �B = A �A�B �B )
A �B = B �A:

"( "Se presupune c¼a A �B = B �A:
Atunci, folosind presupunerea şi propriet¼aţile operaţiilor cu matrice)
(A+B) � (A�B) = A � (A�B) +B � (A�B) =

= A �A�A �B +B �A�B �B A�B=B�A
= A2 �B2:

Exerci̧tiul 7: Fie A =
�
a b
c d

�
2M2 (R) : S¼a se demonstreze c¼a

A2 � (a+ d)A+ (ad� bc) I2 = �Mm�n(K):
(ecuaţia caracteristic¼a ataşat¼a matricei dinM2 (R)).

Rezolvare. Fie A =
�
a b
c d

�
2M2 (R) : Atunci

A2 � (a+ d)A+ (ad� bc) I2 =

=

�
a b
c d

��
a b
c d

�
� (a+ d)

�
a b
c d

�
+ (ad� bc)

�
1 0
0 1

�
=

=

�
a2 + bc ab+ bd
ca+ dc cb+ d2

�
�
�
a2 + da ab+ db
ac+ dc ad+ d2

�
+

�
ad� bc 0
0 ad� bc

�
=

�
0 0
0 0

�
=

= �M2(R):

Exerci̧tiul 8: Fie (1)A =
�
4 �3
1 0

�
2M2 (R) :

Folosind relaţia (2)A2 = 4A � 3I2 (este chiar ecuaţia caracteristic¼a, se putea deduce de la exerci̧tiul 7) şi
induçtia matematic¼a, s¼a se demonstreze c¼a:
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P (n) : An =
3n � 1
2

A+
3� 3n
2

I2;8n 2 N2:
Demonstra̧tie. Într-adev¼ar:

P (2) : A2 =
32 � 1
2

A+
3� 32
2

I2-adev¼arat¼a conform (2)

P (k)) P (k + 1) ;8k 2 N2 :

Se presupune P (k) adev¼arat¼a: Ak =
3k � 1
2

A+
3� 3k
2

I2:

Se arat¼a c¼a P (k + 1) adev¼arat¼a:

Ak+1 = AkA =

�
3k � 1
2

A+
3� 3k
2

I2

�
A =

3k � 1
2

A2 +
3� 3k
2

A
(2)
=

=
3k � 1
2

(4A� 3I2) +
3� 3k
2

A =
3k+1 � 1

2
A+

3� 3k+1
2

I2-q.e.d.

De�ni̧tia determinantului unei matrice p¼atratice cu elemente reale şi reguli de calcul-vezi mai jos sau liceu.
De�ni̧tia unui minor de ordin p al unei matrice, a unui minor complementar unui minor de ordin p; a

unui complement algebric al unui minor de ordin p-vezi liceu.

De�ni̧tia 9: Fie M = f1; 2; :::; ng :
a) O funçtie bijectiv¼a � : M ! M se numeşte permutare pe M . Muļtimea tuturor permut¼arilor lui M cu
operaţia de compunere formeaz¼a un grup, notat Sn:
b) O permutare � admite o inversiune dac¼a exist¼a i < j astfel încât �(i) > �(j):
c) O permutare � se numeşte par¼a (respectiv impar¼a) dac¼a admite un num¼ar par (respectiv impar) de
inversiuni.

d) Aplicaţia " : Sn ! f�1; 1g ; "(�) =
�
1 dac¼a � este par¼a,
�1 dac¼a � este impar¼a

se numeşte signatur¼a, iar "(�) se

numneşte signatura permut¼arii �.

Exerci̧tiul 9: Fie M = f1; 2; 3; 4; 5g şi � :

�
1 2 3 4 5 6
2 3 1 6 5 4

�
o permutare din S5: S¼a se precizeze

paritatea permut¼arii.
Rezolvare. Inversiunile sunt:
� (1) = 2 > � (3) = 1;
� (2) = 3 > � (3) = 1;
� (4) = 6 > � (5) = 5; � (4) = 6 > � (6) = 4;
� (5) = 5 > � (6) = 4:

Num¼arul de inversiuni este 5. Permutarea este impar¼a, "(�) = �1:

De�ni̧tia 10: Fie A 2 Mn (R) o matrice p¼atratic¼a. Se numeşte determinantul matricei A num¼arul real
detA 2 R de�nit prin
detA = det (A) =

X
�2Sn

"(�)a1�(1)a2�(2) : : : an�(n);

unde Sn este muļtimea permut¼arilor muļtimii f1; 2; : : : ; ng; iar "(�) este signatura permut¼arii �.

Se noteaz¼a: detA =

���������
a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
...

...
...

...
an1 an2 : : : ann

��������� :
Propozi̧tia 8: (propriet¼aţi ale determinanţilor) Fie A = (aij)i;j=1;n 2Mn (R) : Atunci:

a) det
�
AT
�
= det (A) ;8A 2Mn (R) (orice proprietate referitoare la liniile unui determinant este adev¼a-

rat¼a şi pentru coloane).
b) Dac¼a elementele unei linii / coloane ale unei matrice A se înmuļtesc cu un scalar �; atunci determinantul
noii matrice este � detA: Mai mult,

det (�A) = �n det (A) ;8A 2Mn (R) ; � 2 R:
c) Dac¼a într-un determinant se schimb¼a între ele dou¼a linii / coloane, atunci se schimb¼a semnul determinan-
tului.
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d) Un determinant este nul dac¼a:
- toate elementele unei linii / coloane sunt nule sau
- are dou¼a linii / coloane propoŗtionale (deci şi dac¼a are dou¼a linii / coloane egale) sau
- una dintre linii / coloane este o combinaţie liniar¼a de dou¼a linii / coloane.

e) Valoarea unui determinant nu se schimb¼a dac¼a la elementele unei linii / coloane ad¼aug¼am combinaţii
liniare formate cu elementele altor dou¼a sau mai multe linii / coloane.

f) det (AB) = det (A) det (B) ;8A;B 2Mn (R) :
g) Determinantul unei matrice diagobale, triunghiulare inferior, respectiv superior este egal cu produsul
elementelor de pe diagonala principal¼a:��������

�1 0 : : : 0
0 �2 : : : 0
::: ::: : : : :::
0 0 : : : �n

�������� = �1 � �2 � ::: � �n:��������
l11 0 � � � 0
l21 l22 � � � 0
� � � � � � � � � � � �
ln1 ln2 � � � lnn

�������� = l11 � l22 � ::: � lnn;
��������
u11 u12 � � � u1n
0 u22 � � � u2n
� � � � � � � � � � � �
0 0 � � � unn

�������� = u11 � u22 � ::: � unn:
De�ni̧tia 11: Fie A 2Mn (R) : A se numeşte matrice ortogonal¼a dac¼a
AT �A = A �AT = In:

Propozi̧tia 9: Dac¼a A 2Mn (R) este matrice ortogonal¼a, atunci det(A) = �1: Reciproc, nu.

det

0@ 1 1 1
0 1 1
0 0 1

1A = 1, dar

0@ 1 1 1
0 1 1
0 0 1

1A0@ 1 0 0
1 1 0
1 1 1

1A =

0@ 3 2 1
2 2 1
1 1 1

1A :

De�ni̧tia 12: Se numeşte urma matricei A = (aij)i;j=1;n 2Mn (C) num¼arul complex

Tr (A) =

nX
i=1

aii.


Propozi̧tia 10: Au loc:
a) Tr (A+B) = Tr (A) + Tr (B) ;8A;B 2Mn (C) ;
b) Tr (�A) = �Tr (A) ;8� 2 C; A 2Mn (C) ;
c) Tr (AB) = Tr (BA) ;8A;B 2Mn (C) ;
d) Tr

�
AAT

�
= 0) A = �Mn(R);8A 2Mn (R) ;

e) Tr
�
UAU�1

�
= Tr (A) ;8A 2Mn (C) ;8U 2Mn (C) cu det (U) 6= 0:

Demonstra̧tie. În ipotezele subpunctului:

a) Tr (A+B)
+ în Mn(C)

=
def. Tr

nX
i=1

(aii + bii) =

nX
i=1

aii +

nX
i=1

bii = Tr (A) + Tr (B) ;

b) Tr (�A)
� pe Mn(C)

=
def. Tr

nX
i=1

(�aii) = �
nX
i=1

aii = �Tr (A) ;

c) AB =

 
nX
k=1

(aikbkj)

!
i;j=1;n

;BA =

 
nX
k=1

(bikakj)

!
i;j=1;n

)

Tr (AB) =
nX
i=1

nX
j=1

aijbji =
nX
i=1

nX
j=1

bijaji = Tr (BA) ;

d) AAT =

 
nX
k=1

(aikajk)

!
i;j=1;n

) Tr
�
AAT

�
=

nX
i=1

nX
j=1

aijaij =
nX
i=1

nX
j=1

(aij)
2
:

Tr
�
AAT

�
= 0)

nX
i=1

nX
j=1

(aij)
2
= 0) A = �Mn(R) înMn (R) ;
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e) Tr

0@UA|{z}
un A

U�1|{z}
un B

1A c)
= Tr

0@U�1|{z}
un B

UA|{z}
un A

1A = Tr (A) :

Observa̧tia 2: Calculul unui determinant are sens numai pentru matrice p¼atratice.
Regula n = 2 :���� a11 a12
a21 a22

���� = a11a22 � a12a21:
Regula n = 3 :������
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 � a13a22a31 � a12a21a33 � a11a32a23:
(Sarus, triunghiului, dezvoltarea dup¼a o linie, dup¼a o coloan¼a)
Pentru n � 4 se folosesc reguli legate de dezvoltarea dup¼a o linie, dup¼a o coloan¼a, Lagrange.

Exerci̧tiul 10: S¼a se calculeze determinanţii:

a)
���� 2 1
�3 2

���� ;b)
������
2 1 �3
�3 2 0
2 1 2

������ ; c)
��������
2 �2 1 1
1 3 3 2
1 0 9 1
3 4 2 0

�������� ; d)
��������
1 1 0 2
2 1 1 1
3 0 0 �1
1 1 2 1

�������� :
Rezolvare. Matricele A de la exerci̧tiu sunt p¼atratice, de ordin n = 2; 3; 4: Deci are sens calculul pentru
detA:

a)
���� 2 1
�3 2

���� = 2 � 2� (�3) � 1 = 7:
b)

������
2 1 �3
�3 2 0
2 1 2

������ =
������
2 1 �3
�3 2 0
2 1 2

������
2 1 �3
�3 2 0

Sarus
=

= (2 � 2 � 2 + (�3) � 1 � (�3) + 2 � 1 � 0)� (2 � 2 � (�3) + 2 � 1 � 0 + (�3) � 1 � 2) = 35:������
2 1 �3
�3 2 0
2 1 2

������ triunghiului=

= (2 � 2 � 2 + (�3) � 1 � (�3) + 2 � 1 � 0)� (2 � 2 � (�3) + 2 � 1 � 0 + (�3) � 1 � 2) = 35������
2 1 �3
�3 2 0
2 1 2

������ de ex., dezv. dup¼a l1= 2 � (�1)1+1
���� 2 0
1 2

����+ 1 � (�1)1+2 ���� �3 0
2 2

����+
+(�3) � (�1)1+3

���� �3 2
2 1

���� = 35������
2 1 �3
�3 2 0
2 1 2

������ de ex., dezv. dup¼a c3= (�3) � (�1)1+3
���� �3 2
2 1

����+ 0 � (�1)2+3 ���� 2 1
2 1

����+
+2 � (�1)3+3

���� 2 1
�3 2

���� = 35:
c)

��������
2 �2 1 1
1 3 3 2
1 0 9 1
3 4 2 0

��������
de ex., dezv. dup¼a l1

= 2 � (�1)1+1
������
3 3 2
0 9 1
4 2 0

������+ (�2) � (�1)1+2
������
1 3 2
1 9 1
3 2 0

������+
+1 � (�1)1+3

������
1 3 2
1 0 1
3 4 0

������+ 1 � (�1)1+4
������
1 3 3
1 0 9
3 4 2

������ = �256:
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d)

��������
1 1 0 2
2 1 1 1
3 0 0 �1
1 1 2 1

��������
de ex., dezv. dup¼a c3

= 0 � (�1)1+3
������
2 1 1
3 0 �1
1 1 1

������+ 1 � (�1)2+3
������
1 1 2
3 0 �1
1 1 1

������+
+0 � (�1)3+3

������
1 1 2
2 1 1
1 1 1

������+ 2 � (�1)4+3
������
1 1 2
2 1 1
3 0 �1

������ = 1:
Exerci̧tiul 11. Fie A 2M7 (R) cu detA = 17: S¼a se calculeze det

�
3A2

�
:

Rezolvare. det
�
3A2

�
= 37 det (A �A) = 37 detA � detA = 37 � 172:

De�ni̧tia 13: Fie 8A 2Mn (K) : Matricea A este matrice inversabil¼a dac¼a
9A�1 2Mn (K) astfel încât A �A�1 = A�1 �A = In:

Matricea A�1 se numeşte inversa matricei A:
Reguli de calcul-vezi liceu.
Teorema 1: A 2Mn (K) este inversabil¼a , detA 6= 0 (matricea A este nesingular¼a).
Propozi̧tia 11: (propriet¼aţi ale invers¼arii) Fie A;B 2Mn (R) matrice p¼atratice inversabile. Atunci:
a) A�1 este inversabil¼a şi

�
A�1

��1
= A;

b) AB este inversabil¼a şi (AB)�1 = B�1A�1;
c) AT este inversabil¼a şi

�
AT
��1

=
�
A�1

�T
;

d) �A este inversabil¼a şi (�A)�1 = 1
� A

�1; � 6= 0:

Exerci̧tiul 12. S¼a se determine, dac¼a exist¼a, inversele matricelor

a) A =

0@ 2 2 3
1 �1 0
�1 2 1

1A ;b)
0BB@
1 0 1 1
0 0 1 0
1 1 1 0
1 0 0 2

1CCA ;c) A =
0@ 1 1 1
0 2 1
1 0 1

1A R. A�1 =

0@ 2 �1 �1
1 0 �1
�2 1 2

1A ;

d) A =

0BB@
1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1CCA R. A�1 =

0BB@
1 �1 0 0
0 1 �1 0
0 0 1 �1
0 0 0 1

1CCA ;

e) A =

0BB@
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

1CCA R. A�1 =

0BB@
1 �1 1 �1
0 1 �1 1
0 0 1 �1
0 0 0 1

1CCA ;f) A =
0BB@

1 1 1 1
1 1 �1 �1
1 �1 �1 1
�1 �1 1 1

1CCA R. @A�1.

Rezolvare. a) Se calculeaz¼a detA =

������
2 2 3
1 �1 0
�1 2 1

������ = �1) 9A�1:

Metoda liceu-schi̧t¼a A�1 =
1

detA
A�

AT =

0@ 2 1 �1
2 �1 2
3 0 1

1A
a�11 = (�1)

1+1

���� �1 2
0 1

���� = �1; a�12 = (�1)1+2 ���� 2 2
3 1

���� = 4; a�13 = (�1)1+3 ���� 2 �1
3 0

���� = 3;
a�21 = (�1)

2+1

���� 1 �1
0 1

���� = �1; a�22 = (�1)2+2 ���� 2 �1:
3 1

���� = 5; a�23 = (�1)2+3 ���� 2 1
3 0

���� = 3;
a�31 = (�1)

3+1

���� 1 �1
�1 2

���� = 1; a�32 = (�1)3+2 ���� 2 �1
2 2

���� = �6; a�33 = (�1)3+3 ���� 2 1
2 �1

���� = �4:
A�1 =

1

detA
A� =

1

�1

0@ �1 4 3
�1 5 3
1 �6 �4

1A =

0@ 1 �4 �3
1 �5 �3
�1 6 4

1A :
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Metoda Gauss, varianta 1
Se efectueaz¼a transform¼ari elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A; In(adun¼ari de linii, în-

muļtirea unei linii cu un scalar nenul, permut¼ari de linii) dup¼a regula (Aj In) � ::: � (Inj A�1
�
:

Etapa 1. Se efectueaz¼a transform¼ari elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A; In; (Aj In) ; pân¼a se
obţine pe primul bloc o matrice superior triunghiular¼a, dup¼a algoritmul:
pasul 1. Se p¼astreaz¼a prima linie a matricei (Aj In) şi se face zero pe prima coloan¼a, sub diagonala principal¼a
a matricei A;
pasul 2. Se p¼astreaz¼a prima şi a doua linie şi se face zero pe a doua coloan¼a, sub diagonala principal¼a a
matricei de la pasul 1 ;
ş.a.m.d.

Dac¼a la unul din paşi, la interseçtia dintre diagonala principal¼a a primului bloc şi linia corespunz¼atoare pasu-
lui apare elementul 0; atunci se introduce un pas intermediar, în care se permut¼a între ele linia cu elementul
0 cu o linie situat¼a sub ea.0@ j2j 2 3

1 �1 0
�1 2 1

������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A pas1�
l1

�l1 + 2l2
l1 + 2l3

0@ 2 2 3

0 j�4j �3
0 6 5

������
1 0 0
�1 2 0
1 0 2

1A pas2�
l1
l2

3l2 + 2l30@ 2 2 3
0 �4 �3
0 0 1

������
1 0 0
�1 2 0
�1 6 4

1A
Etapa 1�. Se transform¼a matricea superior triunghiular¼a de pe primul bloc al matricei obţinut¼a la Etapa 1
în matricea unitate, efectuând transform¼ari elementare asupra liniilor dup¼a algoritmul:
pasul 1�. Se p¼astreaz¼a ultima linie şi se face zero pe ultima coloan¼a a primului bloc, deasupra diagonalei
principale a matricei de la Etapa1;
pasul 2�. Se p¼astreaz¼a ultima şi penultima linie şi se face zero pe penultima coloan¼a a primului bloc, deasupra
diagonalei principale a matricei de la pasul 1�;
ş.a.m.d. (dac¼a matricea este de ordin mai mare decât 3)

pasul �nal. Se face 1 pe diagonala principal¼a a primului bloc a matricei de la pasul anterior.0@ 2 2 3
0 �4 �3
0 0 j1j

������
1 0 0
�1 2 0
�1 6 4

1A pas10�
�3l3 + l1
3l3 + l2
l3

0@ 2 2 0

0 j�4j 0

0 0 1

������
4 �18 �12
�4 20 12
�1 6 4

1A pas20�
l2 + 2l1
l2
l30@ 4 0 0

0 �4 0
0 0 1

������
4 �16 �12
�4 20 12
�1 6 4

1A pas
final
�
1
4 l1
1
�4 l2
l3

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

������
1 �4 �3
1 �5 �3
�1 6 4

1A

Etapa 2. S-a obţinut matricea invers¼a A�1 =

0@ 1 �4 �3
1 �5 �3
�1 6 4

1A :

Metoda Gauss cu matrice eşalon
Valoarea unui determinant nu se schimb¼a dac¼a la elementele unei linii adun¼am combinaţii liniare formate cu
elementele altor linii. În unele probleme cu matrice e necesar¼a aplicarea de transform¼ari elementare asupra
matricei pentru aducerea ei la o form¼a superior triunghiular¼a, încât în paşii intermediari s¼a se p¼astreze
determinantul. Metoda Gauss se poate folosi cu modi�carea de mai jos:
Se efectueaz¼a transform¼ari elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A; In(adun¼ari de linii, în-

muļtirea unei linii cu un scalar nenul, permut¼ari de linii) dup¼a regula (Aj In) � ::: � (Inj A�1
�
:

Etapa 1. Se efectueaz¼a transform¼ari elementare asupra liniilor matricei cu blocurile A; In; (Aj In) ; pân¼a se
obţine pe primul bloc o matrice superior triunghiular¼a eşalon (cu 1 pe diagonala principal¼a), dup¼a algoritmul:
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pasul 1p: Se face 1 la interseçtia dintre prima linie a matricei (Aj In) cu prima coloan¼a.
pasul 1. Se p¼astreaz¼a prima linie a matricei de la pasul 1 şi se face zero pe prima coloan¼a, sub diagonala
principal¼a a primului bloc;
pasul 2p: Se face 1 la interseçtia dintre a doua linie a matricei de la pasul 1 cu a doua coloan¼a.
pasul 2. Se p¼astreaz¼a prima şi a doua linie şi se face zero pe a doua coloan¼a, sub diagonala principal¼a a
matricei de la pasul 2p ;
pasul 3p: Se face 1 la interseçtia dintre a treia linie a matricei de la pasul 2 cu a treia coloan¼a.
ş.a.m.d. (dac¼a matricea este de ordin mai mare decât 3):

Dac¼a la unul din paşi, la interseçtia dintre diagonala principal¼a a primului bloc şi linia corespunz¼atoare
pasului apare elementul 0; atunci se introduce un pas intermediar, in care se permut¼a între ele linia cu
elementul 0 cu o linie situat¼a sub ea.0@ 2 2 3

1 �1 0
�1 2 1

������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A pas1p�
1
2 l1
l2
l3

0@ 1 1 3
2

1 �1 0
�1 2 1

������
1
2 0 0
0 1 0
0 0 1

1A pas1�
l1

�l1 + l2
l1 + l30@ 1 1 3

2
0 �2 � 3

2
0 3 5

2

������
1
2 0 0
� 1
2 1 0
1
2 0 1

1A pas2p�
l1
� 1
2 l2
l3

0@ 1 1 3
2

0 1 3
4

0 3 5
2

������
1
2 0 0
1
4 � 1

2 0
1
2 0 1

1A pas2�
l1
l2

�3l2 + l30@ 1 1 3
2

0 1 3
4

0 0 1
4

������
1
2 0 0
1
4 � 1

2 0
� 1
4

3
2 1

1A pas3p�
l1
l2
4l3

0@ 1 1 3
2

0 1 3
4

0 0 1

������
1
2 0 0
1
4 � 1

2 0
�1 6 4

1A

Observa̧tie. Paşii 1p � 1; 2p � 2 se puteau grupa astfel:0@ 2 2 3
1 �1 0
�1 2 1

������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A pas1p�1�
1
2 l1

� 1
2 l1 + l2
1
2 l1 + l3

0@ 1 1 3
2

0 �2 � 3
2

0 3 5
2

������
1
2 0 0
� 1
2 1 0
1
2 0 1

1A pas2p�2�
l1
� 1
2 l2

3
2 l2 + l30@ 1 1 3

2
0 1 3

4
0 0 1

4

������
1
2 0 0
1
4 � 1

2 0
� 1
4

3
2 1

1A pas3p�
l1
� 1
2 l2
l3

0@ 1 1 3
2

0 1 3
4

0 0 1

������
1
2 0 0
1
4 � 1

2 0
�1 6 4

1A

Etapa 1�. Se transform¼a matricea superior triunghiular¼a eşalon de pe primul bloc al matricei obţinut¼a la
Etapa 1 în matricea unitate, efectuând transform¼ari elementare asupra liniilor dup¼a algoritmul:
pasul 1�. Se p¼astreaz¼a ultima linie şi se face zero pe ultima coloan¼a a primului bloc, deasupra diagonalei
principale a matricei de la Etapa1;
pasul 2�. Se p¼astreaz¼a ultima şi penultima linie şi se face zero pe penultima coloan¼a a primului bloc, deasupra
diagonalei principale a matricei de la pasul 1�;
ş.a.m.d. (dac¼a matricea este de ordin mai mare decât 3)0@ 1 1 3

2
0 1 3

4

0 0 1

������
1
2 0 0
1
4 � 1

2 0
�1 6 4

1A pas10�
� 3
2 l3 + l1

� 3
4 l3 + l2
l3

0@ 1 1 0

0 1 0
0 0 1

������
2 �9 �6
1 �5 �3
�1 6 4

1A pas20�
�l2 + l1
l2
l30@ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

������
1 �4 �3
1 �5 �3
�1 6 4

1A
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Etapa 2. S-a obţinut matricea invers¼a A�1 =

0@ 1 �4 �3
1 �5 �3
�1 6 4

1A :
b) Se calculeaz¼a detA =

��������
1 0 1 1
0 0 1 0
1 1 1 0
1 0 0 2

�������� = �1) 9A�1:

Metoda Gauss cu matrice eşalon:
Etapa 1.0BB@

1 0 1 1
0 0 1 0
1 1 1 0
1 0 0 2

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA pas1p�
nu e necesar

pas1�
l1
l2

�l1 + l3
�l1 + l4

0BB@
1 0 1 1
0 0 1 0
0 1 0 �1
0 0 �1 1

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
�1 0 1 0
�1 0 0 1

1CCA

pas
intermediar

�
l1
l3
l2
l4

0BB@
1 0 1 1

0 1 0 �1
0 0 1 0
0 0 �1 1

��������
1 0 0 0
�1 0 1 0
0 1 0 0
�1 0 0 1

1CCA pas2p�
nu e necesar

pas2�
nu e necesar

pas3p�
nu e necesar

pas3�
l1
l2
l3

l3 + l4

0BB@
1 0 1 1
0 1 0 �1
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
1 0 0 0
�1 0 1 0
0 1 0 0
�1 1 0 1

1CCA

Etapa 1�.0BB@
1 0 1 1
0 1 0 �1
0 0 1 0

0 0 0 1

��������
1 0 0 0
�1 0 1 0
0 1 0 0
�1 1 0 1

1CCA pas10�
�l4 + l1
l4 + l2
l3
l4

0BB@
1 0 1 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

��������
2 �1 0 �1
�2 1 1 1
0 1 0 0
�1 1 0 1

1CCA pas20�
�l3 + l1
l2
l3
l40BB@

1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
2 �2 0 �1
�2 1 1 1
0 1 0 0
�1 1 0 1

1CCA pas30�
nu e necesar

pas �nal�
nu e necesar

:

Etapa 2. S-a obţinut matricea invers¼a A�1 =

0BB@
2 �2 0 �1
�2 1 1 1
0 1 0 0
�1 1 0 1

1CCA :

Exerci̧tiul 13: Fie A =

�
1 2
4 8

�
2 M2 (R) : Ce concluzie se poate obţine din A � B = I2; unde B =�

a b
c d

�
2M2 (R)?

Rezolvare. detA =
���� 1 2
4 8

���� = 0) A este matrice singular¼a)
) A nu este inversabil¼a, nu admite invers¼a.
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Pentru B =

�
a b
c d

�
2 M2 (R) (pe care nu are sens s¼a o numim "invers¼a" sau "o invers¼a" pentru A)

impunem ca
A �B = I2 )�
1 2
4 8

�
�
�
a b
c d

�
=

�
1 0
0 1

�
)
�
a+ 2c b+ 2d
4a+ 8c 4b+ 8d

�
=

�
1 0
0 1

�
)8>><>>:

a+ 2c = 1
b+ 2d = 0
4a+ 8c = 0
4b+ 8d = 1

-sistem incompatibil.

Deci @B 2M2 (R) care s¼a veri�ce A �B = I2; ceea ce era de aşteptat.
Exerci̧tiul 14. Este unic¼a inversa unei matrice? S¼a se justi�ce r¼aspunsul.
Rezolvare. Inversa unei matrice dinMn (K), dac¼a exist¼a, este unic¼a.
Într-adev¼ar, �e A 2 Mn (K) o matrice inversabil¼a. Se presupune c¼a exist¼a B1 2 Mn (K) şi B2 2 Mn (K)
a.î.
A �B1 = B1 �A = In şi A �B2 = B2 �A = In:

Folosind asociativitatea înmuļtirii matricelor)
B1 = B1 � In = B1 � (A �B2) = (B1 �A) �B2 = In �B2 = B2:


Exerci̧tiul 15. Fie A 2Mn (R) şi B 2Mn (R) dou¼a matrice care satisfac relaţiile
A2 = B2 = (A �B)2 = In:

S¼a se demonstreze c¼a A �B = B �A:

Exerci̧tiul 16. Fie A =

0@ 0 1 0
0 0 1
5 0 0

1A : S¼a se veri�ce c¼a A3 = 5I3; s¼a se demonstreze c¼a A este nesingular¼a
şi s¼a se determine A�1:

De�ni̧tia 14. Fie A 2 Mm�n (R) : Se numeşte rangul matricei A num¼arul natural r 2 N, r � min fm;ng
cu proprietatea c¼a exist¼a în A cel puţin un minor de ordinul r diferit de zero şi toţi minorii de ordin mai
mare decât r, dac¼a exist¼a, sunt egali cu zero. Se noteaz¼a r = rangA:
În particular, rang �n = 0; rang In = n:

Propozi̧tia 12.
a) rangAB � min frangA; rangBg ;8A 2Mm�n (R) ; B 2Mn�p (R) :
b) Fie A 2Mm�n (R), B 2Mn (R) ; rangB = n: Atunci
rangAB = rangA;

adic¼a prin înmuļtirea unei matrice cu o matrice nesingular¼a rangul matricei produs este acelaşi cu al matricei
ini̧tiale.
c) (inegalitatea Sylvester) rangA+ rangB � rangAB + n;8A;B 2Mn (R) :

Exerci̧tiul 17. S¼a se determine rangul matricelor

a) A =

0@ 3 2 �5 4
3 �1 3 �3
3 5 �13 11

1A ; b) A =
0BB@
1 1 1 1 1
3 2 1 1 �3
0 1 2 2 6
5 4 3 3 �1

1CCA;
c) A =

0@ 3 2 1
2 1 1
6 2 4

1A R. rangA = 2;d) A =

0@ 1 �2 1 1
1 �2 1 �1
1 �2 1 �5

1A R. rangA = 2;

e) A =

0BB@
1 �1 �1 1
�1 1 1 �1
�1 1 1 �1
1 �1 �1 1

1CCA R. rangA = 1:
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Rezolvare. a) A =

0@ 3 2 �5 4
3 �1 3 �3
3 5 �13 11

1A
| {z }

3�4
Deoarece A are 3 linii şi 4 coloane) 0 � rangA � min f3; 4g = 3:
Metoda din liceu 1 ("de la mare la mic").
�Se calculeaz¼a toţi minorii de ordin 3: Dac¼a exist¼a un minor de ordinul 3 nenul, atunci rangA = 3:������

3 2 �5
3 �1 3
3 5 �13

������ = 0;
������
3 �5 4
3 3 �3
3 �13 11

������ = 0;
������
3 2 4
3 �1 �3
3 5 11

������ = 0;
������
2 �5 4
�1 3 �3
5 �13 11

������ = 0:
j(c1; c2; c3)j = 0; j(c1; c3; c4)j = 0; j(c1; c2; c4)j = 0; j(c2; c3; c4)j = 0;

Deoarece toţi minorii de ordin 3 sunt nuli) 0 � rangA � 2:
�Se calculeaz¼a toţi minorii de ordin 2: Dac¼a exist¼a un minor de ordinul 2 nenul atunci rangA = 2:���� 3 2

3 �1

���� = �9 6= 0:
Deoarece exist¼a un minor de ordin 2 nenul) rangA = 2:
Metoda din liceu 2 ("de la mic la mare").

�Dac¼a toate elementele matricei A sunt nule atunci rangA = 0: rang

0@ 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1A = 0

Deoarece A are şi elemente nenule, 9a11 = 3 6= 0) 1 � rangA � 3:
�Se calculeaz¼a toţi minorii de ordin 2 ce conţin a11 = 3, obţinuţi prin bordare cu elemente r¼amase din liniile
şi coloanele matricei. Dac¼a toţi minorii de acest tip sunt nuli atunci rangA = 1:(adic¼a orice matrice care are

liniile propoŗtionale

0@ a a a a
�a �a �a �a
�a �a �a �a

1A sau coloanele propoŗtionale)

9
���� 3 2
3 �1

���� = �9 6= 0:
Deoarece exist¼a un minor de ordin 2 de acest tip nenul) 2 � rangA � 3:
�Se calculeaz¼a toţi minorii de ordin 3 ce conţin blocul matriceal

�
3 2
3 �1

�
, obţinuţi prin bordare cu

elemente r¼amase din liniile şi coloanele matricei. Dac¼a toţi minorii de acest tip sunt nuli atunci rangA = 2:������
3 2 �5
3 �1 3
3 5 �13

������ = 0;
������
3 2 4
3 �1 �3
3 5 11

������ = 0:
j(c1; c2; c3)j = 0; j(c1; c2; c4)j = 0:

Deoarece toţi minorii de ordin 3 obţinuţi prin bordare cu elemente r¼amase din liniile şi coloanele matricei
sunt nuli) rangA = 2:
Metoda Gauss. Rangul unei matrice nu se modi�c¼a dac¼a asupra liniilor sale se efectueaz¼a transform¼ari el-
ementare (adun¼ari de linii, înmuļtirea unei linii cu un scalar nenul, permut¼ari de linii). Atunci se transform¼a
matricea ini̧tial¼a intr-o matrice cu acelaşi rang, de form¼a superior triunghiular¼a, efectuând transform¼ari ele-
mentare asupra liniilor dup¼a algoritmul :
pasul 1. Se p¼astreaz¼a prima linie şi se face zero pe prima coloan¼a sub diagonala principal¼a a matricei
(diagonala ce porneşte de la a11) ;
pasul 2. Se p¼astreaz¼a prima linie şi a doua linie şi se face zero pe a doua coloan¼a sub diagonala principal¼a a
matricei de la pasul 1 ; ş.a.m.d.
Rangul matricei ini̧tiale este egal cu rangul matricei �nale de la algorimul anterior (
egal cu num¼arul de

pivoţi din matricea eşalon):
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A =

0@ 3 2 �5 4
3 �1 3 �3
3 5 �13 11

1A pas1�
l1

�l1 + l2
�l1 + l3

0@ 3 2 �5 4

0 �3 8 �7
0 3 �8 7

1A pas2�
l1
l2

l2 + l30@ 3 2 �5 4
0 �3 8 �7
0 0 0 0

1A) rangA = 2:

Un determinant care are o linie (sau o coloana) format¼a din elemente nule are valoarea 0
j(c1; c2; c3)j = 0; j(c1; c3; c4)j = 0; j(c1; c2; c4)j = 0; j(c2; c3; c4)j = 0:

9
���� 3 2
0 �3

���� = 3 � (�3) = �9 6= 0) rangA = 2:

Se reaminteşte ca determinantul unei matrice diagonale, superior / inferior triunghiulare este produsul
elementelor de pe diagonala principal¼a. De exemplu,������

�1 0 0
0 7 0
0 0 5

������ = (�1) � 7 � 5 = �35;������
�1 2000 0
0 7 �50
0 0 5

������ = (�1) � 7 � 5 = �35;
������
�1 0 0
20 7 0
�15 �44 5

������ = (�1) � 7 � 5 = �35:

SAU0@ 3 2 �5 4
3 �1 3 �3
3 5 �13 11

1A are matricea eşalon

0@ 1 0 1
9 � 2

9
0 1 � 8

3
7
3

0 0 0 0

1A
) rangA =nr. de pivoţi= 2:

b) A =

0BB@
1 1 1 1 1
3 2 1 1 �3
0 1 2 2 6
5 4 3 3 �1

1CCA :
Metoda Gauss:0BB@

1 1 1 1 1
3 2 1 1 �3
0 1 2 2 6
5 4 3 3 �1

1CCA pas1�
l1

�3l1 + l2
l3

�5l1 + l4

0BB@
1 1 1 1 1

0 �1 �2 �2 �6
0 1 2 2 6
0 �1 �2 �2 �6

1CCA pas2�
l1
l2

l2 + l3
�l2 + l40BB@

1 1 1 1 1
0 �1 �2 �2 �6
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1CCA) rangA = 2:


SAU0BB@
1 1 1 1 1
3 2 1 1 �3
0 1 2 2 6
5 4 3 3 �1

1CCA are matricea eşalon

0BB@
1 0 �1 �1 �5
0 1 2 2 6
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1CCA) rangA =nr. de pivoţi= 2:


