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SEMINAR NR. 2, REZOLV¼ARI
Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a

1:2: Sisteme de ecua̧tii liniare

Nota̧tii 1: Fie aij 2 K (K = R sau K = C);8i = 1;m; j = 1; n şi bi 2 K;8i = 1;m: Un sistem de m ecuaţii
liniare cu n necunoscute este de forma8>><>>:

a11x1 + a12x2:::+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2:::+ a2nxn = b2
:::
am1x1 + am2x2:::+ amnxn = bm

:

aij sunt coe�cienţii sistemului, bi sunt termenii liberi ai sistemului, xj ; j = 1; n sunt necunoscutele sistemului.

A =

0BB@
a11 a12 ::: a1n
a21 a22 ::: a2n
::: ::: ::: :::
am1 am2 ::: amn

1CCA 2 Mm�n (K) se numeşte matricea coe�cienţilor (cu m-nr. de linii=nr.

de ecuaţii şi n-nr. de coloane=nr. de necunoscute).

B =

0BB@
b1
b2
:::
bm

1CCA-se numeşte matricea termenilor liberi.

X =

0BB@
x1
x2
:::
xn

1CCA -se numeşte matricea necunoscutelor (devine matricea soluţie).

Atunci A �X = B se numeşte forma matriceal¼a a sistemului.
Pentru alte de�ni̧tii şi notaţii-vezi curs.

Exerci̧tiul 1. S¼a se rezolve urm¼atoarele sisteme şi s¼a se interpreteze geometric rezultatul:

a)
�
x+ y = 10
�x+ y = 0 ; b)

�
x� 2y = �3
2x� 4y = 8 ; c)

�
x+ y = 3
2x+ 2y = 6

;

d)
�
x� 2y = �1
�x+ 3y = 3 R. S =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) = (3; 2)

	
; drepte concurente.

e)
�
x� 2y = �1
4x� 8y = 2 R. S = ;; drepte paralele.

f)
�
x� 2y = 3
3x� 6y = 9 R. S =

�
(x; y) 2 R2;x = 2y + 3

	
; drepte confundate.

g)
�
3x� y = 7
2x+ 3y = 1

R. S =
�
(x; y) 2 R2; (x; y) = (2;�1)

	
; drepte concurente.

h)
�
x� y = 6
�2x+ 2y = 1 R. S = ;; drepte paralele.

i)
�
x� 2y = �1
�x+ 3y = 3 R. S =

�
(x; y) 2 R2;x = � 5

2y �
1
2

	
; drepte confundate.

Rezolvare. a)
�
x+ y = 10
�x+ y = 0

Este un sistem de 2 ecuaţii liniare cu 2 necunoscute, neomogen, cu matricea sistemului

A =

�
1 1
�1 1

�
şi matricea termenilor liberi B =

�
10
0

�
:�

x+ y = 10
�x+ y = 0 ) (x; y) = (5; 5) :
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Sistemul este compatibil (are soluţie) unic determinat (unic¼a soluţie), cu muļtimea soluţiilor S =

8<:
0@ 5|{z}

x

; 5|{z}
y

1A9=; :
Interpretare geometric¼a: Fie xOy un reper ortonormat în plan. Atunci
(d1) x+ y = 10 şi (d2) �x+ y = 0

sunt ecuaţiile a dou¼a drepte în plan. Sistemul are soluţie unic¼a)
(d1) \ (d2) = f(5; 5)g ;

adic¼a cele dou¼a drepte se intersecteaz¼a (sunt concurente) în punctul de coordonate (5; 5) :

10 5 5 10

10

5

5

10

x

y

b)
�
x� 2y = �3
2x� 4y = 8

Este un sistem de 2 ecuaţii liniare cu 2 necunoscute; neomogen, cu matricea sistemului

A =

�
1 �2
2 �4

�
şi matricea termenilor liberi B =

�
�3
8

�
:�

x� 2y = �3
2x� 4y = 8 j: 2 ,

�
x� 2y = �3
x� 2y = 4

�3 6=4) @ (x; y) care s¼a veri�ce.

Sistemul este incompatibil (nu are soluţii), cu muļtimea soluţiilor S = ;:
Interpretare geometric¼a: Fie xOy un reper ortonormat în plan. Atunci
(d1) x� 2y = �3 şi (d2) 2x� 4y = 8

sunt ecuaţiile a dou¼a drepte în plan. Sistemul este incompatibil)
(d1) \ (d2) = ;;

adic¼a cele dou¼a drepte nu se intersecteaz¼a, sunt paralele.

10 5 5 10

10

5

5

10

x

y

c)
�
x+ y = 3
2x+ 2y = 6

Este un sistem de 2 ecuaţii liniare cu 2 necunoscute; neomogen, cu matricea sistemului

A =

�
1 1
2 2

�
şi matricea termenilor liberi B =

�
3
6

�
:
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�
x+ y = 3
2x+ 2y = 6 j: 2 ,

�
x+ y = 3
x+ y = 3

) (x+ y = 3)

Sistemul este compatibil (are soluţii) nedeterminat (cu o in�nitate de soluţii, muļtimea tuturor punctelor de
pe dreapta albastr¼a trasat¼a), cu muļtimea soluţiilor
S =

�
(x; y) 2 R2;x+ y = 3

	
:

Interpretare geometric¼a: Fie xOy un reper ortonormat în plan. Atunci
(d1) x+ y = 3 şi (d2) 2x+ 2y = 6

sunt ecuaţiile a dou¼a drepte în plan. Sistemul este compatibil nedeterminat)
(d1) \ (d2) = (d1) ;

adic¼a cele dou¼a drepte se intersecteaz¼a dup¼a (d1) ; adic¼a sunt confundate.

10 5 5 10

10

5

5

10

x

y

Exerci̧tiul 2. S¼a se rezolve urm¼atoarele sisteme liniare şi s¼a se interpreteze geometric rezultatul

a)

8<: x� y � z = �1
x� y + z = 1
x+ y + z = 1

; b)

8<: x� y � z = �1
x� y + z = 1
�x+ y + z = 3

; c)

8<: x� y � z = 2
x� y + z = 8
x� y � 3z = �4

;

d)

8<: x� 2y + z = 4
2y � 8z = 8
2x� 3y + 4z = 0

; R. S = f(2;�4;�2)g ;e)

8<: x� 2y + z = 4
2y � 8z = 8
x� 4y + 9z = 0

; R. S = ;;

f)

8<: x� 2y + z = 4
2y � 8z = 8
x� 4y + 9z = �4

; R. Sist compatibil nedeterminat.

Rezolvare. a)

8<: x� y � z = �1
x� y + z = 1
x+ y + z = 1

Este un sistem de 3 ecuaţii liniare cu 3 necunoscute, neomogen, cu matricea sistemului

A =

0@ 1 �1 �1
1 �1 1
1 1 1

1A şi matricea termenilor liberi B =

0@ �1
1
1

1A :
Metoda liceu-schi̧t¼a

detA =

������
1 �1 �1
1 �1 1
1 1 1

������ = �4 6= 0)sistem compatibil unic determinat

�1 =

������
�1 �1 �1
1 �1 1
1 1 1

������ = 0; �2 =
������
1 �1 �1
1 1 1
1 1 1

������ = 0; �3 =
������
1 �1 �1
1 �1 1
1 1 1

������ = �4:
Un determinant cu 2 linii (coloane) egale (propoŗtionale) este nul.

x =
�1
detA

= 0; y =
�2
detA

= 0; z =
�3
detA

= 1:

Deci (x; y; z) = (0; 0; 1) este unica soluţie.
Metoda Gauss:
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Etapa 1. Se transform¼a sistemul ini̧tial într-un sistem echivalent, de form¼a superior triunghiular¼a, efectuând
transform¼ari elementare asupra liniilor matricei extinse (adun¼ari de linii, înmuļtirea unei linii cu un scalar
nenul, permut¼ari de linii), dup¼a algoritmul:
pasul 1. Se p¼astreaz¼a prima linie a matricei extinse şi se face zero pe prima coloan¼a, sub diagonala principal¼a
a matricei A ;
pasul 2. Se p¼astreaz¼a prima şi a doua linie şi se face zero pe a doua coloan¼a, sub diagonala principal¼a a
matricei de la pasul 1 ;
ş.a.m.d.

Dac¼a la unul din paşi, la interseçtia dintre diagonala principal¼a a primului bloc şi linia corespunz¼atoare
pasului apare elementul 0; atunci se introduce un pas intermediar, in care se permut¼a între ele linia cu
elementul 0 cu o linie situat¼a sub ea.
Menţion¼am c¼a A1 � A2 va însemna c¼a matricele A1 şi A2 vor genera sisteme de ecuaţii liniare echivalente.0BBBBB@

1 �1 �1
1 �1 1
1 1 1| {z }

A

�����������
�1
1
1| {z }
B

1CCCCCA
pas1�
l1

�l1 + l2
�l1 + l3

0@ 1 �1 �1
0 0 2
0 2 2

������
�1
2
2

1A pas intermediar�
l1
l3
l2

0@ 1 �1 �1
0 2 2
0 0 2

������
�1
2
2

1A

pas2�
nu este necesar

Etapa 2. S-a obţinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel ini̧tial8<: x� y � z = �1
2y + 2z = 2

2z = 2
"

Se rezolv¼a recursiv sistemul anterior)

8<: x = 0
y = 0
z = 1

:

Deci (x; y; z) = (0; 0; 1) este unica soluţie.
Metoda Gauss cu matrice eşalon-varianta 1
Valoarea unui determinant nu se schimb¼a dac¼a la elementele unei linii adun¼am combinaţii liniare formate cu
elementele altor linii. În unele probleme cu matrice e necesar¼a aplicarea de transform¼ari elementare asupra
matricei pentru aducerea ei la o form¼a superior triunghiular¼a, încât în paşii intermediari s¼a se p¼astreze de-
terminantul. Metoda Gauss se poate folosi cu modi�carea de mai jos:
Etapa 1. Se transform¼a sistemul ini̧tial într-un sistem echivalent, de form¼a superior triunghiular¼a cu coe�-
cienţi 1 pe diagonal¼a, efectuând transform¼ari elementare asupra liniilor matricei extinse (adun¼ari de linii,
înmuļtirea unei linii cu un scalar nenul, permut¼ari de linii), dup¼a algoritmul:
pasul 1p: Se face 1 la interseçtia dintre prima linie a matricei (Aj B) cu prima coloan¼a.
pasul 1. Se p¼astreaz¼a prima linie a matricei de la pasul 1 şi se face zero pe prima coloan¼a, sub diagonala
principal¼a a primului bloc;
pasul 2p: Se face 1 la interseçtia dintre a doua linie a matricei de la pasul 1 cu a doua coloan¼a.
pasul 2. Se p¼astreaz¼a prima şi a doua linie şi se face zero pe a doua coloan¼a, sub diagonala principal¼a a
matricei de la pasul 2p ;
pasul 3p: Se face 1 la interseçtia dintre a treia linie a matricei de la pasul 2 cu a treia coloan¼a.
ş.a.m.d. (dac¼a matricea este de ordin mai mare decât 3):

Dac¼a la unul din paşi, la interseçtia dintre diagonala principal¼a a primului bloc şi linia corespunz¼atoare
pasului apare elementul 0; atunci se introduce un pas intermediar, in care se permut¼a între ele linia cu
elementul 0 cu o linie situat¼a sub ea.
Menţion¼am c¼a A1 � A2 va însemna c¼a matricele A1 şi A2 vor genera sisteme de ecuaţii liniare echivalente.0@ 1 �1 �1
1 �1 1
1 1 1

������
�1
1
1

1A pas1p�
nu e necesar

pas1�
l1

�l1 + l2
�l1 + l3

0@ 1 �1 �1
0 0 2
0 2 2

������
�1
2
2

1A pas intermediar�
l1
l3
l2
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0@ 1 �1 �1
0 2 2
0 0 2

������
�1
2
2

1A pas2;3�
nu e necesar

pas2p;3p�
l1
1
2 l2
1
2 l3

0@ 1 �1 �1
0 1 1
0 0 1

������
�1
1
1

1A

Etapa 2. S-a obţinut sistemul superior triunghiular cu 1 pe diagonal¼a echivalent cu cel ini̧tial8<: x� y � z = �1
y + z = 1

z = 1
"

Se rezolv¼a recursiv sistemul anterior

8<: x = 0
y = 0
z = 1

"

Metoda Gauss cu matrice eşalon-varianta 2-Se aplic¼a pentru sisteme Cramer (cu m = n şi matricea
sistemului nesingular¼a)
Etapa 1. Aceeaşi cu Etapa 1 de la Varianta 1.
Etapa 1�. Se transform¼a matricea superior triunghiular¼a obţinut¼a la Etapa 1 într-o matrice diagonal¼a efec-
tuând transform¼ari elementare asupra liniilor dup¼a algoritmul:
pasul 1�. Se p¼astreaz¼a ultima linie şi se face zero pe ultima coloan¼a a primului bloc, deasupra diagonalei
principale a matricei de la Etapa1;
pasul 2�. Se p¼astreaz¼a ultima şi penultima linie şi se face zero pe penultima coloan¼a a primului bloc, deasupra
diagonalei principale a matricei de la pasul 1�;
ş.a.m.d.

Aici)0@ 1 �1 �1
0 1 1
0 0 1

������
�1
1
1

1A pas10�
l3 + l1
�l3 + l2
l3

0@ 1 �1 0
0 1 0
0 0 1

������
0
0
1

1A pas20�
l2 + l1
l2
l3

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

������
0
0
1

1A

Etapa 2. S-a obţinut sistemul diagonal cu 1 pe diagonal¼a echivalent cu cel ini̧tial8<: x = 0
y = 0
z = 1

"

Indiferent de metod¼a, sistemul este compatibil unic determinat, cu muļtimea soluţiilor S = f(0; 0; 1)g :
Interpretare geometric¼a: Fie Oxyz un reper ortonormat în spaţiu. Atunci
(�1) x� y � z = �1 şi (�2) x� y + z = 1 şi (�3) x+ y + z = 1

sunt ecuaţiile a trei plane în spaţiu. Sistemul are soluţie unic¼a)
(�1) \ (�2) \ (�3) = f(0; 0; 1)g ;

adic¼a cele trei plane se intersecteaz¼a în punctul de coordonate (0; 0; 1) :

10

10
0z

y
0

10

0

10

x10

10
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b)

8<: x� y � z = �1
x� y + z = 1
�x+ y + z = 3

Este un sistem de 3 ecuaţii liniare cu trei necunoscute (x,y şi z); neomogen, cu matricea sistemului

A =

0@ 1 �1 �1
1 �1 1
�1 1 1

1A şi matricea termenilor liberi B =

0@ �1
1
3

1A :
Metoda liceu-schi̧t¼a

detA =

������
1 �1 �1
1 �1 1
�1 1 1

������ = 0)sistem incompatibil sau compatibil nedeterminat

rang

0@ 1 �1 �1
1 �1 1
�1 1 1

1A = 2; rang

0@ 1 �1 �1
1 �1 1
�1 1 1

������
�1
1
3

1A = 3

Cum 2 6= 3 Teorema Kronecker-Capelli) sistemul este incompatibil.
Metoda Gauss :
Etapa 1.0@ 1 �1 �1

1 �1 1
�1 1 1

������
�1
1
3

1A pas1�
l1

�l1 + l2
l1 + l3

0@ 1 �1 �1
0 0 2
0 0 0

������
�1
2
2

1A pas2�
nu e necesar

Etapa 2. S-a obţinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel ini̧tial8<: x� y � z = �1
2z = 2
0 = 2

, care este incompatibil.

Indiferent de metod¼a, sistemul este incompatibil, cu muļtimea soluţiilor S = ;:
Interpretare geometric¼a: Fie Oxyz un reper ortonormat în spaţiu. Atunci
(�1) x� y � z = �1 şi (�2) x� y + z = 1 şi (�3) �x+ y + z = 3

sunt ecuaţiile a trei plane în spaţiu. Sistemul nu are soluţie)
(�1) \ (�2) \ (�3) = ;;

adic¼a cele trei plane nu au puncte comune.

10

10

10

0
0

y

z
0

10

x10

10

c)

8<: x� y � z = 2
x� y + z = 8
x� y � 3z = �4

Este un sistem de 3 ecuaţii liniare cu trei necunoscute (x,y şi z); neomogen, cu matricea sistemului

A =

0@ 1 �1 �1
1 �1 1
1 �1 �3

1A şi matricea termenilor liberi B =

0@ 2
8
�4

1A :
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Metoda liceu-schi̧t¼a

detA =

������
1 �1 �1
1 �1 1
1 �1 �3

������ = 0)sistem incompatibil sau compatibil nedeterminat

rang

0@ 1 �1 �1
1 �1 1
1 �1 �3

1A = 2; rang

0@ 1 �1 �1
1 �1 1
1 �1 �3

������
2
8
�4

1A = 2

Cum 2 = 2
Teorema Kronecker-Capelli) sistemul este compatibil nedeterminat, cu gradul de neterminare 3(nr.

necunoscutelor)�2(rangul comun matricei A şi matricei extinse A j B)= 1.
Metoda Gauss:
Etapa 1.0@ 1 �1 �1

1 �1 1
1 �1 �3

������
2
8
�4

1A pas1�
l1

�l1 + l2
�l1 + l3

0@ 1 �1 �1
0 0 2
0 0 �2

������
2
6
�6

1A �

0@ 1 �1 �1
0 0 2
0 0 0

������
2
6
0

1A

Etapa 2. S-a obţinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel ini̧tial8<: x� y � z = 2
2z = 6
0z = 0

" )
�
x� y = 5

z = 3
" care este compatibil nedeterminat.

8<: x = 5 + �
y = � 2 R
z = 3

Indiferent de metod¼a, sistemul este compatibil nedeterminat, cu muļtimea soluţiilor
S =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y; z) = (5 + �; �; 3) ; � 2 R

	
:

De ex, � = �1) (x; y; z) = (4;�1; 3)�o soluţie
� = 7) (x; y; z) = (12; 7; 3)� o alt¼a soluţie; mai sunt o in�nitate, de tipul (5 + �; �; 3) :

Interpretare geometric¼a: Fie Oxyz un reper ortonormat în spaţiu. Atunci
(�1) x� y � z = 2 şi (�2) x� y + z = 8 şi (�3) x� y � 3z = �4

sunt ecuaţiile a trei plane în spaţiu. Sistemul este compatibil nedeterminat)
(�1) \ (�2) \ (�3) =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y; z) = (5 + �; �; 3) ; � 2 R

	
;

adic¼a cele trei plane se intersecteaz¼a dup¼a dreapta de ecuaţii carteziene�
x� y � z = 2
2z = 6

sau parametrice

8<: x = 5 + �
y = �
z = 3

; � 2 R

10y

0
0

10

z
10

0

x10

10
10

Exerci̧tiul 7. S¼a se rezolve urm¼atoarele sisteme :

a)

8>><>>:
x1 + 2x2 + 3x3 � 2x4 = 6
2x1 � x2 � 2x3 � 3x4 = 8
3x1 + 2x2 � x3 + 2x4 = 4
2x1 � 3x2 + 2x3 + x4 = �8;

; b)

8>>>><>>>>:
x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 1
3x1 + 2x2 + x3 � x4 = 1
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 1
2x1 + 2x2 + 2x3 � x4 = 1
5x1 + 5x2 + 2x3 = 2;

; c)

8<: x1 + x2 + x3 + x4 = 1
2x1 � x2 + x3 � x4 = 2
x1 � 2x2 � 2x4 = �1:
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Rezolvare. a)

8>><>>:
x1 + 2x2 + 3x3 � 2x4 = 6
2x1 � x2 � 2x3 � 3x4 = 8
3x1 + 2x2 � x3 + 2x4 = 4
2x1 � 3x2 + 2x3 + x4 = �8;

Este un sistem de 4 ecuaţii liniare cu 4 necunoscute (x1; x2; x3; x4) ; neomogen, cu matricea sistemului

A =

0BB@
1 2 3 �2
2 �1 �2 �3
3 2 �1 2
2 �3 2 1

1CCA şi matricea termenilor liberi B =

0BB@
6
8
4
�8

1CCA :
Metoda liceu-schi̧t¼a

detA =

��������
1 2 3 �2
2 �1 �2 �3
3 2 �1 2
2 �3 2 1

�������� = 324 6= 0)sistem compatibil unic determinat

�1 =

��������
6 2 3 �2
8 �1 �2 �3
4 2 �1 2
�8 �3 2 1

�������� = 324; �2 =
��������
1 6 3 �2
2 8 �2 �3
3 4 �1 2
2 �8 2 1

�������� = 648;

�3 =

��������
1 2 6 �2
2 �1 8 �3
3 2 4 2
2 �3 �8 1

�������� = �324; �4 =
��������
1 2 3 6
2 �1 �2 8
3 2 �1 4
2 �3 2 �8

�������� = �648:
x1 =

�1
detA

= 1; x2 =
�2
detA

= 2; x3 =
�3
detA

= �1; x4 =
�4
detA

= �2;

Deci (x1; x2; x3; x4) = (1; 2;�1;�2) este unica soluţie.
Metoda Gauss:
Etapa 1: Se aduce matricea extins¼a a sistemului la form¼a superior triunghiular¼a (cu zero sub diagonala
principal¼a), folosind transform¼ari elementare asupra liniilor:

�2 �3 �2
1

1
1

��������

0BBBBBBB@
j1j 2 3 �2
2 �1 �2 �3
3 2 �1 2
2 �3 2 1| {z }

A

�������������

6
8
4
�8| {z }
B

1CCCCCCCA
pas1�
l1

�2l1 + l2
�3l1 + l3
�2l1 + l4

�7 �4
5

5

��������
0BB@
1 2 3 �2
0 j�5j �8 1

0 �4 �10 8
0 �7 �4 5

��������
6
�4
�14
�20

1CCA pas2�
l1
l2

�4l2 + 5l3
�7l2 + 5l40BB@

1 2 3 �2
0 �5 �8 1

0 0 �18 36

0 0 36 18

��������
6
�4
�54
�72

1CCA
pas

intermediar
�
l1
l2

(�1=18) l3
(1=18) l4
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�2
1

��������
0BB@
1 2 3 �2
0 �5 �8 1

0 0 j1j �2
0 0 2 1

��������
6
�4
3
�4

1CCA pas3�
l1
l2
l3

�2l3 + l4

0BB@
1 2 3 �2
0 �5 �8 1
0 0 1 �2
0 0 0 5

��������
6
�4
3
�10

1CCA

Etapa 2. S-a obţinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel ini̧tial8>><>>:
x1 + 2x2 + 3x3 � 2x4 = 6
�5x2 � 8x3 + x4 = �4

x3 � 2x4 = 3
5x4 = �10

"

Se rezolv¼a recursiv sistemul anterior8>><>>:
x1 = ::: = 1
x2 = ::: = 2
x3 = 3 + 2x4 = �1
x4 = �2

"

Metoda Gauss cu matrice eşalon:0BB@
j1j 2 3 �2
2 �1 �2 �3
3 2 �1 2
2 �3 2 1

��������
6
8
4
�8

1CCA pas1p�
nu e necesar

:::
pas1�
l1

�2l1 + l2
�3l1 + l3
�2l1 + l4

0BB@
1 2 3 �2
0 j�5j �8 1

0 �4 �10 8
0 �7 �4 5

��������
6
�4
�14
�20

1CCA pas2p�
1
�5 l1
l2
l3
l40BB@

1 2 3 �2
0 j1j �8

�5
1
�5

0 �4 �10 8
0 �7 �4 5

��������
6
�4
�5
�14
�20

1CCA pas2�
l1
l2

4l2 + l3
7l2 + l4

:::

Concluzie: Indiferent de metod¼a, sistemul este compatibil unic determinat, cu muļtimea soluţiilor
S = f(1; 2;�1;�2)g :

b)

8>>>><>>>>:
x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 1
3x1 + 2x2 + x3 � x4 = 1
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 1
2x1 + 2x2 + 2x3 � x4 = 1
5x1 + 5x2 + 2x3 = 2;

Este un sistem de 5 ecuaţii liniare cu 4 necunoscute (x1; x2; x3; x4) ; neomogen, cu matricea sistemului

A =

0BBBB@
1 2 3 �1
3 2 1 �1
2 3 1 1
2 2 2 �1
5 5 2 0

1CCCCA şi matricea termenilor liberi B =

0BBBB@
1
1
1
1
2

1CCCCA :
Metoda liceu-schi̧t¼a
detA nu are sens s¼a �e calculat!!! (A 2M5�4 (R))

rang

0BBBB@
1 2 3 �1
3 2 1 �1
2 3 1 1
2 2 2 �1
5 5 2 0

1CCCCA = 3; rang

0BBBB@
1 2 3 �1
3 2 1 �1
2 3 1 1
2 2 2 �1
5 5 2 0

����������
1
1
1
1
2

1CCCCA = 3

rangA = rangA) sistemul este compatibil;
nr. necunoscutelor = 4 şi rangA = rangA = 3 ) sistemul este compatibil nedeterminat, cu gradul de
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neterminare 4� 3 = 1 (o necunoscut¼a secundar¼a):
Metoda Gauss:
Etapa 1.

�5 �2 �2 �3
1

1
1

1

����������

0BBBB@
j1j 2 3 �1
3 2 1 �1
2 3 1 1
2 2 2 �1
5 5 2 0

����������
1
1
1
1
2

1CCCCA pas1�
l1

�3l1 + l2
�2l1 + l3
�2l1 + l4
�5l1 + l5

0BBBB@
1 2 3 �1
0 j�4j �8 2

0 �1 �5 3
0 �2 �4 1
0 �5 �13 5

����������
1
�2
�1
�1
�3

1CCCCA pas2�
l1
l2

�l2 + 4l3
�l2 + 2l4
�5l2 + 4l50BBBB@

1 2 3 �1
0 �4 �8 2

0 0 j�12j 10

0 0 0 0
0 0 12 �10

����������
1
�2
�2
0
2

1CCCCA pas3�
l1
l2
l3
l4

l3 + l5

0BBBB@
1 2 3 �1
0 �4 �8 2
0 0 �12 10
0 0 0 0
0 0 0 0

����������
1
�2
�2
0
0

1CCCCA

Etapa 2. S-a obţinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel ini̧tial8<: x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 1
�4x2 � 8x3 + 2x4 = �2

�12x3 + 10x4 = �2
"

Se rezolv¼a recursiv sistemul anterior. Cum������
1 2 3
0 2 4
0 0 �6

������ = 1 � 2 � (�6) = �12 6= 0, se aleg corespunz¼ator coloanelor c1; c2; c3 ale determinantului

anterior necunoscutele x1; x2; x3 ca necunoscute principale şi x4 = � 2 R ca necunoscut¼a secundar¼a şi se
obţine8>><>>:

x1 + 2x2 + 3x3 = 1 + �
�4x2 � 8x3 = �2� 2�

�12x3 = �2� 10�
x4 = � 2 R

" )

8>><>>:
x1 =

1
6 (1 + 5�)

x2 =
1
6 (1� 7�)

x3 =
1
6 (1 + 5�)

x4 = �

; � 2 R.

Muļtimea soluţiilor sistemului este
S =

�
x 2 R4 j x =

�
1
6 (1 + 5�) ;

1
6 (1� 7�) ;

1
6 (1 + 5�) ; �

�
; � 2 R

	
:

c)

8<: x1 + x2 + x3 + x4 = 1
2x1 � x2 + x3 � x4 = 2
x1 � 2x2 � 2x4 = �1:

Este un sistem de 3 ecuaţii liniare cu 4 necunoscute (x1; x2; x3; x4) ; neomogen, cu matricea sistemului

A =

0@ 1 1 1 1
2 �1 1 �1
1 �2 0 �2

1A şi matricea termenilor liberi B =

0@ 1
2
�1

1A :
Metoda liceu-schi̧t¼a
detA nu are sens s¼a �e calculat!!! (A 2M3�4 (R))

rang

0@ 1 1 1 1
2 �1 1 �1
1 �2 0 �2

1A = 2; rang

0@ 1 1 1 1
2 �1 1 �1
1 �2 0 �2

������
1
2
�1

1A = 3

rangA 6= rangA) sistemul este incompatibil;
Metoda Gauss (a elimin¼arii) relaxat¼a:
Etapa 1.
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0@ j1j 1 1 1

2 �1 1 �1
1 �2 0 �2

������
1
2
�1

1A pas1�
l1

�2l1 + l2
�l1 + l3

0@ 1 1 1 1

0 j�3j �1 �3
0 �3 �1 �3

������
1
0
�2

1A pas2�
l1
l2

�l2 + l30@ 1 1 1 1
0 �3 �1 �3
0 0 0 0

������
1
0
�2

1A
Etapa 2. S-a obţinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel ini̧tial8<: x1 + x2 + x3 + x4 = 1

�3x2 � x3 � 3x4 = 0
0x4 = �2

"

Sistemul anterior este incompatibil. Muļtimea soluţiilor sistemului este S = ;.

Exerci̧tiul 4: Folosind metoda elimin¼arii (Gauss), s¼a se rezolve urm¼atorul sistem şi, dac¼a exist¼a, s¼a se
determine inversa matricei sistemului8<: x+ 2y + 3z = 14

2x� y + z = 3
x+ y � z = 0:

Rezolvare.

z
y

100

5

10

x
505

5

10

10

Fie A 2Mn (R). Dac¼a detA 6= 0 atunci 9A�1 2Mn (R) astfel încât������
1 2 3
2 �1 1
1 1 �1

������ = 15 6= 0) 9A�1 2M3 (R)

Sistemul este un sistem Cramer, cu m = n = 3 şi matricea sistemului nesingular¼a.
Metoda Gauss cu matrice eşalon-Varianta 2:
Etapa 1.0BBBBB@

j1j 2 3

2 �1 1
1 1 �1| {z }

A

�����������
1 0 0
0 1 0
0 0 1| {z }

I3

�����������
14
3
0|{z}

col. term. lib.

1CCCCCA
pas1p�1�
l1

�2l1 + l2
�l1 + l3

0@ 1 2 3

0 j�5j �5
0 �1 �4

������
1 0 0
�2 1 0
�1 0 1

������
14
�25
�14

1A

pas2p�2�
l1
�1
5 l2

1
5 l2 + l3

0@ 1 2 3
0 1 1
0 0 �3

������
1 0 0
2
5

�1
5 0

�3
5

�1
5 1

������
14
5
�9

1A pas3p�
l1
l2
�1
3 l3

Etapa 1�.
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0@ 1 2 3
0 1 1

0 0 j1j

������
1 0 0
2
5

�1
5 0

1
5

1
15

�1
3

������
14
5
3

1A pas10�
�3l3 + l1
�l3 + l2
l3

0@ 1 2 0

0 j1j 0

0 0 1

������
2
5

�1
15

1
3

1
5

�4
15

1
3

1
5

1
15

�1
3

������
5
2
3

1A

pas20�
�2l2 + l1

l2
l3

0BBBBB@
1 0 0
0 1 0
0 0 1| {z }

I3

�����������
0 1

3
1
3

1
5 � 4

15
1
3

1
5

1
15 � 1

3| {z }
A�1

�����������
1
2
3|{z}

col.soluţie

1CCCCCA
Etapa 2. S-a obţinut sistemul diagonal echivalent cu cel ini̧tial8<: x = 1

y = 2
z = 3

şi matricea invers¼a A�1 =

0@ 0 1
3

1
3

1
5 � 4

15
1
3

1
5

1
15 � 1

3

1A :
Exerci̧tiul 5: Folosind metoda elimin¼arii (Gauss), s¼a se rezolve urm¼atorul sistem şi, dac¼a exist¼a, s¼a se
determine inversa matricei sistemului. S¼a se foloseasc¼a şi factorizarea LU.8<: x1 � 2x2 + x3 = 4

2x2 � 8x3 = 8
2x1 � 3x2 + 4x3 = 0:

Rezolvare.a) Este un sistem de 3 ecuaţii liniare cu 3 necunoscute; neomogen, cu matricea sistemului

A =

0@ 1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

1A şi matricea termenilor liberi B =

0@ 4
8
0

1A :
Metoda liceu-schi̧t¼a

detA =

������
1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

������ = 12 6= 0)sistem compatibil unic determinat

�1 =

������
4 �2 1
8 2 �8
0 �3 4

������ = �24; �2 =
������
1 4 1
0 8 �8
2 0 4

������ = �48; �3 =
������
1 �2 4
0 2 8
2 �3 0

������ = �24:
x1 =

�1
detA

= �2; x2 =
�2
detA

= �4; x3 =
�3
detA

= �2:
Deci (x; y; z) = (�2;�4;�2) este unica soluţie.

10

5

z
y

0

5

10

x
1050510

Metoda liceu pentru A�1. Fie A 2M3 (R). Dac¼a detA = 12 6= 0 atunci 9A�1 2M3 (R)

A�1 =

0@ 1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

1A�1

=

0@ � 4
3

5
12

7
6

� 4
3

1
6

2
3

� 1
3 � 1

12
1
6

1A
Sistemul este un sistem Cramer, cu m = n = 3 şi matricea sistemului nesingular¼a.
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Metoda elimin¼arii (Gauss) :
Etapa 1.0BBBBB@

j1j �2 1

0 2 �8
2 �3 4| {z }

A

�����������
1 0 0
0 1 0
0 0 1| {z }

I3

�����������
4
8
0|{z}

col. term. lib.

1CCCCCA
pas1p�1�
l1

0l1 + l2
�2l1 + l3

0@ 1 �2 1

0 j2j �8
0 1 2

������
1 0 0
0 1 0
�2 0 1

������
4
8
�8

1A

pas2p�2�
l1
1
2 l2�1

2 l2 + l3

0@ 1 �2 1
0 1 �4
0 0 6

������
1 0 0
0 1

2 0
�2 �1

2 1

������
4
4
�12

1A pas3p�
l1
l2
1
6 l3

Etapa 1�.0@ 1 �2 1
0 1 �4
0 0 j1j

������
1 0 0
0 1

2 0
�1
3

�1
12

1
6

������
4
4
�2

1A pas10�
�l3 + l1
4l3 + l2
l3

0@ 1 �2 0

0 j1j 0

0 0 1

������
4
3

1
12

�1
6�4

3
1
6

2
3�1

3
�1
12

1
6

������
6
�4
�2

1A

pas20�
2l2 + l1
l2
l3

0BBBBB@
1 0 0
0 1 0
0 0 1| {z }

I3

�����������
�4
3

5
12

7
6�4

3
1
6

2
3�1

3
�1
12

1
6| {z }

A�1

�����������
�2
�4
�2| {z }

col.soluţie

1CCCCCA
Etapa 2. S-a obţinut sistemul diagonal echivalent cu cel ini̧tial8<: x1 = �2

x2 = �4
x3 = �2

şi matricea invers¼a A�1 =

0@ �4
3

5
12

7
6�4

3
1
6

2
3�1

3
�1
12

1
6

1A :
mod cu factorizare LU

�A =

0@ 1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

1A
L1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A0@ 1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

1A =

0@ 1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

1A
L2 (L1A) =

0@ 1 0 0
0 1 0
�2 0 1

1A0@ 1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

1A =

0@ 1 �2 1
0 2 �8
0 1 2

1A
L3 (L2 (L1A)) =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 � 1

2 1

1A0@ 1 �2 1
0 2 �8
0 1 2

1A =

0@ 1 �2 1
0 2 �8
0 0 6

1A = U

L3L2L1 =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 � 1

2 1

1A0@ 1 0 0
0 1 0
�2 0 1

1A0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
�2 � 1

2 1

1A)

L = (L3L2L1)
�1
=

0@ 1 0 0
0 1 0
�2 � 1

2 1

1A�1

=

0@ 1 0 0
0 1 0
2 1

2 1

1A :
Atunci (L3L2L1)A = U ) A = LU

Într-adev¼ar,

0@ 1 0 0
0 1 0
2 1

2 1

1A0@ 1 �2 1
0 2 �8
0 0 6

1A =

0@ 1 �2 1
0 2 �8
2 �3 4

1A!!
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�Mai mult, rezolvarea sistemului cu ajutorul factoriz¼arii este:
AX = B , (LU)X = B , L (UX) = B; adic¼a

UX = Y; cu LY = B:
Atunci:8<: y1 = 4

y2 = 8
2y1 +

1
2y2 + y3 = 0

) Y =

0@ 4
8

�12

1A8<: x1 � 2x2 + x3 = 4
2x2 � 8x3 = 8
6x3 = �12

) X =

0@ �2
�4
�2

1A
Exerci̧tiul 6: Folosind metoda elimin¼arii (Gauss), s¼a se rezolve urm¼atorul sistem şi, dac¼a exist¼a, s¼a se
determine inversa matricei sistemului. S¼a se foloseasc¼a şi factorizarea LU.8<: 4x1 + 2x2 + 14x3 = 14

2x1 + 17x2 � 5x3 = �101
14x1 � 5x2 + 83x3 = 155:

Rezolvare.a) Este un sistem de 3 ecuaţii liniare cu trei necunoscute (x1,x2 şi x3); neomogen, cu matricea
sistemului

A =

0@ 4 2 14
2 17 �5
14 �5 83

1A şi matricea termenilor liberi B =

0@ 14
�101
155

1A :
Metoda liceu-schi̧t¼a

detA =

������
4 2 14
2 17 �5
14 �5 83

������ = 1600 6= 0)sistem compatibil unic determinat

�1 =

������
14 2 14
�101 17 �5
155 �5 83

������ = 4800; �2 =
������
4 14 14
2 �101 �5
14 155 83

������ = �9600; �3 =
������
4 2 14
2 17 �101
14 �5 155

������ = 1600:
x1 =

�1
detA

= 3; x2 =
�2
detA

= �6; x3 =
�3
detA

= 1:

Deci (x; y; z) = (3;�6; 1) este unica soluţie.

z 0

5

10

x
10505

10

5

y
10

Metoda liceu pentru A�1. Fie A 2M3 (R). Dac¼a detA = 12 6= 0 atunci 9A�1 2M3 (R)

A�1 =

0@ 4 2 14
2 17 �5
14 �5 83

1A�1

=

0@ 693
800 � 59

400 � 31
200

� 59
400

17
200

3
100

� 31
200

3
100

1
25

1A
Sistemul este un sistem Cramer, cu m = n = 3 şi matricea sistemului nesingular¼a.
Metoda elimin¼arii (Gauss) TEM¼A:
mod factorizare LU

�A =

0@ 4 2 14
2 17 �5
14 �5 83

1A
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L1A =

0@ 1 0 0
�2
4 1 0
0 0 1

1A0@ 4 2 14
2 17 �5
14 �5 83

1A =

0@ 4 2 14
0 16 �12
14 �5 83

1A
L2 (L1A) =

0@ 1 0 0
0 1 0
�14
4 0 1

1A0@ 4 2 14
0 16 �12
14 �5 83

1A =

0@ 4 2 14
0 16 �12
0 �12 34

1A
L3 (L2 (L1A)) =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 12

16 1

1A0@ 4 2 14
0 16 �12
0 �12 34

1A =

0@ 4 2 14
0 16 �12
0 0 25

1A = U

L3L2L1 =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 12

16 1

1A0@ 1 0 0
0 1 0
�14
4 0 1

1A0@ 1 0 0
�2
4 1 0
0 0 1

1A =

0@ 1 0 0
� 1
2 1 0

� 31
8

3
4 1

1A)

L = (L3L2L1)
�1
=

0@ 1 0 0
� 1
2 1 0

� 31
8

3
4 1

1A�1

=

0@ 1 0 0
1
2 1 0
7
2 � 3

4 1

1A :
Atunci (L3L2L1)A = U ) A = LU

Într-adev¼ar,

0@ 1 0 0
1
2 1 0
7
2 � 3

4 1

1A0@ 4 2 14
0 16 �12
0 0 25

1A =

0@ 4 2 14
2 17 �5
14 �5 83

1A!!
�Mai mult, rezolvarea sistemului cu ajutorul factoriz¼arii este:
AX = B , (LU)X = B , L (UX) = B; adic¼a

UX = Y; cu LY = B:
Atunci:8<: y1 = 14

1
2y1 + y2 = �101
7
2y1 �

3
4y2 + y3 = 155

) Y =

0@ 14
�108
25

1A8<: 4x1 + 2x2 + 14x3 = 14
16x2 � 12x3 = �108

25x3 = 25
) X =

0@ 3
�6
1

1A


