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SEMINAR NR. 3, REZOLV¼ARI
Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a

2: SPAŢII LINIARE (VECTORIALE)
2:1: Spa̧tii liniare (vectoriale). De�ni̧tii. Exemple

Elementele unui spaţiu vectorial pot � model¼ari matematice ale unor entit¼aţi diverse: foŗte, viteze,
semnale electrice, vectori geometrici, soluţii ale unor ecuaţii diferenţiale ş.a.
https://www.3blue1brown.com/essence-of-linear-algebra-page

De�ni̧tie: Fie (K;+; �) un corp comutativ cu elementul unitate notat 1K şi elementul nul notat 0K. Fie
X 6= ; o muļtime oarecare. Se numeşte spaţiu liniar (vectorial) peste K (sau K-spaţiu liniar) cvadrupla
ordonat¼a (X;�;�;K) unde
� : X� X! X;8 (x;y) 2 X2; (x;y) x� y

este o operaţie intern¼a pe X (numit¼a adunarea vectorilor) şi
� : K� X! X;8 (�;x) 2 K� X; (�;x) �� x

este o operaţie extern¼a pe X indus¼a de K (numit¼a înmulţirea vectorilor cu scalari); ce veri�c¼a axiomele:
a) (X;�) este grup abelian , adic¼a
(GA1) 8 (x;y; z) 2 X3 : (x� y)� z = x� (y � z);
(GA2) 9�X 2 X (numit vectorul nul) astfel încât 8x 2 X : x� �X = �X � x = x;
(GA3) 8x 2X;9 (�x) 2 X (numit opusul vectorului x) astfel încât x� (�x) = (�x)� x = �X;
(GA4) 8 (x;y) 2 X2 : x� y = y � x.
b) (SL1) 8 (�; �;x) 2 K2 � X : �� (� � x) = (� � �)� x;
(SL2) 8 (�; �;x) 2 K2 � X : (�+ �)� x = (�� x)� (� � x);
(SL3) 8 (�;x;y) 2 K� X2 : �� (x� y) = (�� x)� (�� y);
(SL4) 8x 2 X : 1K � x = x.
Elementele din K se numesc scalari, iar cele din X se numesc vectori.

Corolar. Fie (X;+; �;K) un spaţiu liniar. Atunci
a) 8x 2 X : 0K�x = �X;
b) 8� 2 K : ���X = �X;
c) 8x 2 X : (�1)�x = �x;
d) 8� 2 K;x 2 X : ��x = �X ) � = 0K sau x = �X;
e) 8�; � 2 K;x 2 X n f�Xg : ��x = ��x) � = �;
f) 8� 2 K n f0Kg; (x;y) 2 X2 : ��x = ��y) x = y:

Exerci̧tiul 1: Fie (R;+; �) corpul comutativ al numerelor reale şi R�+ = fx 2 R;x > 0g. Se de�nesc operaţiile:
� : R�+ � R�+ ! R�+;8 (x;y) 2

�
R�+
�2
: x� y = x � y

� : R� R�+ ! R�+;8 (�;x) 2 R� R�+ : �� x = x�.
S¼a se arate c¼a R�+ are o structur¼a de R-spatiu liniar în raport cu operaţiile de�nite anterior.
Rezolvare. X = R�+, K = R. Se observ¼a c¼a �, � sunt operaţii corect de�nite. În plus, se veri�c¼a axiomele
(GA1)� (SL4).
a)
�
R�+;�

�
este grup abelian , adic¼a

(GA1) 8 (x;y; z) 2
�
R�+
�3
: (x� y)� z = (x � y) � z = x � (y � z) = x� (y � z);

(GA2) 9�R�+ = 1 2 R
�
+ (este vectorul nul pentru

�
R�+;�

�
) astfel încât 8x 2 R�+ : x � 1 = 1 � x = x;

(GA3) 8x 2 R�+;9 � x = x�1 2 R�+ (este opusul vectorului x relativ la
�
R�+;�

�
) astfel încât

x � x�1 = x�1 � x = 1;
(GA4) 8 (x;y) 2

�
R�+
�2
: x � y = y � x.

b) (SL1) 8 (�; �;x) 2 R2 � R�+ : �� (� � x) =
�
x�
��
= x��� = (� � �)� x;

(SL2) 8 (�; �;x) 2 R2 � R�+ : (�+ �)� x = x�+� = x� � x� = (�� x)� (� � x);
(SL3) 8 (�;x;y) 2 R�

�
R�+
�2
: �� (x� y) = (x � y)

�
= x� � y� = (�� x)� (�� y);

(SL4) 8x 2 R�+ : 1R � x =x1 = x.
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În continuare, se va renota: � = + şi � = �:

Exemplu de spa̧tiu liniar: Fie (K;+; �) un corp comutativ şi (X;+; �;K) un K-spaţiu liniar.
(f�Xg ;+; �;K) este K-spaţiu liniar (vectorial), numit spaţiu vectorial nul.

Exemple de spa̧tii liniare standard: Fie (K;+; �) un corp comutativ.
1. (Kn;+; �;K) este K-spaţiu liniar (vectorial) standard, unde
Kn = K�K� :::�K| {z }

n ori

=
�
x;x = (x1; x2; :::; xn) ; xi 2 K;8i = 1; n

	
�muļtime de n�uple.

S-a de�nit egalitatea a dou¼a n-uple prin
x = y, (x1; x2; :::; xn) = (y1; y2; :::; yn), [x1 = y1; :::; xn = yn] :

Pe muļtimea Kn s-au de�nit operaţiile:
(adunarea n-uplelor)
+ : Kn �Kn ! Kn;8 (x;y) 2 (Kn)2 ; (x1; :::; xn) + (y1; :::; yn) = (x1 + y1; :::; xn + yn).
(înmulţirea n-uplelor din Kn cu scalari din câmpul K)
� : K�Kn ! Kn;8 (�;x) 2 K�Kn; � � (x1; :::; xn) = (�x1; :::; �xn) :

Demonstra̧tie pentru n = 3 şi K = R :
Peste tot la disciplina Geometrie analitic¼a se vor utiliza notaţiile (x; y; z) în locul notaţiilor (x1; x2; x3)

de la algebra liniar¼a.

Aici se demonstreaz¼a c¼a
�
R3;+; �;R

�
este R-spaţiu liniar (vectorial) standard.

K = R-muļtimea scalarilor (numere reale)
X = R3 =

�
x;x = (x1; x2; x3) ; xi 2 R;8i = 1; 3

	
-muļtimea vectorilor (triplete)

(adunarea tripletelor)
+ : R3 � R3 ! R3;8 (x;y) 2

�
R3
�2
; (x1; x2; x3) + (y1; y2; y3) = (x1 + y1; x2 + y2; x3 + y3).

(înmulţirea tripletelor din R3 cu scalari din câmpul R)
� : R� R3 ! R3;8 (�;x) 2 R� R3; � � (x1; x2; x3) = (�x1; �x2; �x3) :
Se observ¼a c¼a � renotat

= +, � renotat
= � sunt operaţii corect de�nite. În plus, se veri�c¼a axiomele (GA1) �

(SL4).
a)
�
R3;+

�
este grup abelian , adic¼a

(GA1) 8 (x;y; z) 2
�
R3
�3
: (x+ y) + z = x+ (y + z);

Într-adev¼ar, 8 (x;y; z) 2
�
R3
�3
:

M1 = (x+ y) + z = ((x1; x2; x3) + (y1; y2; y3)) + (z1; z2; z3)
+ în R3
=

=

0B@ x1 + y1| {z }
un x1 în def. +

; x2 + y2; x3 + y3

1CA+
0B@ z1|{z}
un y1 în def. +

; z2; z3

1CA + în R3
=

=

0B@(x1 + y1) + z1| {z }
prima comp a M1

; (x2 + y2) + z2; (x3 + y3)par. de adunare + z3

1CA
par. de triplet

:
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M2 = x+ (y + z) = (x1; x2; x3) + ((y1; y2; y3) + (z1; z2; z3))
+ în R3
=

=

0@ x1|{z}
un x1 în def. +

; x2; x3

1A+
0B@ y1 + z1| {z }
un y1 în def. +

; y2 + z2; y3 + z3

1CA + în R3
=

=

0B@x1 + (y1 + z1)| {z }
prima comp a M2

; x2 + (y2 + z2) ; x3 + (y3 + z3)

1CA :
Se observ¼a c¼a se veri�c¼a M1 =M2 deoarece au componente egale, din asociativitatea adun¼arii numerelor

reale.
(GA2) 9�R3 = (0; 0; 0) 2 R3 (numit vectorul nul) astfel încât 8x 2 R3 : x+ �R3 = �R3 + x = x;
Într-adev¼ar, 9�R3 = (0; 0; 0) 2 R3 a.î. 8x = (x1; x2; x3) 2 R3 :
(x1; x2; x3) + (0; 0; 0) = (0; 0; 0) + (x1; x2; x3) = (x1; x2; x3),
(x1 + 0; x2 + 0; x3 + 0) = (0 + x1; 0 + x2; 0 + x3) = (x1; x2; x3)

se veri�c¼a din axioma de existenţ¼a a elementului neutru în (R;+) :
(GA3) 8x = (x1; x2; x3) 2 R3;9 � x = (�x1;�x2;�x3) 2 R3 (numit opusul vectorului x) astfel încât
x+ (�x) = (�x) + x = �R3 ;
Într-adev¼ar, 8x = (x1; x2; x3) 2 R3;9 � x = (�x1;�x2;�x3) 2 R3 a.î.
(x1; x2; x3) + (�x1;�x2;�x3) = (�x1;�x2;�x3) + (x1; x2; x3) = (0; 0; 0),
(x1 + (�x1) ; x2 + (�x2) ; x3 + (�x3)) = (�x1 + x1;�x2 + x2;�x3 + x3) = (0; 0; 0) ;

se veri�c¼a din axioma de existenţ¼a a opusului în (R;+) :
(GA4) 8 (x;y) 2

�
R3
�2
: x+ y = y + x.

Într-adev¼ar, 8 (x;y) 2
�
R3
�2
;

(x1; x2; x3) + (y1; y2; y3) = (y1; y2; y3) + (x1; x2; x3),
(x1 + y1; x2 + y2; x3 + y3) = (y1 + x1; y2 + x2; y3 + x3) ;

se veri�c¼a din comutativitatea în (R;+) :
b) (SL1) 8 (�; �;x) 2 R2 � R3 : � � (� � x) = (� � �) � x;
Într-adev¼ar, 8 (�; �;x) 2 R2 � R3 :
M1 = � � (� � x) = � � (� � (x1; x2; x3))

def. înm. cu scalari
= � � (�x1; �x2; �x3)

def. înm. cu scalari
=

=
�
� (�x1) ; � (�x2) ; � (�x3)par de înmulţire

�
par. de triplet

:

M2 = (� �între scalari �) �între scalar şi vector x = (��) � (x1; x2; x3)
def. înm. cu scalari

=
= ((��)x1; (��)x2; (��)x3) :

Se observ¼a c¼a M1 =M2 deoarece au componente egale, din asociativitatea înmuļtirii numerelor reale.
(SL2) 8 (�; �;x) 2 R2 � R3 : (�+ �) � x = (� � x) + (� � x);
Într-adev¼ar, 8 (�; �;x) 2 R2 � R3 :
M1 = (�+ �) � x = (�+între scalari �) �între scalar şi vector x = (�+ �) � (x1; x2; x3) =

= ((�+ �)x1; (�+ �)x2; (�+ �)x3) :
M2 = (� � x) + (� � x) = � � (x1; x2; x3) + � � (x1; x2; x3) =

= (�x1; �x2; �x3) + (�x1; �x2; �x3)
def. adun¼arii vect

= (�x1 + �x1; �x2 + �x2; �x3 + �x3)
Se observ¼a c¼a M1 = M2 deoarece au componente egale, din distributivitatea înmuļtirii faţ¼a de adunare

numerelor reale.
(SL3) 8 (�;x;y) 2 R�

�
R3
�2
: � � (x+ y) = (� � x) + (� � y);

Analog cu (SL2)
(SL4) 8x 2 R3 : 1R � x = x.
Într-adev¼ar, 8x 2 R3
1R � x = 1R � (x1; x2; x3) = (1x1; 1x2; 1x3) = (x1; x2; x3) = x:

2. (Mm�n (K) ;+adunarea matricelor ; �înm. matr. cu scalari;K) este K-spaţiu liniar (vectorial) standard, unde
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Mm�n (K) =

8<:A;A =

0@ a11 ::: a1n
::: ::: :::
am1 ::: amn

1A ; aij 2 K;8i = 1;m; j = 1; n
9=;.

S-a de�nit egalitatea a dou¼a matrice A şi B prin
A = B,

�
aij = bij ;8i = 1;m; j = 1; n

�
.

Pe muļtimeaMm�n (K) s-au de�nit operaţiile:
(adunarea matricelor)
+ :Mm�n (K)�Mm�n (K)!Mm�n (K) ;8 (A;B) 2Mm�n (K)�Mm�n (K) ;0@ a11 ::: a1n

::: ::: :::
am1 ::: amn

1A+
0@ b11 ::: b1n

::: ::: :::
bm1 ::: bmn

1A =

0@ a11 + b11 ::: a1n + b1n
::: ::: :::

am1 + bm1 ::: amn + bmn

1A :
(înmuļtirea matricelor dinMm�n (K) cu scalari din câmpul K)
� : K�Mm�n (K)!Mm�n (K) ;8(�;A) 2 K�Mm�n (K) ;

� �

0@ a11 ::: a1n
::: ::: :::
am1 ::: amn

1A =

0@ �a11 ::: �a1n
::: ::: :::
�am1 ::: �amn

1A :
3. (F (M;X) ;+; �;K) este K-spaţiu liniar (vectorial) standard, dac¼a (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar, unde
F (M;X) = ff ; f :M ! Xg :

S-a de�nit egalitatea a dou¼a funçtii f şi g prin
f = g, [f (x) = g (x) ;8x 2M ].

Pe muļtimea F (M;X) s-au de�nit operaţiile :
(adunarea funçtiilor)
+ : F (M;X)�F (M;X)! F (M;X) ;8 (f ;g) 2 F (M;X)�F (M;X) ;
f + g :M ! X e dat¼a de (f + g) (x) = f (x) + g (x) ;8x 2M şi

(înmuļtirea funçtiilor din F (M;X) cu scalari din câmpul K)
� : K�F (M;X)! F (M;X) ;8(�; f) 2 K�F (M;X) ;
� � f :M ! X e dat¼a de (� � f) (x) = �f (x) ;8x 2M:

4. a) (Kn [t] ;+; �;K) este K-spaţiu liniar (vectorial) standard, unde
Kn[t] =

�
p;p = a0 + a1t+ :::+ ant

n; ai 2 K;8i = 0; n
	
.

t�nedeterminata polinomului.
S-a de�nit egalitatea a dou¼a polinoame p şi q prin
p = q, [a0 = b0; :::; an = bn].

Pe muļtimea Kn[t] s-au de�nit operaţiile:
(adunarea polinoamelor)
+ : Kn[t]�Kn[t]! Kn[t];8 (p;q) 2 Kn[t]�Kn[t];
p+ q = (a0 + b0) + (a1 + b1) t+ :::+ (an + bn) t

n şi
(înmuļtirea polinoamelor din Kn[t] cu scalari din câmpul K)
� : K�Kn[t]! Kn[t];8(�;p) 2 K�Kn[t];
� � p = (�a0) + (�a1) t+ :::+ (�an) tn:

b) Analog
�
KIn [t] ;+; �;K

�
este K-spaţiu liniar (vectorial) standard, unde

KIn[t] =
�
f : I! R; f (t) = a0 + a1t+ :::+ antn; ai 2 K;8i = 0; n

	
:

t�variabila funçtiei polinomiale.

Exerci̧tiul 2: S¼a se precizeze care dintre urm¼atoarele perechi de operaţii de�nesc pe R2 o structur¼a de spaţiu
liniar real:
a) + : R2 � R2 ! R2;8 (x;y) 2

�
R2
�2
: (x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + x2; 0R)

� : R� R2 ! R2;8 (�;x) 2 R� R2 : � � (x1; x2) = (�x1; �x2) :
b) + : R2 � R2 ! R2;8 (x;y) 2

�
R2
�2
: (x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + y1; y1)

� : R� R2 ! R2;8 (�;x) 2 R� R2 : � � (x1; x2) = (�x1; �x2) ;
c) + : R2 � R2 ! R2;8 (x;y) 2

�
R2
�2
: (x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + y1; x2 + y2)

� : R� R2 ! R2;8 (�;x) 2 R� R2 : � � (x1; x2) = (0; �x2) :
Observa̧tie. pentru n = 2 şi K = R :
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Peste tot la disciplina Geometrie analitic¼a se vor utiliza notaţiile (x; y) în locul notaţiilor (x1; x2) de la
algebra liniar¼a.

Aici
�
R2;+; �;R

�
este R-spaţiu liniar (vectorial) standard, cu

K = R-muļtimea scalarilor (numere reale)
X = R2 =

�
x;x = (x1; x2) ; xi 2 R;8i = 1; 2

	
-muļtimea vectorilor (perechi)

(adunarea perechilor)
+ : R2 � R2 ! R2;8 (x;y) 2

�
R2
�2
; (x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + y1; x2 + y2).

(înmulţirea perechilor din R2 cu scalari din câmpul R)
� : R� R2 ! R2;8 (�;x) 2 R� R2; � � (x1; x2) = (�x1; �x2) :
Se observ¼a c¼a � renotat

= +, � renotat
= � sunt operaţii corect de�nite. În plus, se veri�c¼a axiomele (GA1) �

(SL4).
Rezolvare. a) Se veri�c¼a axiomele (GA1) � (SL4) şi se observ¼a c¼a + nu e operaţie comutativ¼a, adic¼a
9 (x;y) 2 X2 astfel încât
(x1; x2) + (y1; y2) = (x1 + x2; 0R) 6= (y1 + y2; 0R) = (y1; y2) + (x1; x2).

De exemplu, pentru x = (2; 7) şi y = (5; 11).
x+ y = (2 + 7; 0R) 6= (5 + 11; 0R) = y + x.

2:2: Subspa̧tii liniare (vectoriale). De�ni̧tii, exemple, opera̧tii

De�ni̧tie: Fie (X;+; �K) un K-spaţiu liniar. Se numeşte subspaţiu liniar al lui X o submuļtime V � X ce
satisface axiomele:
(i) 8 (x;y) 2 V2 : x+ y 2 V;
(ii) 8 (�;x) 2 K� V : � � x 2 V:

Observa̧tie. Fie (X;+; �;K) un K-spaţiu liniar. Muļtimile f�Xg şi X sunt subspaţii liniare ale lui X, numite
subspaţii improprii. Orice alt subspaţiu liniar al lui X se numeşte subspaţiu propriu.
Teorem¼a. Fie (X;+; �;K) un K-spaţiu liniar. O submuļtime V � X;V 6= ; este subspaţiu liniar în (X;+; �;K)
dac¼a şi numai dac¼a
8 (�;x;y) 2 K� V2 : (� � x) + y 2 V:
(chiar 8 (�; �;x;y) 2 K2 � V2 : (� � x) + (� � y) 2 V; adic¼a orice combinaţie liniar¼a de vectori din V este

un vector din V)
Teorem¼a. Fie (X;+; �;K) un K-spaţiu liniar. O submuļtime V � X;V 6= ; este subspaţiu liniar în (X;+; �;K)
dac¼a şi numai dac¼a (V;+; �;K) este un K-spaţiu liniar.
Observa̧tie. Dreptele şi planele din spaţiu (ca submuļtimi de puncte-triplete din

�
R3;+; �;R

�
) care trec

prin origine (conţin (0; 0; 0)) sunt subspaţii liniare în
�
R3;+; �;R

�
:

Observa̧tie. Fie (X;+; �;K) un K-spaţiu liniar şi V1;V2 dou¼a subspaţii liniare. Se de�nesc muļtimile:
V1 \ V2 = fx 2 X;x 2 V1 şi x 2 V2g- intersecţia a dou¼a subspaţii liniare este subspaţiu liniar;
V1 [ V2 = fx 2 X;x 2 V1 sau x 2 V2g- reuniunea a dou¼a supspaţii liniare nu este, în general, spaţiu

liniar;
V1+V2 = fx 2 X;9v1 2 V1 şi 9v2 2 V2 a.î. x = v1 + v2g- suma a dou¼a subspaţii liniare este subspa̧tiu

liniar;
V1�V2 se de�neşte ca muļtimea V1+V2 cu proprietatea V1\V2 = f�Xg- suma direct¼a a dou¼a subspa̧tii

liniare este un subspaţiu liniar; descompunerea x = v1 + v2 este unic¼a.
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Exerci̧tiul 3: S¼a se precizeze care dintre urm¼atoarele submuļtimi ale Rn sunt subspaţii liniare ale (Rn;+; �;R)
standard:
a) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1 = 0Rg ;
b) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1 = 1Rg ;
c) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1 = x2g ;
d) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1x2 = 0Rg ;
e) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1 + :::xn = 0Rg ;
f) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1 = 0R; x2 = 0Rg ;
g) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1 � x2g :
Rezolvare. a) V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1 = 0Rg
K = R-muļtimea scalarilor; X = Rn�muļtimea vectorilor (n�uple);
+; � sunt cele de la exemple de spaţii standard.
V � X ca submuļtime.
Se veri�c¼a axiomele:

(i) 8 (x;y) 2 V2 : x+ y 2 V:
Fie 8 (x;y) 2 V2 ) [x = (x1; :::; xn) ; x1 = 0R şi y = (y1; :::; yn) ; y1 = 0R]

def. + n�uplelor)
[x+ y = (x1 + y1; :::; xn + yn) ; x1 + y1 = 0R + 0R = 0R]) x+ y 2V:

(ii) 8 (�;x) 2 R� V : � � x 2 V:
Fie 8 (�;x) 2 R� V) [� 2 R şi x = (x1; :::; xn) ; x1 = 0R]

def. � cu scalari a n�uplelor)
[�x = (�x1; :::; �xn) ; �x1 = �0R = 0R]) �x 2 V:
V e subspaţiu liniar al (Rn;+; �;R) :

b) Nu se veri�c¼a (i) (x1 + y1 = 1R + 1R = 2R 6= 1R)) V nu e subspaţiu liniar al (Rn;+; �;R) :

Exerci̧tiul 4: Fie aij 2 R; i = 1;m; j = 1; n: Fie sistemul liniar omogen

(�)
nP
j=1

aijxj = 0; i = 1;m:

S¼a se arate c¼a muļtimea soluţiilor acestui sistem formeaza un subspaţiu liniar real al spaţiului (Rn;+; �;R)
standard.
Rezolvare.

(�),

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

i = 1 :
nP
j=1

a1jxj = 0

i = 2 :
nP
j=1

a2jxj = 0

:::

i = m :
nP
j=1

amjxj = 0

,

8>><>>:
a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn = 0
:::
am1x1 + am2x2 + :::+ amnxn = 0

Se noteaz¼a
V = fx 2 Rn;x = (x1; :::; xn) ; x1; :::; xn veri�c¼a (�) (m relaţii-ecuaţii între necunoscute)g.
K = R-muļtimea scalarilor; X = Rn�muļtimea vectorilor (n�uple);
+; � sunt cele de la exemple de spaţii standard.
V � X ca submuļtime.
Se veri�c¼a axiomele:

(i) 8 (x;y) 2 V2 : x+ y 2 V:
Fie 8 (x;y) 2 V2 )24x = (x1; :::; xn) ;

8<: a11x1 + :::+ a1nxn = 0
:::
am1x1 + :::+ amnxn = 0:

şi y = (y1; :::; yn) ;

8<: a11y1 + :::+ a1nyn = 0
:::
am1y1 + :::+ amnyn = 0:

35
se adun¼a ecuaţie cu ecuaţie cele dou¼a sisteme,)

se folosesc propriet¼aţi ale adun¼arii şi înmulţirii numerelor reale
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24x+ y = (x1 + y1; :::; xn + yn) ;
8<: a11 (x1 + y1) + :::+ a1n (xn + yn) = 0
:::
am1 (x1 + y1) + :::+ amn (xn + yn) = 0:

35
) x+ y 2 V:

(ii) 8 (�;x) 2 R� V : � � x 2 V:
Fie 8 (�;x) 2 R� V)24� 2 R şi x = (x1; :::; xn) ;

8<: a11x1 + :::+ a1nxn = 0
:::
am1x1 + :::+ amnxn = 0:

35
se adun¼a înmulţeşte �ecare ecuaţie cu scalarul nenul, se veri�c¼a şi pentru cel nul,)

se folosesc propriet¼aţi ale adun¼arii şi înmulţirii numerelor reale24�x = (�x1; :::; �xn) ;
8<: a11 (�x1) + :::+ a1n (�xn) = 0
:::
am1 (�x1) + :::+ amn (�xn) = 0:

35
) �x 2 V:

Observaţie. La examen, se poate p¼astra acelaşi enunţ pentru sisteme particulare, ca de exemplu:8<: x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 0
3x1 + 2x2 + x3 � x4 = 0
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0

(un sistem omogen cu m = 3 ecuaţii liniare şi n = 4 necunoscute), iar rezolvarea exerci̧tiului poate � ca
anterior, f¼ar¼a a explicita soluţiile sistemului.

Se noteaz¼a V =

8<:x 2 R4;x = (x1; :::; x4) veri�c¼a (�)
8<: x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 0
3x1 + 2x2 + x3 � x4 = 0
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0

9=;.
K = R-muļtimea scalarilor; X = R4�muļtimea vectorilor (n�uple);
+; � sunt cele de la exemple de spaţii standard.
V � X ca submuļtime.
Se veri�c¼a axiomele:

(i) 8 (x;y) 2 V2 : x+ y 2 V:
Fie 8 (x;y) 2 V2 )24x = (x1; :::; x4) ;

8<: x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 0
3x1 + 2x2 + x3 � x4 = 0
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0

şi y = (y1; :::; y4) ;

8<: y1 + 2y2 + 3y3 � y4 = 0
3y1 + 2y2 + y3 � y4 = 0
2y1 + 3y2 + y3 + y4 = 0

35
se adun¼a ecuaţie cu ecuaţie cele dou¼a sisteme,)

se folosesc propriet¼aţi ale adun¼arii şi înmulţirii numerelor reale24x+ y = (x1 + y1; :::; x4 + y4) ;
8<: (x1 + y1) + 2 (x2 + y2) + 3 (x3 + y3)� (x4 + y4) = 0
3 (x1 + y1) + 2 (x2 + y2) + (x3 + y3)� (x4 + y4) = 0
2 (x1 + y1) + 3 (x2 + y2) + (x3 + y3) + (x4 + y4) = 0

35
) x+ y 2 V:

(ii) 8 (�;x) 2 R� V : � � x 2 V:
Fie 8 (�;x) 2 R� V)24� 2 R şi x = (x1; :::; x4) ;

8<: x1 + 2x2 + 3x3 � x4 = 0
3x1 + 2x2 + x3 � x4 = 0
2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0

35
se adun¼a înmulţeşte �ecare ecuaţie cu scalarul nenul, se veri�c¼a şi pentru cel nul,)

se folosesc propriet¼aţi ale adun¼arii şi înmulţirii numerelor reale24�x = (�x1; :::; �x4) ;
8<: (�x1) + 2 (�x2) + 3 (�x3)� (�x4) = 0
3 (�x1) + 2 (�x2) + (�x3)� (�x4) = 0
2 (�x1) + 3 (�x2) + (�x3) + (�x4) = 0

35
) �x 2 V:

Exerci̧tiul 5: Fie K un corp comutativ de caracteristic¼a diferit¼a de doi (K poate � considerat R sau C).
Se noteaz¼a cu Ms

n (K) muļtimea matricelor p¼atratice simetrice cu elemente din K şicu Ma
n (K) muļtimea
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matricelor p¼atratice antisimetrice cu elemente din K. S¼a se arate c¼a ele sunt subspaţii liniare ale lui
(Mn (K) ;+; �;K) şi c¼a orice matrice p¼atratic¼a se poate descompune în mod unic ca suma dintre dou¼a
matrice, una simetric¼a şi una antisimetric¼a, adic¼a
Mn (K) =Ms

n (K) +Ma
n (K), iar descompunerea este unic¼a.

(sauMn (K) =Ms
n (K)�Ma

n (K)-sum¼a direct¼a)
Rezolvare. Fie
Ms

n (K) =
�
A 2Mn (K) ;AT = A

	
=

=

(
A 2Mn (K) ;A = (aij)i=1;m

j=1;n

; aji = aij ;8i = 1; n; j = 1; n
)
;

Ma
n (K) =

�
A 2Mn (K) ;AT = �A

	
=

=

(
A 2Mn (K) ;A = (aij)i=1;m

j=1;n

; aji = �aij ;8i = 1; n; j = 1; n
)
:

�Se arat¼a c¼aMs
n (K) este subspaţiu liniar al lui (Mn (K) ;+; �;K). Se veri�c¼a axiomele:

(i) 8 (A;B) 2 (Ms
n (K))

2
: A+B 2Ms

n (K) :
Fie 8 (A;B) 2 (Ms

n (K))
2 ) [AT = A şi BT = B] ) [(A+B)

T
= AT + BT = A + B] ) A + B 2

Ms
n (K) :

(ii) 8 (�;x) 2 K�Ms
n (K) : � �A 2Ms

n (K) :
Fie 8 (�;x) 2 K�Ms

n (K)) [� 2 K şi AT = A]) [(�A)
T
= �AT = �A]

) �A 2Ms
n (K) :

�Se arat¼a c¼aMa
n (K) este subspaţiu liniar al lui (Mn (K) ;+; �;K). Se veri�c¼a axiomele:

(i) 8 (A;B) 2 (Ma
n (K))

2
: A+B 2Ma

n (K) :
Fie 8 (A;B) 2 (Ma

n (K))
2 ) [AT = �A şi BT = �B]) [(A+B)

T
= AT +BT = � (A+B)]

) A+B 2Ma
n (K) :

(ii) 8 (�;x) 2 K�Ma
n (K) : � �A 2Ma

n (K) :
Fie 8 (�;x) 2 K�Ma

n (K)) [� 2 K şi AT = �A]) [(�A)
T
= �AT = � (�A)]

) �A 2Ma
n (K) :

�Fie A 2Mn (K). Se caut¼a o matrice As 2Ms
n (K) şi o matrice Aa 2Ma

n (K) astfel încât A = As +Aa.
Cum

A = As +AajT ) AT = As �Aa

se obţine
As = (2K)

�1 �
A+AT

�
şi Aa = (2K)

�1 �
A�AT

�
.

Se observ¼a c¼a pentru A 2Mn (K),
As = (2K)

�1 �
A+AT

�
2Ms

n (K) (deoarece AT
s = As) şi

Aa = (2K)
�1 �

A�AT
�
2Ma

n (K) (deoarece AT
a = �Aa).

Mai mult, descompunerea este unic¼a. În adevar, �e fAs 2 Ms
n (K) şi fAa 2 Ma

n (K) astfel încât A =fAs + fAa. Urmând acelaşi procedeu ca în paragraful anterior, se obţinefAs = (2K)
�1 �

A+AT
�
= As şi fAa = (2K)

�1 �
A�AT

�
= Aa.

Se poate demonstra unicitatea şi din a�rmaţia c¼a unica matrice simultan simetric¼a şi antisimetric¼a este
matricea nul¼a. Adic¼a
Mn (K) =Ms

n (K)�Ma
n (K)-este sum¼a direct¼a, deoarece

Mn (K) =Ms
n (K) +Ma

n (K) şiMs
n (K) \Ma

n (K) =
�
�Mn(K)

	
Observaţie. La examen, poate ap¼area un exerci̧tiu de tipul

Fie V1 =
�
A 2M2�3 (R) ;A =

�
a b c
0 0 0

�
; a; b; c 2 R

�
şi

V2 =
�
B 2M2�3 (R) ;B =

�
0 0 0
p q r

�
; p; q; r 2 R

�
.

a) S¼a se arate c¼a V1 şi V2 sunt subspaţii liniare ale luiM2�3 (R).
b) S¼a se arate c¼aM2�3 (R) = V1 + V2 şi c¼a descompunerea este unic¼a.
(sauM2�3 (R) = V1 � V2):
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Rezolvare. V1 =
�
A 2M2�3 (R) ;A =

�
a b c
0 0 0

�
; a; b; c 2 R

�
K = R-muļtimea scalarilor; X =M2�3 (R)�muļtimea vectorilor (matrice);
+; � sunt cele de la exemple de spaţii standard.
V1 � X ca submuļtime.
Se veri�c¼a axiomele:

(i) 8 (A1;A2) 2 V21 : A1 +A2 2 V1:

Fie 8 (A1;A2) 2 V21 )
�
A1 =

�
a1 b1 c1
0 0 0

�
şi A2 =

�
a2 b2 c2
0 0 0

��
def. + matricelor)

A1 +A2 =

�
a1 + a2 b1 + b2 c1 + c2
0 0 0

�
) A1 +A2 2 V1:

(ii) 8 (�;A1) 2 R� V1 : � �A1 2 V1:

Fie 8 (�;A1) 2 R� V1 )
�
� 2 RşiA1 =

�
a1 b1 c1
0 0 0

��
def. � cu scalari a matricelor)

�A1 =

�
�a1 �b1 �c1
0 0 0

�
) �A1 2 V1:

V1 este subspaţiu liniar al (M2�3 (R) ;+; �;R) :
Analog V2 este subspaţiu liniar al (M2�3 (R) ;+; �;R) :

Exerci̧tiul 6. Fie (F ([a; b] ;R) ;+; �;R) spaţiul liniar real al funçtiilor f : [a; b]! R. Care din muļtimile de
mai jos au o structur¼a de subspaţiu liniar al spaţiului dat:
a) muļtimea funçtiilor m¼arginite pe [a; b];
b) muļtimea funçtiilor pozitive pe [a; b];
c) muļtimea funçtiilor cu proprietatea f (a) = 0;
d) muļtimea funçtiilor cu proprietatea f (a) = 1;
e) muļtimea funçtiilor monoton cresc¼atoare pe [a; b];
f) muļtimea funçtiilor monotone pe [a; b];
g) muļtimea funçtiilor continue pe [a; b].
Rezolvare. a) Se reaminteşte c¼a funçtia f : [a; b]! R este m¼arginit¼a pe [a; b] dac¼a 9M > 0 astfel încât

jf (x)j �M;8x 2 [a; b].
Se noteaz¼a V = ff 2 F ([a; b] ;R) ; f e m¼arginit¼a pe [a; b]g :
Ar¼at¼am ca V este subspaţiu liniar al lui (F ([a; b] ;R) ;+; �;R). Se veri�c¼a axiomele:
(i) 8 (f ;g) 2 V2 : f + g 2 V:
Fie 8 (f ;g) 2 V2 )
[9M1 > 0 astfel încât jf (x)j �M1;8x 2 [a; b] şi 9M2 > 0 astfel încât jg (x)j �M2;8x 2 [a; b]])
[9M =M1 +M2 > 0 astfel încât

j(f + g) (x)j = jf (x) + g (x)j � jf (x)j+ jg (x)j �M1 +M2 =M;8x 2 [a; b]]) f + g 2 V:
(ii) 8 (�; f) 2 R� V : � � f 2 V:
Fie 8 (�; f) 2 R� V)
[� 2 R şi 9M > 0 astfel încât jf (x)j �M1;8x 2 [a; b]])
[� 2 Rşi 9M 0 = j�jM > 0 astfel încât

j(�f) (x)j = j� � f (x)j = j�j jf (x)j � j�jM;8x 2 [a; b]]) �f 2 V:

2:3: Dependenţ¼a şi independenţ¼a liniar¼a pentru un sistem de vectori

De�ni̧tie: Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar şi S = (v1; :::;vn) � X (notaţie: () = fg+ordine) un
sistem de vectori din X:
a) S se numeşte sistem de vectori liniar dependent (v1; :::;vn sunt vectori liniar dependenţi) dac¼a 9 (�1; :::; �n) 2
Kn n f�Kng astfel încât
�1v1 + :::+ �nvn = �X-relaţie de dependenţ¼a liniar¼a.

b) S se numeşte sistem de vectori liniar independent (v1; :::;vn sunt vectori liniar independenţi) dac¼a
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�1v1 + :::+ �nvn = �X ) (�1; :::; �n) = �Kn ca şi unic¼a soluţie.
Teorem¼a. Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar şi S = (v1; :::;vn) � X un sistem de vectori din X: Condi̧tia
necesar¼a şi su�cient¼a ca S s¼a �e liniar dependent este ca cel puţin unul din vectori s¼a se poat¼a exprima ca o
combinaţie liniar¼a de ceilaļti vectori.

Exerci̧tiul 7: S¼a se studieze dependenţa sau independenţa liniar¼a pentru sistemele de vectori din spaţiile
liniare speci�cate:
a) ((2; 3;�1) ; (0;�2; 1) ; (�1;�1;�1)) în

�
R3;+; �;R

�
;

Rezolvare. X = R3-muļtimea vectorilor; K = R-muļtimea scalarilor.
S = (v1 = (2; 3;�1) ;v2 = (0;�2; 1) ;v3 = (�1;�1;�1))-sistemul de vectori pentru care se studiaz¼a liniar

dependenţa/ independenţa.
Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 (num¼arul de scalari � = num¼arul de vector din S, indiferent din ce spaţiu sunt
vectorii) astfel încât
�1v1 + �2v2 + �3v3 = �X=R3 ,

�1 (2; 3;�1) + �2 (0;�2; 1) + �3 (�1;�1;�1) = (0; 0; 0),
(2�1; 3�1;�1�1) + (0�2;�2�2; 1�2) + (�1�3;�1�3;�1�3) = (0; 0; 0),
(2�1 + 0�2 � �3; 3�1 � 2�2 � �3;��1 + �2 � �3) = (0; 0; 0),8<: 2�1 + 0�2 � �3 = 0
3�1 � 2�2 � �3 = 0
��1 + �2 � �3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 3 ecuaţii (cât este dimensiunea lui X) cu n = 3
necunoscute, �1; �2; �3(câţi vectori conţine S), care admite m¼acar soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Se
studiaz¼a dac¼a admite şi alte soluţii.
modul 1: (liceu) Se calculeaz¼a:

detA =

������
2 0 �1
3 �2 �1
�1 1 �1

������ = 5 6= 0) sistemul este compatibil unic determinat (sistem Cramer, m = n =

r) şi admite soluţia nul¼a (�1; �2; �3) =
�
�1

detA = 0;
�2

detA = 0;
�3

detA = 0
�
drept unic¼a soluţie

) v1;v2;v3 sunt vectori liniar independenţi.

modul 2: (Gauss)

0@ j2j 0 �1
3 �2 �1
�1 1 �1

������
0
0
0

1A pas1�
l1

�3l1 + 2l2
l1 + 2l3

0@ 2 0 �1
0 j�4j 1

0 2 �3

������
0
0
0

1A pas2�
l1
l2

l2 + 2l3

0@ 2 0 �1
0 �4 1
0 0 �5

������
0
0
0

1A

)

8<: 2�1 + 0�2 � �3 = 0
�4�2 + �3 = 0

��3 = 0
sistemul este compatibil unic determinat şi admite soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0) drept unic¼a soluţie
) v1;v2;v3 sunt vectori liniar independenţi.

b) ((2; 1; 3; 1) ; (1; 2; 0; 1) ; (�1; 1;�3; 0)) în
�
R4;+; �;R

�
;

Rezolvare. X = R4�muļtimea vectorilor; K = R�muļtimea scalarilor;
S = (v1 = (2; 1; 3; 1) ;v2 = (1; 2; 0; 1) ;v3 = (�1; 1;�3; 0))�sistemul de vectori pentru care se studiaz¼a

dependenţa/ independenţa.
Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1v1 + �2v2 + �3v3 = �R4 ,

�1 (2; 1; 3; 1) + �2 (1; 2; 0; 1) + �3 (�1; 1;�3; 0) = (0; 0; 0; 0),
(2�1; 1�1; 3�1; 1�1) + (1�2; 2�2; 0�2; 1�2) + (�1�3; 1�3;�3�3; 0�3) = (0; 0; 0; 0),
(2�1 + �2 � �3; �1 + 2�2 + �3; 3�1 + 0�2 � 3�3; �1 + �2 + 0�3) = (0; 0; 0; 0),8>><>>:
2�1 + �2 � �3 = 0
�1 + 2�2 + �3 = 0
3�1 + 0�2 � 3�3 = 0
�1 + �2 + 0�3 = 0



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a 11

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 4 ecuaţii (cât este dimensiunea lui X) cu n = 3 necunos-
cute �1; �2; �3 (câţi vectori sunt în S), care admite m¼acar soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Se studiaz¼a
dac¼a admite şi alte soluţii.

modul 2: (Gauss)

0BB@
j2j 1 �1
1 2 1
3 0 �3
1 1 0

��������
0
0
0
0

1CCA pas1�
l1

�l1 + 2l2
�3l1 + 2l3
�l1 + 2l4

0BB@
2 1 �1
0 j3j 3

0 �3 �3
0 1 1

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2

l2 + l3
�l2 + 3l4

0BB@
2 1 �1
0 3 3
0 0 0
0 0 0

��������
0
0
0
0

1CCA

) rangA = 2 < 3 =nr. necunoscutelor) sistemul este compatibil simplu (n � r = 3 � 2 = 1�gradul de
nedeterminare) nedeterminat şi admite şi alte soluţii decât soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0) ) v1;v2;v3
sunt vectori liniar dependenţi.
Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obţine şi o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a între vectori.�
2�1 + �2 � �3 = 0

3�2 + 3�3 = 0
" ;� =

���� 2 1
0 3

���� = 2 � 3 = 6 6= 0 )se aleg drept necunoscute principale pe cele
corespunz¼atoare coloanelor determinantului �1; �2 şi se alege �3 necunoscut¼a secundar¼a)8<: �1 = �

�2 = ��
�3 = � 2 R

) (�1; �2; �3) = (�;��; �) ; � 2 R-o in�nitate de soluţii.
Sunt o in�nitate simpl¼a de relaţii de dependenţ¼a liniar¼a între v1;v2;v3,
�v1 � �v2 + �v3 = �R4 ; � 2 R.

În particular, pentru � = 1, obţinem o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a,
v1 � v2 + v3 = �R4 .

c) Analog
cu a), ((1; 2; 2;�1) ; (4; 9; 9;�4) ; (5; 8; 9;�5)) sunt liniar independenţi în

�
R4;+; �;R

�
;

cu b) ((1;�2; 3) ; (5; 6;�1) ; (3; 2; 1)) sunt liniar dependenţi în
�
R3;+; �;R

�
;

d)
�
8� t+ 7t2; 2� t+ 3t2; 1 + t� t2

�
in (R2 [t] ;+; �;R);

Rezolvare. X = R2 [t]-muļtimea vectorilor (polinoame de grad cel mult 2 în nedeterminata t; având
coe�cienţi din R); K = R-muļtimea scalarilor;
S =

�
v1 = 8� t+ 7t2;v2 = 2� t+ 3t2;v3 = 1 + t� t2

�
.

Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1v1 + �2v2 + �3v3 = �R2[t] ,

�1
�
8� t+ 7t2

�
+ �2

�
2� t+ 3t2

�
+ �3

�
1 + t� t2

�
= �R2[t];8t,�

8�1 � �1t+ 7�1t2
�
+
�
2�2 � �2t+ 3�2t2

�
+
�
1�3 + �3t� �3t2

�
= �R2[t];8t,

(8�1 + 2�2 + �3) + (��1 � �2 + �3) t+ (7�1 + 3�2 � �3) t2 = 0 � 1 + 0 � t+ 0 � t2;8t,8<: t0 :
t1 :
t2 :

8�1 + 2�2 + �3 = 0
��1 � �2 + �3 = 0
7�1 + 3�2 � �3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 3 ecuaţii (cât este dimensiunea lui R2 [t]) cu n = 3
necunoscute �1; �2; �3 (câţi vectori sunt în S), care admite m¼acar soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Se
studiaz¼a dac¼a admite şi alte soluţii.
modul 1: (liceu) Se calculeaz¼a

detA =

������
8 2 1
�1 �1 1
7 3 �1

������ = 0. Se observ¼a c¼a
���� 8 2
�1 �1

���� = �6 6= 0 ) sistemul este compatibil simplu

nedeterminat (n � r = 3 � 2 = 1-gradul de nedeterminare) şi admite şi alte soluţii decât soluţia nul¼a
(�1; �2; �3) = (0; 0; 0)
) v1;v2;v3 sunt vectori liniar dependenţi.
Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obţine şi o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a între vectori. Se

alege �3 = 2� 2 R drept necunoscut¼a secundar¼a)
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�
8�1 + 2�2 = �2�
��1 � �2 = �2�

)

8<: �1 = ��
�2 = 3�
�3 = 2� 2 R

) (�1; �2; �3) = (��; 3�; 2�) ; � 2 R.
Sunt o in�nitate simpl¼a de relaţii de dependenţ¼a liniar¼a între v1;v2;v3,
��v1 + 3�v2 + 2�v3 = �R2[t]; � 2 R.

În particular, pentru � = �1, se obţine o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a,
v1 � 3v2 � 2v3 = �R2[t].

modul 2: (Gauss)

0@ j8j 2 1

�1 �1 1
7 3 �1

������
0
0
0

1A pas1�
l1

l1 + 8l2
�7l1 + 8l3

0@ 8 2 1

0 j�6j 9

0 10 �15

������
0
0
0

1A pas2�
l1
l2

5l2 + 3l3

0@ 8 2 1
0 �6 9
0 0 0

������
0
0
0

1A

) rangA = 2 < 3 ) sistemul este compatibil simplu nedeterminat şi admite şi alte soluţii decât soluţia
nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0)
) v1;v2;v3 sunt vectori liniar dependenţi.
Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obţine şi o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a între vectori.�
8�1 + 2�2 + �3 = 0
�6�2 + 9�3 = 0

" )

8<: �1 = ��
�2 = 3�
�3 = 2� 2 R

) (�1; �2; �3) = (��; 3�; 2�) ; � 2 R.
Sunt o in�nitate simpl¼a de relaţii de dependenţ¼a liniar¼a între v1;v2;v3,
��v1 + 3�v2 + 2�v3 = �R2[t]; � 2 R.

În particular, pentru � = �1, se poate o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a,
v1 � 3v2 � 2v3 = �R2[t].

e)
�
A1 =

�
2 �2
4 �6

�
;A2 =

�
1 �4
5 3

�
;A3 =

�
0 �4
4 8

��
în (M2 (R) ;+; �;R);

Rezolvare. X =M2 (R)-muļtimea vectorilor; K = R-muļtimea scalarilor.
Fie S = (A1;A2;A3).
Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1A1 + �2A2 + �3A3 = �M2(R) ,

�1

�
2 �2
4 �6

�
+ �2

�
1 �4
5 3

�
+ �3

�
0 �4
4 8

�
= �M2(R) ,�

2�1 �2�1
4�1 �6�1

�
+

�
1�2 �4�2
5�2 3�2

�
+

�
0�3 �4�3
4�3 8�3

�
=

�
0 0
0 0

�
,�

2�1 + �2 + 0�3 �2�1 � 4�2 � 4�3
4�1 + 5�2 + 4�3 �6�1 + 3�2 + 8�3

�
=

�
0 0
0 0

�
,8>><>>:

2�1 + �2 + 0�3 = 0
�2�1 � 4�2 � 4�3 = 0
4�1 + 5�2 + 4�3 = 0
�6�1 + 3�2 + 8�3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 4 ecuaţii (cât este dimensiunea lui M2 (R)) cu n = 3
necunoscute �1; �2; �3 (câţi vectori sunt în S), care admite m¼acar soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Se
studiaz¼a dac¼a admite şi alte soluţii.

modul 2: (Gauss)

0BB@
j2j 1 0

�2 �4 �4
4 5 4
�6 3 8

��������
0
0
0
0

1CCA pas1�
l1

l2 + l1
l3 � 2l1
l4 + 3l1

0BB@
2 1 0

0 j�3j �4
0 3 4
0 6 8

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2

l3 + l2
l4 + 2l2

0BB@
2 1 0
0 �3 �4
0 0 0
0 0 0

��������
0
0
0
0

1CCA

) rangA = 2 < 3 ) sistemul este compatibil simplu nedeterminat şi admite şi alte soluţii decât soluţia
nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0)
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) v1;v2;v3 sunt vectori liniar dependenţi.
Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obţine şi o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a între vectori.�
2�1 + �2 + 0�3 = 0
�3�2 � 4�3 = 0

" )

8<: �1 = 2�
�2 = �4�
�3 = 3� 2 R

) (�1; �2; �3) = (2�;�4�; 3�) ; � 2 R.
Sunt o in�nitate simpl¼a de relaţii de dependenţ¼a liniar¼a între A1;A2;A3,
2�A1 � 4�A2 + 3�A3 = �M2(R); � 2 R.

În particular, pentru � = 1, se obţine o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a,
2A1 � 4A2 + 3A3 = �M2(R).

f) Analog cu a), f : R! R; f (x) = sinx; g : R! R; g (x) = cosx;h : R! R; h (x) = x sinx
(f; g; h) este sistem liniar independent în (F (R;R) ;+; �;R) :

g) Analog cu b), f : R! R; f (x) = sin2 x; g : R! R; g (x) = cos2 x;h : R! R; h (x) = cos 2x
(f; g; h) este sistem liniar dependent în (F (R;R) ;+; �;R) :(cos 2x = cos2 x� sin2 x).

Exerci̧tiul 8: Se consider¼a vectorii v1 =
�
3 +

p
2; 1 +

p
2
�
2 R2, v2 =

�
7; 1 + 2

p
2
�
2 R2. S¼a se arate c¼a v1

si v2 sunt liniar dependenţi dac¼a se consider¼a R2 spaţiu liniar peste corpul comutativ R şi liniar independenţi
dac¼a se consider¼a R2 spaţiu liniar peste corpul comutativ Q.
Rezolvare. Fie S =

�
v1 =

�
3 +

p
2; 1 +

p
2
�
;v2 =

�
7; 1 + 2

p
2
��
.

�Se studiaz¼a dac¼a S este sistem liniar dependend de vectori în
�
X = R2;+; �;K = R

�
. Se caut¼a (�1; �2) 2 R2

astfel încât
�1v1 + �2v2 = �R2 ,

�1
�
3 +

p
2; 1 +

p
2
�
+ �2

�
7; 1 + 2

p
2
�
= (0; 0),��

3 +
p
2
�
�1 + 7�2;

�
1 +

p
2
�
�1 +

�
1 + 2

p
2
�
�2
�
= (0; 0; 0),� �

3 +
p
2
�
�1 + 7�2 = 0�

1 +
p
2
�
�1 +

�
1 + 2

p
2
�
�2 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen în necunoscutele �1; �2, care admite m¼acar soluţia nul¼a (�1; �2) =
(0; 0). Se studiaz¼a dac¼a admite şi alte soluţii.

modul 1: se calculeaz¼a detA =

���� 3 +p2 7

1 +
p
2 1 + 2

p
2

���� = 0 ) sistemul este compatibil simplu nedeterminat şi

admite şi alte soluţii decât soluţia nul¼a (�1; �2) = (0; 0)
) v1;v2 sunt vectori liniar dependenţi în

�
R2;+; �;R

�
.

modul 2: greoi;
Indiferent de mod, se va rezolva sistemul, pentru a obţine o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a.�
�1 = � 7

3+
p
2
�

�2 = � 2 R.
S-a g¼asit (�1; �2) =

�
� 7
3+
p
2
�; �

�
2 R2 asfel încât

� 7
3+
p
2
�v1 + �v2 = �R2 ; � 2 R.

În particular, pentru � = 1, se obţine o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a,
� 7
3+
p
2
v1 + v2 = �R2 ; � 2 R.

�Se studiaz¼a dac¼a S este sistem liniar independent de vectori în
�
R2;+; �;Q

�
. Se caut¼a (�1; �2) 2 Q2 astfel

încât
�1v1 + �2v2 = �R2 :

Se g¼aseşte
�
�1 = � 7

3+
p
2
�

�2 = �.
Se observ¼a c¼a 8�2 = � 2 Q� ) �1 =2 Q. Atunci (�1; �2) = (0; 0) este

unica soluţie a sistemului în Q2 ) sistemul este compatibil unic determinat în Q2 şi admite soluţia nul¼a
(�1; �2) = (0; 0) drept unic¼a soluţie ) v1;v2 sunt vectori liniar independenţi în

�
R2;+; �;Q

�
.

Exerci̧tiul 9: Se dau vectorii liniar independenţi (u;v;w) în spaţiul liniar X peste corpul comuativ R şi se
cere:
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a) s¼a se arate c¼a vectorii u+ v; v +w; u+w sunt liniar independenţi;
Rezolvare. Fie S = (u+ v;v +w;u+w). Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1 (u+ v) + �2 (v +w) + �3 (u+w) = �X ,

(�1 + 0�2 + �3)u+ (�1 + �2 + 0�3)v + (0�1 + �2 + �3)w = �X

(u;v;w) sunt liniar independenţi,
în (X;+;�;R)

8<: �1 + 0�2 + �3 = 0
�1 + �2 + 0�3 = 0
0�1 + �2 + �3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen în necunoscutele �1; �2; �3, care admite m¼acar soluţia nul¼a
(�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Se studiaz¼a dac¼a admite şi alte soluţii.

modul 1: se calculeaz¼a detA =

������
1 0 1
1 1 0
0 1 1

������ = 2 6= 0 ) sistemul este compatibil unic determinat şi admite

soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0) drept unic¼a soluţie
) u+ v;v +w;u+w sunt vectori liniar independenţi.

modul 2:

0@ j1j 0 1

1 1 0
0 1 1

������
0
0
0

1A pas1�
l1

�l1 + l2
l3

0@ 1 0 1

0 j1j �1
0 1 1

������
0
0
0

1A pas2�
l1
l2

�l2 + l3

0@ 1 0 1
0 2 �1
0 0 �2

������
0
0
0

1A

) sistemul este compatibil unic determinat şi admite soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0) drept unic¼a soluţie
) v1;v2;v3 sunt vectori liniar independenţi.

b) s¼a se arate c¼a vectorii u+ v � 3w; u+ 3v �w; v +w sunt liniar dependenţi;
Rezolvare. Fie S = (u+ v � 3w;u+ 3v �w;v +w). Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1 (u+ v � 3w) + �2 (u+ 3v �w) + �3 (v +w) = �X ,

(�1 + �2 + 0�3)u+ (�1 + 3�2 + �3)v + (�3�1 � �2 + �3)w = �X
(u;v;w) sunt liniar independenţi,

în (X;+;�;R)

8<: �1 + �2 + 0�3 = 0
�1 + 3�2 + �3 = 0
�3�1 � �2 + �3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen în necunoscutele �1; �2; �3, care admite m¼acar soluţia nul¼a
(�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Se studiaz¼a dac¼a admite şi alte soluţii.

modul 1: Calcul¼am detA =

������
1 1 0
1 3 1
�3 �1 1

������ = 0. Se observ¼a c¼a
���� 1 1
1 3

���� = 2 6= 0) sistemul este compatibil

simplu nedeterminat şi admite şi alte soluţii decât soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0) ) v1;v2;v3 sunt
vectori liniar dependenţi.

modul 2:

0@ j1j 1 0

1 3 1
�3 �1 1

������
0
0
0

1A pas1�
l1

�l1 + l2
3l1 + l3

0@ 1 1 0

0 j2j 1

0 2 1

������
0
0
0

1A pas2�
l1
l2

�l2 + l3

0@ 1 1 0
0 2 1
0 0 0

������
0
0
0

1A

) rangA = 2 < 3 ) sistemul este compatibil simplu nedeterminat şi admite şi alte soluţii decât soluţia
nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0)
) v1;v2;v3 sunt vectori liniar dependenţi.
Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obţine şi o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a între vectori.�
�1 + �2 + 0�3 = 0

2�2 + �3 = 0
)

8<: �1 = �
�2 = ��
�3 = 2� 2 R

) (�1; �2; �3) = (�;��; 2�) ; � 2 R.
Sunt o in�nitate simpl¼a de relaţii de dependenţ¼a liniar¼a între v1;v2;v3,
� (u+ v � 3w)� � (u+ 3v �w) + 2� (v +w) = �X; � 2 R.

În particular, pentru � = 1, se obţine o relaţie de dependenţ¼a liniar¼a,
(u+ v � 3w)� (u+ 3v �w) + 2 (v +w) = �X.
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2:4: Sisteme de generatori într-un spa̧tiu liniar (vectorial)

De�ni̧tie. Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar şi S = (v1; :::;vn) � X (notaţie: () = fg+ordine) un
sistem de vectori din X:
a) Un vector v 2 X este combinaţie liniar¼a a sistemului de vectori S dac¼a
9 (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. v = �1v1 + :::+ �nvn:

b) Se numeşte subspaţiu liniar generat de sistemul de vectori S muļtimea
[S] = fv 2 X;9 (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. v = �1v1 + :::+ �nvng - este subspaţiu liniar în (X;+; �;K) :

c) Sistemul de vectori S se numeşte sistem de generatori pentru X sau S genereaz¼a pe X dac¼a
[S] = X, adic¼a 8v 2 X;9 (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. v = �1v1 + :::+ �nvn:

d) Un K-spaţiu liniar X se numeşte �nit generat dac¼a pentru X exist¼a un sistem �nit de generatori.
Observa̧tie. În (F (R;R) ;+; �;R) ; care este R-spaţiu liniar (vectorial) standard al funçtiilor f : R ! R se
consider¼a sistemul de funçtii:
S =

�
f1;2;3 : R! R; f1 (t) = 1; f2 (t) = t; f3 (t) = t2

	
:

Orice funçtie polinomial¼a de grad mai mic sau egal cu 2 poate � scris¼a ca o combinaţie liniar¼a de funçtii
din S; adic¼a p : R! R;p (t) = a01 + a1t+ a2t2:
Dar funçtia exponenţial¼a f : R! R; f (t) = et nu poate � scris¼a ca o combinaţie liniar¼a de funçtii din S:

Observa̧tie. În
�
R2;+; �;R

�
sistemul de vectori S = (v1 = (1; 1) ;v2 = (2; 2)) genereaz¼a dreapta

[S] =
�
(x; y) 2 R2; y = x

	
:

4 2 2 4

4

2

2

4

x

y

Observa̧tie. a) Fie A 2Mm�n (R) ; A =

0BB@
a11 a12 ::: a1n
a21 a22 ::: a2n
::: ::: ::: :::
am1 am2 ::: amn

1CCA :
Fie L (A) =

�
l1 =

�
a11 a12 ::: a1n

�
; :::; lm =

�
am1 am2 ::: amn

��
submuļtimea dinM1�n (R) :

Se poate demonstra c¼a subspaţiul liniilor matricei A, adic¼a cel generat de vectorii linii, este subspaţiu liniar
în (M1�n (R) ;+; �;R) :

Fie C (A) =

0BB@c1 =
0BB@

a11
a21
:::
am1

1CCA ; :::; cn =
0BB@

a1n
a2n
:::
amn

1CCA
1CCA submuļtimea din Mm�1 (R) : Se poate demon-

stra c¼a subspaţiul coloanelor matricei A, adic¼a cel generat de vectorii coloan¼a, este subspaţiu liniar în
(Mm�1 (R) ;+; �;R) :

De exemplu, �e A 2M3�5 (R) ; A =

0@ 1 2 1 1 5
�2 �4 0 4 �2
1 2 2 4 9

1A :
L (A) =

�
l1 =

�
1 2 1 1 5

�
; l2 =

�
�2 �4 0 4 �2

�
; l3 =

�
1 2 2 4 9

��
:

[L (A)] =
�
v 2 R5;v = �1l1 + �2l2 + �3l3

	
este subspaţiu liniar în (M1�5 (R) ;+; �;R) :
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C (A) =

0@c1 =
0@ 1
�2
1

1A ; c2 =
0@ 2
�4
2

1A ; c3 =
0@ 1
0
2

1A ; c4 =
0@ 1
4
4

1A ; c5 =
0@ 5
�2
9

1A1A
[C (A)] = fv 2 R3;v = �1c1 + �2c2 + �3c3 + �4c4 + �5c5g este subspaţiu liniar în (M3�1 (R) ;+; �;R) :
b) Fie A 2Mm�n (R) ;b 2Mm�1 (R) : Sistemul AX = b este compatibil dac¼a şi numai dac¼a b apaŗtine

spaţiului generat de coloanele matricei A, b 2 [C (A)] :

Exerci̧tiul 10: a) Fie spaţiul liniar (R3 [t] ;+; �;R). S¼a se determine care dintre polinoamele t2; t� 1; 2t2� 1
apaŗtin subspaţiului liniar generat de

�
t3 � t+ 1; 3t2 + 2t; t3

�
. (enunţ echivalent: S¼a se determine care dintre

polinoamele t2; t� 1; 2t2 � 1 se pot scrie drept combinaţii liniare de vectorii t3 � t+ 1; 3t2 + 2t; t3:)
b) Fie spaţiul liniar

�
R3;+; �;R

�
: S¼a se studieze dac¼a vectorul (1; 2;�3) este în spaţiul generat de vectorii

(1; 2; 3) ; (0;�1; 3) ; (0; 0; 6) :
Rezolvare. a) X = R3 [t]-muļtimea vectorilor; K = R-muļtimea scalarilor;
S =

�
v1 = t

3 � t+ 1;v2 = 3t2 + 2t;v3 = t3
�
.

[S] =
�
v 2 R3 [t] ;9 (�1; �2; �3) 2 R3 a.î. v = �1v1 + �2v2 + �3v3

	
�Se studiaz¼a dac¼a u1 = t2 2 [S]. Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1v1 + �2v2 + �3v3 = u1 ,

�1
�
t3 � t+ 1

�
+ �2

�
3t2 + 2t

�
+ �3

�
t3
�
= t2 ,

�1 + (��1 + 2�2) t+ 3�2t2 + (�1 + �3) t3 = t2 ,8>><>>:
�1 = 0
��1 + 2�2 = 0

3�2 = 1
�1 + �3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3. Se observ¼a c¼a este incompatibil)
u1 = t

2 =2 [S], adic¼a u1 = t2 nu se poate scrie drept combinaţie liniar¼a de polinoamele v1 = t3 � t+ 1;v2 =
3t2 + 2t;v3 = t

3:
�Se studiaz¼a dac¼a u2 = t� 1 2 [S]. Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1v1 + �2v2 + �3v3 = u2 ,

�1
�
t3 � t+ 1

�
+ �2

�
3t2 + 2t

�
+ �3

�
t3
�
= t� 1;8t,

�1 + (��1 + 2�2) t+ 3�2t2 + (�1 + �3) t3 = t� 1;8t,8>><>>:
�1 = �1
��1 + 2�2 = 1

3�2 = 0
�1 + �3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3. Se observ¼a c¼a (�1; �2; �3) =
(�1; 0; 1) este unica soluţie, adic¼a
u2 = t�1 = �v1+0v2+v3 2 [S], adic¼a u2 = t�1 se poate scrie drept combinaţie liniar¼a de polinoamele

v1 = t
3 � t+ 1;v2 = 3t2 + 2t;v3 = t3:

b) X = R3-muļtimea vectorilor; K = R-muļtimea scalarilor;
S = (v1 = (1; 2; 3) ;v2 = (0;�1; 3) ;v3 = (0; 0; 6)).
[S] =

�
v 2 R3;9 (�1; �2; �3) 2 R3 a.î. v = �1v1 + �2v2 + �3v3

	
�Se studiaz¼a dac¼a u1 = (1; 2;�6) 2 [S]. Se caut¼a (�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât
�1v1 + �2v2 + �3v3 = u1 ,

�1 (1; 2; 3) + �2 (0;�1; 3) + �3 (0; 0; 6) = (1; 2;�3),
�1 + (��1 + 2�2) t+ 3�2t2 + (�1 + �3) t3 = t2 ,8<: �1 + 0�2 + 0�3 = 1
2�1 � �2 + 0�3 = 2
3�1 + 3�2 + 6�3 = �3

# )

8<: �1 = 1
�2 = 0
�3 = �1

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3. Se observ¼a c¼a este compatibil )
u1 = (1; 2;�6) = 1v1 + 0v2 � 1v3 2 [S], adic¼a u1 = (1; 2;�6) se poate scrie drept combinaţie liniar¼a de

vectorii v1;v2;v3:


