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SEMINAR NR. 5, REZOLV¼ARI
Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a

4. SPAŢII LINIARE EUCLIDIENE
4.1. De�ni̧tii. Exemple

De�ni̧tie. Fie (X;+; �;R) un spaţiu liniar real. O funçtie
h�; �i : X� X! R este produs scalar real dac¼a:
(SP1) 8 (u;v;w) 2 X3 : hu+w;vi = hu;vi+ hw;vi ;

precum (u+w) � v = u � v +w � v
(liniaritate în primul argument)
(SP2) 8 (�;u;v) 2 R� X2 : h�u;vi = � hu;vi ;

precum (�u) � v = � (u � v)
(omogeneitate în primul argument)
(SP3) 8 (u;v) 2 X2 : hu;vi = hv;ui ;
(simetrie)
(SP4) 8u 2 X : hu;ui � 0;
(pozitivitate)
(SP5) 8u 2 X : [hu;ui = 0R , u = �X] :
De�ni̧tie. Fie (X;+; �;R) un spaţiu liniar real şi h�; �i : X�X! R un produs scalar real. Perechea
ordonat¼a (X; h�; �i) se numeşte spaţiu liniar euclidian.
Observa̧tie. Spaţiile liniare euclidiene sunt cele pe care se va studia o geometrie a vectorilor
(lungime, unghi) şi o analiz¼a matematic¼a a vectorilor (convergenţ¼a).
Observa̧tie. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian. Atunci�
SP 11

�
8 (u;v;w) 2 X3 : hu;v +wi = hu;vi+ hu;wi ;�

SP 12
�
8 (�;u;v) 2 R� X2 : hu; �vi = � hu;vi ;

(SP6) 8u 2 X : hu;�Xi = h�X;ui = 0R:
Exemple de spa̧tii liniare euclidiene standard :
1. (Rn; h�; �i) este un spaţiu liniar euclidian, unde

h�; �i : Rn � Rn ! R, hx;yi = h(x1; x2; :::; xn) ; (y1; y2; :::; yn)i = x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn
Renot¼am (Mn�1 (R) ;+; �;R) cu (Rn;+; �;R). (Rn; h�; �i) este un spaţiu liniar euclidian, unde

h�; �i : Rn � Rn ! R, hx;yi =
*0BB@

x1
x2
:::
xn

1CCA ;
0BB@
y1
y2
:::
yn

1CCA
+
= x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn.

2. (Mn (R) ; h�; �i) este un spaţiu liniar euclidian, unde
h�; �i :Mn (R)�Mn (R)! R, hA;Bi = Tr

�
AT �B

�
:

3. (C ([a; b] ;R) ; h�; �i) este un spaţiu liniar euclidian, unde
h�; �i : C ([a; b] ;R)� C ([a; b] ;R)! R, hf ;gi =

R b
a f (x)g (x) dx:

În particular,
�
R[a;b]n [x]; h�; �i

�
este un spaţiu liniar euclidian, unde

h�; �i : R[a;b]n [x]� R[a;b]n [x]! R, hp;qi =
R b
a p (x)q (x) dx:

Exerci̧tiul 1. În spaţiile liniare precizate se de�nesc aplicaţiile de mai jos. S¼a se precizeze care din
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ele sunt produse scalare:
a) În

�
R2;+; �;R

�
; h�; �i : R2 � R2 ! R;8x = (x1; x2) ;y = (y1; y2) 2 R2 :

hx;yi = h(x1; x2) ; (y1; y2)i = 3x1y1 � x1y2 � x2y1 + 2x2y2;
Rezolvare. Fie X = R2- spaţiul vectorilor (perechi).

K = R- spaţiul scalarilor.
Se reaminteşte hx;yistandard = h(x1; x2) ; (y1; y2)i = x1y1 + x2y2:
Se veri�c¼a axiomele pentru h�; �i de�nit la exerci̧tiu:

(SP1) 8 (x;y; z) 2
�
R2
�3
: hx+ z;yi = hx;yi+ hz;yi :

Fie 8 (x;y; z) 2
�
R2
�3 )

hx+ z;yi = h(x1; x2) + (z1; z2) ; (y1; y2)i
+ între perechi

=

=

*0@ x1 + z1| {z }
un x1 pt def pr sc de la ex

; x2 + z2| {z }
un x2 pt def pr sc de la ex

1A ; (y1; y2)+ def. pr sc de la ex
=

= 3 (x1 + z1) y1 � (x1 + z1) y2 � (x2 + z2) y1 + 2 (x2 + z2) y2 =M1

hx;yi + hz;yi def. pr sc de la ex= (3x1y1 � x1y2 � x2y1 + 2x2y2) + (3z1y1 � z1y2 � z2y1 + 2z2y2) =
M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP1) este veri�cat¼a.
(SP2) 8 (�;x;y) 2 R�

�
R2
�2
: h�x;yi = � hx;yi :

Fie 8 (�;x;y) 2 R�
�
R2
�2 )

h�x;yi = h� (x1; x2) ; (y1; y2)i = h(�x1; �x2) ; (y1; y2)i =
= 3 (�x1) y1 � (�x1) y2 � (�x2) y1 + 2 (�x2) y2 =M1

� hx;yi = � (3x1y1 � x1y2 � x2y1 + 2x2y2) =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP2) este veri�cat¼a.
(SP3) 8 (x;y) 2

�
R2
�2
: hx;yi = hy;xi :

Fie 8 (x;y) 2
�
R2
�2 )

hx;yi = 3x1y1 � x1y2 � x2y1 + 2x2y2 =M1

hy;xi = 3y1x1 � y1x2 � y2x1 + 2y2x2 =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP3) este veri�cat¼a.
(SP4) 8x 2 R2 : hx;xi � 0:

Fie 8x 2 R2 )
hx;xi = 3x1x1 � x1x2 � x2x1 + 2x2x2 = 3

�
x1 � 1

3x2
�2
+ 5

3 (x2)
2 � 0

) (SP4) este veri�cat¼a.
(SP5) 8x 2 R2 : [hx;xi = 0R , x = �R2 ] :

Fie 8x 2 R2 )
[hx;xi = 0R , 3

�
x1 � 1

3x2
�2
+ 5

3 (x2)
2 = 0,

�
x1 � 1

3x2 = 0
x2 = 0

,

(x1; x2) = (0; 0), x = �R2 ]
) (SP5) este veri�cat¼a.
Deci aplicaţia h�; �i de�nit¼a anterior este un produs scalar real pe R2, altul decât cel standard.
b) În

�
R2;+; �;R

�
; h�; �i : R2 � R2 ! R;

8x = (x1; x2) ;y = (y1; y2) 2 R2 : hx;yi = x1y1 + 2x1y2 + 10x2y2;
Rezolvare . Se veri�c¼a axiomele :
(SP1) 8 (x;y; z) 2

�
R2
�3
: hx+ z;yi = hx;yi+ hz;yi :

Fie 8 (x;y; z) 2
�
R2
�3 )

hx+ z;yi = h(x1; x2) + (z1; z2) ; (y1; y2)i = h(x1 + z1; x2 + z2) ; (y1; y2)i =
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= (x1 + z1) y1 + 2 (x1 + z1) y2 + 10 (x2 + z2) y2 =M1

hx;yi+ hz;yi = x1y1 + 2x1y2 + 10x2y2 + z1y1 + 2z1y2 + 10z2y2 =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP1) este veri�cat¼a.
(SP2) 8 (�;x;y) 2 R�

�
R2
�2
: h�x;yi = � hx;yi :

Fie 8 (�;x;y) 2 R�
�
R2
�2 )

h�x;yi = h� (x1; x2) ; (y1; y2)i = h(�x1; �x2) ; (y1; y2)i = (�x1) y1+2 (�x1) y2+10 (�x2) y2 =M1

� hx;yi = � (x1y1 + 2x1y2 + 10x2y2) =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP2) este veri�cat¼a.
(SP3) 8 (x;y) 2

�
R2
�2
: hx;yi = hy;xi :

Fie 8 (x;y) 2
�
R2
�2 )

hx;yi = x1y1 + 2x1y2 + 10x2y2 =M1

hy;xi = y1x1 + 2y1x2 + 10y2x2 =M2:

Se observ¼a c¼a 9 (x;y) 2
�
R2
�2 a.î. M1 6=M2 ) (SP3) nu este veri�cat¼a.

Deci aplicaţia h�; �i de�nit¼a anterior nu este un produs scalar real pe R2.
c) În

�
R2;+; �;R

�
; h�; �i : R2 � R2 ! R;

8x = (x1; x2) ;y = (y1; y2) 2 R2 : hx;yi = 9x1y1 � 3x1y2 � 3x2y1 + x2y2;
Rezolvare. Se veri�c¼a axiomele :
(SP1) 8 (x;y; z) 2

�
R2
�3
: hx+ z;yi = hx;yi+ hz;yi :

Fie 8 (x;y; z) 2
�
R2
�3 )

hx+ z;yi = h(x1; x2) + (z1; z2) ; (y1; y2)i = h(x1 + z1; x2 + z2) ; (y1; y2)i =
= 9 (x1 + z1) y1 � 3 (x1 + z1) y2 � 3 (x2 + z2) y1 + (x2 + z2) y2 =M1

hx;yi+ hz;yi = 9x1y1 � 3x1y2 � 3x2y1 + x2y2 + 9z1y1 � 3z1y2 � 3z2y1 + z2y2 =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP1) este veri�cat¼a.
(SP2) 8 (�;x;y) 2 R�

�
R2
�2
: h�x;yi = � hx;yi :

Fie 8 (�;x;y) 2 R�
�
R2
�2 )

h�x;yi = h� (x1; x2) ; (y1; y2)i = h(�x1; �x2) ; (y1; y2)i =
= 9 (�x1) y1 � 3 (�x1) y2 � 3 (�x2) y1 + (�x2) y2 =M1

� hx;yi = � (9x1y1 � 3x1y2 � 3x2y1 + x2y2) =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP2) este veri�cat¼a.
(SP3) 8 (x;y) 2

�
R2
�2
: hx;yi = hy;xi :

Fie 8 (x;y) 2
�
R2
�2 )

hx;yi = 9x1y1 � 3x1y2 � 3x2y1 + x2y2 =M1

hy;xi = 9y1x1 � 3y1x2 � 3y2x1 + y2x2 =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (SP3) este veri�cat¼a.
(SP4) 8x 2 R2 : hx;xi � 0:

Fie 8x 2 R2 )
hx;xi = 9x1x1 � 3x1x2 � 3x2x1 + x2x2 = (3x1 � x2)2 � 0

) (SP4) este veri�cat¼a.
(SP5) 8x 2 R2 : [hx;xi = 0R , x = �R2 ] :

Fie 8x 2 R2 )
[hx;xi = 0R , (3x1 � x2)2 = 0,

, f3x1 � x2 = 0 ; (x1; x2) = (0; 0) ca şi unic¼a soluţie:
) (SP5) nu este veri�cat¼a.
Deci aplicaţia h�; �i de�nit¼a anterior nu este un produs scalar real pe R2.
d) În

�
R2;+; �;R

�
; h�; �i : R2 � R2 ! R;
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8x = (x1; x2) ;y = (y1; y2) 2 R2 : hx;yi = (x1)2 (y1)2 + (x2)2 (y2)2 ;
Rezolvare. Se veri�c¼a axiomele :
(SP1) 8 (x;y; z) 2

�
R2
�3
: hx+ z;yi = hx;yi+ hz;yi :

Fie 8 (x;y; z) 2
�
R2
�3 )

hx+ z;yi = h(x1; x2) + (z1; z2) ; (y1; y2)i = h(x1 + z1; x2 + z2) ; (y1; y2)i =
= (x1 + z1)

2 (y1)
2 + (x2 + z2)

2 (y2)
2 =M1

hx;yi+ hz;yi = (x1)2 (y1)2 + (x2)2 (y2)2 + (z1)2 (y1)2 + (z2)2 (y2)2 =M2:

Se observ¼a c¼a 9 (x;y; z) 2
�
R2
�3
:M1 6=M2 ) (SP1) nu este veri�cat¼a.

Deci aplicaţia h�; �i de�nit¼a anterior nu este un produs scalar real pe R2.

4.2. Norma euclidian¼a a unui vector. Unghiul dintre doi vectori

Teorem¼a. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian. Atunci (X; k�k) este un spaţiu liniar normat,
prehilbertian, unde norma indus¼a de produsul scalar (sau norma euclidian¼a) dat¼a de

k�k : X! R, kuk =
p
hu;ui veri�c¼a

(N1) 8 (u;v) 2 X : ku+ vk � kuk+ kvk ;
(inegalitatea triunghiular¼a sau inegalitatea Minkovski)
(N2) 8 (�;u) 2 R� X : k�uk = j�j kuk ;
(omogeneitate)
(N3) 8u 2 X : kuk � 0 şi (kuk = 0R , u = �X):
Teorem¼a. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian. Atunci:
(N4) 8 (u;v) 2 X : jhu;vij � kuk � kvk
(inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakowski)
De�ni̧tie. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian.
a) Vectorul v 2 X cu proprietatea kvk = 1 se numeşte versor sau vector unitar.
b) Fie 8v 2 X, v 6= �X. Vectorul

�
v = 1

kvkv se numeşte versorul lui v.
Exemple de norme euclidiene standard:
1. În (Rn; h�; �i) standard, norma euclidian¼a standard este

k�k : Rn ! R, kxk =
p
hx;xi =

p
h(x1; x2; :::; xn) ; (x1; x2; :::; xn)i =

q
(x1)

2 + :::+ (xn)
2.

În (Rn; h�; �i) standard, norma euclidian¼a standard este
k�k : Rn ! R, kxk =

p
hx;xi =

q
(x1)

2 + :::+ (xn)
2.

2. În (Mn (R) ; h�; �i) standard, norma euclidian¼a standard este
k�k :Mn (R)! R, kAk =

p
hA;Ai =

p
Tr (AT �A):

3. În (C ([a; b] ;R) ; h�; �i) standard, norma euclidian¼a standard este
k�k : C ([a; b] ;R)! R, kfk =

p
hf ; fi =

qR b
a f

2 (x) dx:

În particular, în
�
R[a;b]n [x]; h�; �i

�
standard, norma euclidian¼a standard este

k�k : R[a;b]n [x]! R, kpk =
p
hp;pi =

qR b
a p

2 (x) dx:

De�ni̧tie. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian.
a) Fie (u;v) 2 (Xn f�Xg)2 : Soluţia unic¼a în intervalul [0; �], notat¼a \(u;v), a ecuaţiei

cos\(u;v) =
hu;vi
kuk kvk

se numeşte unghiul neorientat al perechii ordonate de vectori (u;v).
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b) Fie (u;v) 2 X2: Dac¼a hu;vi = 0 atunci vectorul u este ortogonal cu vectorul v şi se noteaz¼a
u ? v.

Exerci̧tiul 5. Fie spa̧tiul liniar euclidian
�
R3; h�; �i

�
, cu produsul scalar standard şi norma euclidi-

an¼a standard.
a) S¼a se calculeze unghiul dintre vectorii x = (1; 1;�1) ;y =

�p
6; 1; 1

�
;

b) S¼a se arate c¼a vectorii x = (1; 1; 2) ;y = (1; 1;�1) sunt ortogonali;
c) S¼a se arate c¼a vectorul x =

�
0;
p
2
2 ;

p
2
2

�
este un versor.

Rezolvare. Se reaminteşte produsul scalar standard dintre doi vectori din R3;
hx;yi = h(x1; x2; x3) ; (y1; y2; y3)i = x1y1 + x2y2 + x3y3

şi norma euclidian¼a standard a unui vector din R3;
kxk =

p
hx;xi =

p
h(x1; x2; x3) ; (x1; x2; x3)i =

q
(x1)

2 + (x2)
2 + (x3)

2:

a) cos\(x;y) =
hx;yi
kxk kyk =



(1; 1;�1) ;

�p
6; 1; 1

��
k(1; 1;�1)k

�p6; 1; 1� =
=

1 �
p
6 + 1 � 1 + (�1) � 1q

12 + 12 + (�1)2
q�p

6
�2
+ 12 + 12

=
1

2
)\(x;y) =

�

3
:

b) hx;yi = h(1; 1; 2) ; (1; 1;�1)i = 1 � 1 + 1 � 1 + 2 � (�1) = 0) x ? y:

c) kxk =
�0; p22 ; p22 � =

r
02 +

�p
2
2

�2
+
�p

2
2

�2
= 1 ) x =

�
0;
p
2
2 ;

p
2
2

�
este un versor.

Teorem¼a. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian. Atunci (X; d) este un spaţiu metric, unde
metrica, distanţa indus¼a de norma euclidian¼a (sau metrica, distanţa euclidian¼a) dat¼a de

d : X� X! R, d (u;v) = ku� vk veri�c¼a
(M1) 8 (u;v;w) 2 X3 : d (u;v) � d (u;w) + d (v;w) ;
(inegalitatea triunghiular¼a sau inegalitatea Minkovski)
(M2) 8 (u;v) 2 X2 : d (u;v) = d (v;u) ;
(simetrie)
(M3) 8u 2 X : d (u;v) � 0 şi (d (u;v) = 0R , u = v):
Exemple de metrici euclidiene standard:
1. În (Rn; h�; �i) standard, metrica euclidian¼a standard este

d : Rn � Rn ! R, d (x;y) = kx� yk =
q
(x1 � y1)2 + :::+ (xn � yn)2.

În (Rn; h�; �i) standard, metrica euclidian¼a standard este
d : Rn � Rn ! R, d (x;y) = kx� yk =

q
(x1 � y1)2 + :::+ (xn � yn)2.

2. În (Mn (R) ; h�; �i) standard, metrica euclidian¼a standard este

d :Mn (R)�Mn (R)! R, d (A;B) = kA�Bk =
r
Tr
�
(A�B)T � (A�B)

�
:

3. În (C ([a; b] ;R) ; h�; �i) standard, metrica euclidian¼a standard este
d : C ([a; b] ;R)� C ([a; b] ;R)! R, d (f ;g) = kf � gk =

qR b
a (f (x)� g (x))

2 dx:

În particular, în
�
R[a;b]n [x]; h�; �i

�
standard, metrica euclidian¼a standard este

d : R[a;b]n [x]� R[a;b]n [x]! R, d (p;q) = kp� qk =
qR b

a (p (x)� q (x))
2 dx:

Observa̧tie. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian, deci liniar normat prehilbertian, deci metric.
Atunci (X; T ) este un spaţiu topologic, unde topologia dat¼a de metrica euclidian¼a se va de�ni la
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Analiz¼a Matematic¼a drept cea a muļtimilor deschise (cu sfere). Spaţiul prehilbertian X se va numi
spaţiu prehilbertian complet sau spaţiu Hilbert dac¼a orice şir Cauchy de vectori din X va � un şir
convergent.

4.3. Sisteme de vectori ortonormate. Procedeul de ortonormare Gram-Schmidt

De�ni̧tie. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian şi S = (w1; :::;wm), m � dimRX. Sistemul S
este sistem de vectori ortonormat dac¼a :
(i) S este sistem de vectori ortogonal,

8 (i; j) 2 f1; :::;mg2 ; i 6= j;wi ? wj , adic¼a hwi;wji = 0:
(ii) S conţine doar versori,

8i 2 f1; :::;mg ; kwik = 1:
Exemplu. Fie (C ([��; �] ;R) ; h�; �i) standard.
a) Sistemul de vectori

S = (f0; :::; f2n) ; unde fi : R! R;
f0 (x) = 1;

f1 (x) = sinx; f2 (x) = cosx;
f3 (x) = sin 2x; f4 (x) = cos 2x;
::: :::
f2n�1 (x) = sinnx; f2n (x) = cosnx:

este un sistem ortogonal.
Într-adev¼ar,Z �

��
cos (ix) cos (jx) dx = 0; i 6= j:Z �

��
sin (ix) sin (jx) dx = 0; i 6= j:Z �

��
cos (ix) sin (jx) dx = 0; i 6= j:Z �

��
cos (ix) � 1dx = 0:Z �

��
sin (ix) � 1dx = 0:

Nu conţine versori, deoarece:Z �

��
1 � 1dx = 2�:Z �

��
cos (ix) cos (ix) dx = �:Z �

��
sin (ix) sin (ix) dx = �:

b) Sistemul de vectori
S = (g0; :::;g2n) ; unde gi : R! R;

g0 (x) =
1p
2�
;

g1 (x) =
1p
�
sinx; g2 (x) =

1p
�
cosx;

g3 (x) =
1p
�
sin 2x; g4 (x) =

1p
�
cos 2x;

::: :::
g2n�1 (x) =

1p
�
sinnx; g2n (x) =

1p
�
cosnx:

este un sistem ortonormat (este ortogonal şi conţine doar versori). Acest sistem de vectori se va
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utiliza la de�nirea seriei Fourier ataşat¼a unei funçtii periodice.
Observa̧tie. Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian.
a) Orice sistem de vectori ortogonal format din vectori nenuli este liniar independent.
b) Dac¼a dimKX = n; atunci orice sistem de n vectori ortogonal format din vectori nenuli este o
baz¼a în X.

Exerci̧tiul 6. Fie spaţiul liniar euclidian
�
R3; h�; �i

�
cu produsul scalar standard. S¼a se arate c¼a

baza canonic¼a
C = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1))

este un sistem de vectori ortonormat.
Rezolvare. Se reaminteşte produsul scalar standard dintre doi vectori din R3;

hx;yi = h(x1; x2; x3) ; (y1; y2; y3)i = x1y1 + x2y2 + x3y3
şi norma euclidian¼a standard a unui vector din R3;

kxk =
p
hx;xi =

p
h(x1; x2; x3) ; (x1; x2; x3)i =

q
(x1)

2 + (x2)
2 + (x3)

2:

(i) C este un sistem ortogonal de vectori, deoarece
he1; e2i = h(1; 0; 0) ; (0; 1; 0)i = 1 � 0 + 0 � 1 + 0 � 0 = 0;
he2; e3i = h(0; 1; 0) ; (0; 0; 1)i = 0 � 0 + 1 � 0 + 0 � 1 = 0;
he3; e1i = h(0; 0; 1) ; (1; 0; 0)i = 0 � 1 + 0 � 0 + 1 � 0 = 0:

(ii) C conţine doar versori, deoarece
ke1k = k(1; 0; 0)k =

p
12 + 02 + 02 = 1;

ke2k = k(0; 1; 0)k =
p
02 + 12 + 02 = 1;

ke3k = k(0; 0; 1)k =
p
02 + 02 + 12 = 1:

Deci C este o baz¼a ortonormat¼a în R3 (dar mai exist¼a şi alte baze ortonormate în R3).

Exerci̧tiul 7. Fie spa̧tiul liniar euclidian (M2 (R) ; h�; �i) unde produsul scalar este de�nit de
h�; �i :M2 (R)�M2 (R)! R prin

8A =

�
a11 a12
a21 a22

�
2M2 (R) ;8B =

�
b11 b12
b21 b22

�
2M2 (R) :

hA;Bi = a11b11 + a12b12 + a21b21 + a22b22 = Tr
�
AT �B

�
:

a) S¼a se arate c¼a

S =

�
A1 =

p
3
3

�
1 �1
1 0

�
;A2 =

p
6
6

�
�1 �1
0 2

�
;A3 =

1
3

�
0 2
2 1

��
este un sistem de vectori ortonormat.
Rezolvare. Observ¼am c¼a

kAk =
p
hA;Ai =

q
(a11)

2 + (a12)
2 + (a21)

2 + (a22)
2 =

p
Tr (AT �A):

modul 1.
(i) S este un sistem ortogonal de vectori, deoarece

hA1;A2i =
* p

3
3 �

p
3
3p

3
3 0

!
;

 
�
p
6
6 �

p
6
6

0
p
6
3

!+
=

p
3
3 �
�
�
p
6
6

�
+
�
�
p
3
3

�
�
�
�
p
6
6

�
+

p
3
3 � 0 +

0 �
p
6
3 = 0;

hA2;A3i =
* 

�
p
6
6 �

p
6
6

0
p
6
3

!
;

�
0 2

3
2
3

1
3

�+
=
�
�
p
6
6

�
� 0 +

�
�
p
6
6

�
� 23 + 0 �

2
3 +

p
6
3 �

1
3 = 0;

hA3;A1i =
*�

0 2
3

2
3

1
3

�
;

 p
3
3 �

p
3
3p

3
3 0

!+
= 0 �

�p
3
3

�
+ 2

3 �
�
�
p
3
3

�
+ 2

3 �
p
3
3 +

1
3 � 0 = 0:
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(ii) S conţine doar versori, deoarece

kA1k =

 p

3
3 �

p
3
3p

3
3 0

! =
r�p

3
3

�2
+
�
�
p
3
3

�2
+
�p

3
3

�2
+ (0)2 = 1;

kA2k =

 
�
p
6
6 �

p
6
6

0
p
6
3

! =
r�

�
p
6
6

�2
+
�
�
p
6
6

�2
+ 02 +

�p
6
3

�2
= 1;

kA3k =
� 0 2

3
2
3

1
3

� =q02 + �23�2 + �23�2 + �13�2 = 1:
modul 2.
(i) S este un sistem ortogonal de vectori, deoarece

hA1;A2i = Tr
�
AT1 �A2

�
= Tr

�p
3
3

�
1 1
�1 0

�
�
p
6
6

�
�1 �1
0 2

��
=

= Tr

�p
18
18

�
�1 1
1 1

��
= �

p
18
18 +

p
18
18 = 0;

hA2;A3i = Tr
�
AT2 �A3

�
= Tr

�p
6
6

�
�1 0
�1 2

�
� 13
�
0 2
2 1

��
=

= Tr

�p
6
18

�
0 �2
4 0

��
= 0 + 0 = 0;

hA3;A1i = Tr
�
AT3 �A1

�
= Tr

�
1
3

�
0 2
2 1

�
�
p
3
3

�
1 �1
1 0

��
=

= Tr

�p
3
9

�
2 0
3 �2

��
= 2

p
3
9 � 2

p
3
9 = 0:

(ii) S conţine doar versori, deoarece

kA1k =
� 1 �1

1 0

� =qTr �AT1 �A1� =
s
Tr

�p
3
3

�
1 1
�1 0

�
�
p
3
3

�
1 �1
1 0

��
=

=

s
Tr

�p
9
9

�
2 �1
�1 1

��
=

q
2
p
9
9 +

p
9
9 = 1;

kA2k =
p66 � �1 �1

0 2

� =qTr �AT2 �A2� =
s
Tr

�p
6
6

�
�1 0
�1 2

�
�
p
6
6

�
�1 �1
0 2

��
=

=

s
Tr

�p
36
36

�
1 1
1 5

��
=
q

1
6 +

5
6 = 1;

kA3k =
13 � 0 2

2 1

� =qTr �AT2 �A2� =
s
Tr

�
1
3

�
0 2
2 1

�
� 13
�
0 2
2 1

��
=

=

s
Tr

�
1
9

�
4 2
2 5

��
=
q

4
9 +

5
9 = 1:

Deci S = (A1;A2;A3) este un sistem ortonormat de matrice dinM2 (R) :

Teorem¼a (procedeul de ortonormare Gram-Schmidt). Fie (X; h�; �i) un spaţiu liniar euclidian şi S =
(v1; :::;vm), m � dimRX un sistem de vectori liniar independent, Atunci exist¼a So = (w1; :::;wm)
sistem de vectori liniar independent ortonormat astfel încât [So] = [S] :
Demonstra̧tie (schi̧t¼a).
Etapa 1. Se caut¼a S = (u1; :::;um) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.î.

�
S
�
= [S].

Se g¼aseşte
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8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u1 = v1

u2 = v2 �
hv2;u1i
ku1k2

u1

u3 = v3 �
hv3;u1i
ku1k2

u1 �
hv3;u2i
ku2k2

u2

u4 = v4 �
hv4;u1i
ku1k2

u1 �
hv4;u2i
ku2k2

u2 �
hv4;u3i
ku3k2

u3

:::
Etapa 2. Se caut¼a So = (w1; :::;wm) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care s¼a
conţin¼a doar versori, a.î. [So] =

�
S
�
. Se g¼aseşte8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

w1 =
1

ku1k
u1

w2 =
1

ku2k
u2

w3 =
1

ku3k
u3

w4 =
1

ku4k
u4

:::

Exerci̧tiul 8. Fie spa̧tiul liniar euclidian
�
R[�1;1]3 [x]; h�; �i

�
, unde produsul scalar standard este

de�nit prin
h�; �i : R[�1;1]3 [x]� R[�1;1]3 [x]! R , hp;qi =

R 1
�1 p (x)q (x) dx:

S¼a se ortonormeze baza canonic¼a din R[�1;1]3 [x].

Rezolvare. Fie baza canonic¼a din R[�1;1]3 [x]; C = (v1;v2;v3;v4), unde
v1 : [�1; 1]! R, v1 (x) = 1;
v2 : [�1; 1]! R, v2 (x) = x;
v3 : [�1; 1]! R, v3 (x) = x2;
v4 : [�1; 1]! R, v4 (x) = x3:

Etapa 0. Se observ¼a c¼a C este un sistem liniar independent de vectori.
Etapa 1. Se caut¼a S = (u1;u2;u3;u4) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.î.

�
S
�
=

[S]. Se g¼asesc u1;u2;u3;u4 : [�1; 1]! R funçtii polinomiale cu urm¼atoarele legi de asociere
u1 (x) = v1 (x) = 1:

ku1k2 =
R 1
�1 1

2dx = x j1�1= 2;
hv2;u1i =

R 1
�1 x � 1dx =

x2

2 j
1
�1= 0;

hv3;u1i =
R 1
�1 x

2 � 1dx = x3

3 j
1
�1=

2
3 ;

hv4;u1i =
R 1
�1 x

3 � 1dx = x4

4 j
1
�1= 0:

u2 (x) = v2 (x)�
hv2;u1i
ku1k2

u1 (x) = x�
0

2
1 = x:

ku2k2 =
R 1
�1 x

2dx = x3

3 j
1
�1=

2
3 ;

hv3;u2i =
R 1
�1 x

2 � xdx = x4

4 j
1
�1= 0;

hv4;u2i =
R 1
�1 x

3 � xdx = x5

5 j
1
�1=

2
5 :

u3 (x) = v3 (x)�
hv3;u1i
ku1k2

u1 (x)�
hv3;u2i
ku2k2

u2 (x) = x
2 �

2
3

2
1� 0

2
3

x = x2 � 1
3 :

ku3k2 =
R 1
�1
�
x2 � 1

3

�2
dx =

R 1
�1
�
x4 � 2

3x
2 + 1

9

�
dx =
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=
�
x5

5 �
2
3
x3

3 +
1
9x
�
j1�1= 8

45 ;

hv4;u3i =
R 1
�1 x

3 �
�
x2 � 1

3

�
dx =

R 1
�1
�
x5 � 1

3x
3
�
dx =

�
x6

6 �
1
3
x4

4

�
j1�1= 0:

u4 (x) = v4 (x)�
hv4;u1i
ku1k2

u1 (x)�
hv4;u2i
ku2k2

u2 (x)�
hv4;u3i
ku3k2

u3 (x) =

= x3 � 0
2
1�

2
5
2
3

x� 0
8
45

�
x2 � 1

3

�
= x3 � 3

5x:

ku4k2 =
R 1
�1
�
x3 � 3

5x
�2
dx =

R 1
�1
�
x6 � 6

5x
4 + 9

25x
2
�
dx =

=
�
x7

7 �
6
5
x5

5 +
9
25
x3

3

�
j1�1= 8

175 :

Etapa 2. Se caut¼a So = (w1;w2;w3;w4) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care s¼a
conţin¼a doar versori a.î. [So] =

�
S
�
. Se g¼asesc w1;w2;w3;w4 : [�1; 1] ! R funçtii polinomiale cu

urm¼atoarele legi de asociere

w1 (x) =
1

ku1k
u1 (x) =

1p
2
1;

w2 (x) =
1

ku2k
u2 (x) =

1q
2
3

x;

w3 (x) =
1

ku3k
u3 (x) =

1q
8
45

�
x2 � 1

3

�
;

w4 (x) =
1

ku4k
u4 (x) =

1q
8
175

�
x3 � 3

5x
�
:

S-a g¼asit So = (w1;w2;w3;w4) o baz¼a ortonormat¼a în R
[�1;1]
3 [x]. Polinoamele corespunz¼atoare

funçtiilor polinomiale din aceast¼a baz¼a se numesc polinoame Legendre.

Exerci̧tiul 9. În spaţiul liniar euclidian
�
R[0;1]2 [x]; h�; �i

�
cu produsul scalar standard, s¼a se

ortonormeze sistemul de funçtii S = (f1; f2; f3) unde
f1 : [0; 1]! R, f1 (x) = 2,
f2 : [0; 1]! R, f2 (x) = 2 + x,
f3 : [0; 1]! R, f3 (x) = (2 + x)2.

Rezolvare. Fie produsul scalar standard din
�
R[0;1]2 [x]; h�; �i

�
,

h�; �i : R[0;1]2 [x]� R[0;1]2 [x]! R, hp;qi =
R 1
0 p (x)q (x) dx:

Reamintim norma euclidian¼a
k�k : R[0;1]2 [x]! R, kpk =

qR 1
0 p

2 (x) dx

Etapa 0. Se studiaz¼a dac¼a S = (f1; f2; f3) este un sistem liniar independent de vectori. Se caut¼a
(�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât

�1f1 + �2f2 + �3f3 = �R[0;1]2 [x]
,

�1f1 (x) + �2f2 (x) + �3f3 (x) = � (x) ;8x 2 [0; 1]
�12 + �2 (2 + x) + �3 (2 + x)

2 = 0;8x 2 [0; 1],8<:
2�1 + 2�2 + 4�3 = 0
0�1 + 1�2 + 4�3 = 0
0�1 + 0�2 + 1�3 = 0

Se calculeaz¼a detA =

������
2 2 4
0 1 4
0 0 1

������ = 2 6= 0) sistemul liniar omogen în necunoscutele �1; �2; �3este

compatibil unic determinat şi admite soluţia nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0) drept unic¼a soluţie )
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f1; f2; f3 sunt vectori liniar independenţi.
Etapa 1. Se caut¼a S = (u1;u2;u3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.î.

�
S
�
= [S].

Se g¼asesc u1;u2;u3 : [0; 1]! R funçtii polinomiale cu urm¼atoarele legi de asociere
u1 (x) = f1 (x) = 2:

ku1k2 =
R 1
0 2

2dx = 4x j10= 4;
hf2;u1i =

R 1
0 (2 + x) � 2dx = 5;

hf3;u1i =
R 1
0 (2 + x)

2 � 2dx = 38
3 :

u2 (x) = f2 (x)�
hf2;u1i
ku1k2

u1 (x) = (2 + x)�
5

4
2 = x� 1

2 :

ku2k2 =
R 1
0

�
x� 1

2

�2
dx = 1

12 ;

hf3;u2i =
R 1
0 (2 + x)

2 �
�
x� 1

2

�
dx = 5

12 :

u3 (x) = f3 (x)�
hf3;u1i
ku1k2

u1 (x)�
hf3;u2i
ku2k2

u2 (x) =

= (2 + x)2 �
38
3

4
2�

5
12
1
12

�
x� 1

2

�
= x2 � x+ 1

6 :

ku3k2 =
R 1
0

�
x2 � x+ 1

6

�2
dx = 1

180 :
Etapa 2. Se caut¼a So = (w1;w2;w3) un sistem de vectori liniar independent care s¼a conţin¼a doar
versori a.î. [So] =

�
S
�
. Se g¼asesc w1;w2;w3 : [0; 1]! R funçtii polinomiale cu urm¼atoarele legi de

asociere
w1 (x) =

1

ku1k
u1 (x) =

1
22;

w2 (x) =
1

ku2k
u2 (x) =

1q
1
12

�
x� 1

2

�
;

w3 (x) =
1

ku3k
u3 (x) =

1q
1
180

�
x2 � x+ 1

6

�
:

Exerci̧tiul 10. Fie
�
R4; h�; �i

�
cu produsul scalar standard. S¼a se determine o baz¼a ortonormat¼a

în spaţiul generat de
S = (v1 = (1; 2; 2� 1) ;v2 = (1; 1;�5; 3) ;v3 = (3; 2; 8;�7)) :

Rezolvare. Fie produsul scalar standard din
�
R4; h�; �i

�
, h�; �i : R4 � R4 ! R de�nit prin

hx;yi = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4:
Reamintim norma euclidian¼a

kxk =
p
x21 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4:

Etapa 0. Se studiaz¼a dac¼a S = (v1;v2;v3) este un sistem liniar independent de vectori. Se caut¼a
(�1; �2; �3) 2 R3 astfel încât

�1v1 + �2v2 + �3v3 = �R4 ,
�1 (1; 2; 2� 1) + �2 (1; 1;�5; 3) + �3 (3; 2; 8;�7) = (0; 0; 0; 0),8>><>>:
1�1 + 1�2 + 3�3 = 0
2�1 + 1�2 + 2�3 = 0
2�1 � 5�2 + 8�3 = 0
�1�1 + 3�2 � 7�3 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen în necunoscutele �1; �2; �3, care admite m¼acar soluţia
nul¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0). Se studiaz¼a dac¼a admite şi alte soluţii.



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a 12

0BB@
j1j 1 3

2 1 2
2 �5 8
�1 3 �7

��������
0
0
0
0

1CCA pas1�
l1

l2 � 2l1
l3 � 2l1
l4 + l1

0BB@
1 1 3

0 j�1j �4
0 �7 2
0 4 �4

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2

l3 � 7l2
l4 + 4l2

0BB@
1 1 3
0 �1 �4
0 0 j30j
0 0 �20

��������
0
0
0
0

1CCA

) rangA = 3 ) sistemul este compatibil unic determinat cu soluţia unic¼a (�1; �2; �3) = (0; 0; 0)
) v1;v2;v3 sunt vectori liniar independenţi.
Etapa 1. Se caut¼a S = (u1;u2;u3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.î.

�
S
�
= [S].

Se g¼asesc
u1 = v1 = (1; 2; 2� 1) :

ku1k2 = k(1; 2; 2� 1)k2 = 12 + 22 + 22 + (�1)2 = 10;
hv2;u1i = h(1; 1;�5; 3) ; (1; 2; 2� 1)i = 1 � 1 + 1 � 2 + (�5) � 2 + 3 � (�1) = �10;
hv3;u1i = h(3; 2; 8;�7) ; (1; 2; 2� 1)i = 3 � 1 + 2 � 2 + 8 � 2 + (�7) � (�1) = 30:

u2 = v2 �
hv2;u1i
ku1k2

u1 = (1; 1;�5; 3)� �10
10 (1; 2; 2� 1) = (2; 3;�3; 2) :

ku2k2 = k(2; 3;�3; 2)k2 = 22 + 32 + (�3)2 + 22 = 26;
hv3;u2i = h(3; 2; 8;�7) ; (2; 3;�3; 2)i = 3 � 2 + 2 � 3 + 8 � (�3) + (�7) � 2 = �26:

u3 = v3 �
hv3;u1i
ku1k2

u1 �
hv3;u2i
ku2k2

u2 =

= (3; 2; 8;�7)� 30
10 (1; 2; 2� 1)�

�26
26 (2; 3;�3; 2) = (2;�1;�1;�2) :

ku3k2 = k(2;�1;�1;�2)k2 = 22 + (�1)2 + (�1)2 + (�2)2 = 10:
Etapa 2. Se caut¼a So = (w1;w2;w3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care s¼a
conţin¼a doar versori a.î. [So] =

�
S
�
. Se g¼aseşte

w1 =
1

ku1k
u1 =

1p
10
(1; 2; 2� 1) ;

w2 =
1

ku2k
u2 =

1p
26
(2; 3;�3; 2) ;

w3 =
1

ku3k
u3 =

1p
10
(2;�1;�1;�2) :

S-a g¼asit So = (w1;w2;w3) o baz¼a ortonormat¼a în [S].

Observa̧tie. Descompunerea QR:

A =

0@ 1 0 0
1 1 0
1 1 1

1A =

0@ 1
3

p
3 �1

3

p
2
p
3 0

1
3

p
3 1

6

p
2
p
3 �1

2

p
2

1
3

p
3 1

6

p
2
p
3 1

2

p
2

1A0@
p
3 2

3

p
3 1

3

p
3

0 1
3

p
2
p
3 1

6

p
2
p
3

0 0 1
2

p
2

1A :


