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SEMINAR NR. 6, REZOLV¼ARI
Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a

3. FUNCŢII LINIARE
3:1: De�ni̧tii. Exemple

De�ni̧tie. Fie (X;+; �;K) şi (Y;+; �;K) dou¼a K-spaţii liniare. Funçtia T : X ! Y este funcţie liniar¼a (sau
aplicaţie liniar¼a sau transformare liniar¼a sau operator liniar sau mor�sm de spaţii liniare) dac¼a:
(i) 8 (x; ex) 2 X2 : T (x+ ex) = T (x) + T (ex).
(ii) 8 (�;x) 2 K� X; T (�x) = �T (x) :

Se noteaz¼a L (X;Y) = fT ;T : X! Y, T e aplicaţie liniar¼ag şi
L (X) = fT ;T : X! X, T e aplicaţie liniar¼ag.

Teorem¼a. (L (X;Y) ;+; �;K) este un K-spaţiu liniar.
Caracterizare. T 2 L (X;Y), 8 (�;x; ex) 2 K� X2 : T (�x+ ex) = �T (x) + T (ex).
Observa̧tie. T 2 L (X;Y)) T (�X) = �Y:
Dac¼a T (�X) 6= �Y; atunci T nu este aplicaţie liniar¼a. Într-adev¼ar,
T : R3 ! R2;8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) : T (x) = (2x1 + x2 + 1; 4x3)

are proprietatea c¼a
T (�R3) = T ((0; 0; 0)) = (1; 0) 6= (0; 0) = �R2 :

Se poate demonstra c¼a T nu veri�c¼a axiomele din de�ni̧tia transform¼arii liniare.
De�ni̧tie. Fie (X;+; �;K) şi (Y;+; �;K) dou¼a K-spaţii liniare.
a) Funçtia T : X! Y este monomor�sm, epimor�sm, izomor�sm dac¼a este transformare liniar¼a şi, în plus,
este respectiv funçtie injectiv¼a, surjectiv¼a, bijectiv¼a.
b) Funçtia T : X ! X este endomor�sm dac¼a este transformare liniar¼a şi c¼a este automor�sm dac¼a este
transformare liniar¼a şi bijectiv¼a.
De�ni̧tie. K-spaţiile liniare (X;+; �;K) şi (Y;+; �;K) se numesc spaţii liniare izomorfe dac¼a exist¼a un
izomor�sm T 2 L (X;Y) : Se noteaz¼a X ' Y.
Observa̧tie. a) Fie (X;+; �;R) şi (Y;+; �;R) spaţii liniare. X ' Y,dimR X = dimR Y.
b) Fie (X;+; �;R) spaţiu liniar cu dimR X = n: Atunci X ' Rn.
c) Fie (X;+; �;R) spaţiu liniar cu dimR X = n şi (Y;+; �;R) spaţiu liniar cu dimR Y = m:Atunci L (X;Y)'Mm�n (R) :
https://www.3blue1brown.com/essence-of-linear-algebra-page
https://www.youtube.com/watch?v=IrggOvOSZr4&t=365s

Exerci̧tiul 1. h) Fie spaţiile liniare
�
R3;+; �;R

�
şi
�
R2;+; �;R

�
şi funçtia

T : R3 ! R2, 8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) : T (x) = (2x1 + x2; 4x3)
S¼a se studieze dac¼a T este aplicaţie liniar¼a.
Rezolvare. Se veri�c¼a axiomele:
(i) 8 (x; ex) 2 �R3�2 : T (x+ ex) = T (x) + T (ex).
Fie 8 (x; ex) 2 �R3�2 )
T (x+ ex) = T ((x1; x2; x3) + (ex1; ex2; ex3)) = T ((x1 + ex1; x2 + ex2; x3 + ex3)) =

= (2 (x1 + ex1) + (x2 + ex2) ; 4 (x3 + ex3)) =M1:
T (x) + T (ex) = T ((x1; x2; x3)) + T ((ex1; ex2; ex3)) =

= (2x1 + x2; 4x3) + (2ex1 + ex2; 4ex3) =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (i) esteste veri�cat¼a.
(ii) 8 (�;x) 2 R� R3; T (�x) = �T (x) :
Fie 8 (�;x) 2 R� R3 )
T (�x) = T (� (x1; x2; x3)) = T ((�x1; �x2; �x3)) =

= (2 (�x1) + (�x2) ; 4 (�x3)) =M1:
�T (x) = �T ((x1; x2; x3)) = � (2x1 + x2; 4x3) =M2:

Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (ii) este veri�cat¼a.
Din (i) şi (ii) ) T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L

�
R3;R2

�
:

d) Fie spaţiul liniar
�
R3;+; �;R

�
şi funçtia
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T : R3 ! R3, 8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) : T (x) =
�
x1; x2; x

2
3

�
S¼a se studieze dac¼a T este aplicaţie liniar¼a.
Rezolvare. Se veri�c¼a axiomele:
(i) 8 (x; ex) 2 �R3�2 : T (x+ ex) = T (x) + T (ex).
Fie 8 (x; ex) 2 �R3�2 )
T (x+ ex) = T ((x1; x2; x3) + (ex1; ex2; ex3)) = T ((x1 + ex1; x2 + ex2; x3 + ex3)) =

=
�
x1 + ex1; x2 + ex2; (x3 + ex3)2� =M1:

T (x) + T (ex) = T ((x1; x2; x3)) + T ((ex1; ex2; ex3)) =
=
�
x1; x2; x

2
3

�
+
�ex1; ex2; ex23� = �x1 + ex1; x2 + ex2; x23 + ex23� =M2:

Se observ¼a c¼a 9 (x; ex) 2 �R3�2 :M1 6=M2, deoarece
9 (x3; ex3) 2 R2 astfel încât (x3 + ex3)2 6= x23 + ex23

) (i) nu este veri�cat¼a ) T nu este aplicaţie liniar¼a, T =2 L
�
R3
�
:

3:2: Matricea ataşat¼a unei aplica̧tii liniare într-o pereche de baze

Observa̧tie. Orice matrice P 2Mm�n (K) de�neşte o transformare liniar¼a, nu unic¼a:
T :M1�n (K)!Mm�1 (K) ; T (x) = PxT ; adic¼a

T
��
x1 ::: xn

��
=

0@ p11 ::: p1n
::: ::: :::
pm1 ::: pmn

1A0@ x1
:::
xn

1A :
Se veri�c¼a şi c¼a orice transformare liniar¼a de�neşte o matrice, chiar în mod unic.
De�ni̧tie. Fie (X;+; �;K) un K-spaţiu liniar cu dimKX = n şi cu B1 = (v1; :::;vn) o baz¼a.
Fie (Y;+; �;K) un K-spaţiu liniar cu dimKY = m şi cu B2 = (v01; :::;v

0
m) o baz¼a.

Fie T : X! Y aplicaţie liniar¼a (T 2 L (X;Y)). Se poate ar¼ata c¼a 9�P 2Mm�n (K) a.î.0@ T (v1)
:::

T (vn)

1A = PT

0@ v01
:::
v0m

1A
Mai mult, �e 8u 2 X )
9� (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. u = �1v1 + :::+ �nvn şi
9� (�1; :::; �m) 2 Km a.î. T (u) = �1v

0
1 + :::+ �mv

0
m.

Atunci0@ �1
:::
�m

1A = P

0@ �1
:::
�n

1A :
Matricea P se numeşte matricea asociat¼a aplicaţiei liniare T în raport cu perechea de baze (B1; B2) şi se

noteaz¼a P =B1 (T )B2
.

Teorem¼a. (Legea de schimbare a matricei unei aplicaţii liniare la o schimbare de baze) Fie (X;+; �;K) şi
(Y;+; �;K) dou¼a K-spaţii liniare cu dimKX = n şi dimKY = m. Fie B1 = (v1; :::;vn), eB1 = (ev1; :::; evn) dou¼a
baze în X şi B2 = (v01; :::;v0n), eB2 = (ev01; :::; ev0n) dou¼a baze în Y. Fie B1

A eB1
şi B2

A eB2
matricele de trecere

între bazele B1 şi eB1, respectiv B2 şi eB2. Fie T : X! Y o aplicaţie liniar¼a (T 2 L (X;Y)). Atunci

eB1
(T ) eB2

=
�
B2A eB2

��1
�B1 (T )B2

�B1 A eB1
.

De�ni̧tie. Fie A;B 2 Mn (K). Matricele A şi B sunt matrice asemenea şi se noteaz¼a A � B dac¼a
9M 2Mn (K) cu detM 6= 0 astfel încât
A =M�1 �B �M .

Observa̧tie. Fie T 2 L (X). Deoarece 9M =B1
A eB1

2Mn (K) cu detM 6= 0 astfel încât

eB1
(T ) eB1

=
�
B1A eB1

��1
�B1 (T )B1

�B1 A eB1

) B1
(T )B1

şi eB1
(T ) eB1

sunt matrice asemenea, B1
(T )B1

� eB1
(T ) eB1

.
Teorem¼a. Fie (X;+; �;K) şi (Y;+; �;K) dou¼a K-spaţii liniare cu dimKX = n şi dimKY = m. Fie B1 =
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(v1; :::;vn) o baz¼a oarecare în X şi B2 = (v01; :::;v0m), o baz¼a oarecare în Y. Fie T : X! Y o aplicaţie liniar¼a
(T 2 L (X;Y)). Atunci
a) T este injectiv¼a (monomor�sm) , rangB1

(T )B2
= n; n � m (n este şi nr. de coloane ale matricei);

b) T este surjectiv¼a (epimor�sm) , rangB1
(T )B2

= m;m � n (m este şi nr. de linii ale matricei);
c) T este bijectiv¼a (izomor�sm) , rangB1

(T )B2
= n; n = m (matricea este p¼atratic¼a nesingular¼a).

Exerci̧tiul 2. Fie funçtia T : R3 ! R3;de�nit¼a prin 8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) :
T (x) = (x1 + x2; 2x1 + 3x2 � x3; x1 � x3) :

a) S¼a se demonstreze c¼a T este o aplicaţie liniar¼a.
b) Fie C = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1)) baza canonic¼a şiB = (v1 = (0; 1; 1) ;v2 = (1; 0; 1) ;v3 = (1; 1; 0))
o alt¼a baz¼a în

�
R3;+; �;R

�
. S¼a se determine matricele aplicaţiei liniare în raport cu perechile de baze propuse

C (T )C ; B (T )C , B (T )B :
Rezolvare. a) Se veri�c¼a axiomele:
(i) 8 (x; ex) 2 �R3�2 : T (x+ ex) = T (x) + T (ex).
Fie 8 (x; ex) 2 �R3�2 )
T (x+ ex) = T ((x1; x2; x3) + (ex1; ex2; ex3)) = T ((x1 + ex1; x2 + ex2; x3 + ex3)) =

= ((x1 + ex1) + (x2 + ex2) ; 2 (x1 + ex1) + 3 (x2 + ex2)� (x3 + ex3) ; (x1 + ex1)� (x3 + ex3)) =M1:
T (x) + T (ex) = T ((x1; x2; x3)) + T ((ex1; ex2; ex3)) =

= (x1 + x2; 2x1 + 3x2 � x3; x1 � x3) + (ex1 + ex2; 2ex1 + 3ex2 � ex3; ex1 � ex3) =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (i) este veri�cat¼a.
(ii) 8 (�;x) 2 R� R3; T (�x) = �T (x) :
Fie 8 (�;x) 2 R� R3 )
T (�x) = T (� (x1; x2; x3)) = T ((�x1; �x2; �x3)) =

= ((�x1) + (�x2) ; 2 (�x1) + 3 (�x2)� (�x3) ; (�x1)� (�x3)) =M1:
�T (x) = �T ((x1; x2; x3)) = � (x1 + x2; 2x1 + 3x2 � x3; x1 � x3) =M2:

Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (ii) este veri�cat¼a.
Din (i) şi (ii) ) T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L

�
R3
�
( este endomor�sm ):

b) �Se determin¼a C (T )C :
modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei B1 = C � X = R3 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
B2 = C � Y = R38<: T (e1) = T ((1; 0; 0)) = (1; 2; 1) = e1 + 2e2 + e3;

T (e2) = T ((0; 1; 0)) = (1; 3; 0) = e1 + 3e2 + 0e3;
T (e3) = T ((0; 0; 1)) = (0;�1;�1) = 0e1 � e2 � e3;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C (T )C =

0@ 1 1 0
2 3 �1
1 0 �1

1A
modul 2: (se aplic¼a numai dac¼a bazele din X, respectiv Y sunt bazele canonice) Se descompune un vector
oarecare x în raport cu vectorii bazei B1 = C � X = R3, respectiv T (x) în raport cu vectorii bazei
B2 = C � Y = R3
x = (x1; x2; x3) = x1e1 + x2e2 + x3e3;
T (x) = (x1 + x2; 2x1 + 3x2 � x3; x1 � x3) =

= (x1 + x2) e1 + (2x1 + 3x2 � x3) e2 + (x1 � x3) e3;
şi se observ¼a c¼a0@ x1 + x2

2x1 + 3x2 � x3
x1 � x3

1A =

0@ 1 1 0
2 3 �1
1 0 �1

1A �
0@ x1
x2
x3

1A)C (T )C =

0@ 1 1 0
2 3 �1
1 0 �1

1A :
�Se determin¼a B (T )C :
modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei B1 = B � X = R3 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
B2 = C � Y = R38<: T (v1) = T ((0; 1; 1)) = (1; 2;�1) = e1 + 2e2 � e3;

T (v2) = T ((1; 0; 1)) = (1; 1; 0) = e1 + e2 + 0e3;
T (v3) = T ((1; 1; 0)) = (2; 5; 1) = 2e1 + 5e2 + e3;
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Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

B (T )C =

0@ 1 1 2
2 1 5
�1 0 1

1A
modul 2: greoi.
�Se determin¼a B (T )B :
modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei B1 = B � X = R3 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
B2 = B � Y = R38<: T (v1) = T ((0; 1; 1)) = (1; 2;�1) = p11v1 + p21v2 + p31v3;

T (v2) = T ((1; 0; 1)) = (1; 1; 0) = p12v1 + p22v2 + p32v3;
T (v3) = T ((1; 1; 0)) = (2; 5; 1) = p13v1 + p23v2 + p33v3:

Sistemul anterior este echivalent cu 3 sisteme de ecuaţii liniare, cu aceeaşi coe�cienţi, daţi de componen-
tele vectorilor v01 = v1;v

0
2 = v2;v

0
3 = v3 şi cu termeni liberi diferi̧ti, daţi de componentele vectorilor

T (v1) ; T (v2) ; T (v3) :0BBBBBBB@
0 1 1
1 0 1
1 1 0| {z }

vect. din B2

������
1
2
�1

������
1
1
0

������
2
5
1

1A
| {z }
T (vect. din B1)

pas intermediar�
l2
l3
l1

0@ 1 0 1
1 1 0
0 1 1

������
2
�1
1

������
1
0
1

������
5
1
2

1A pas1�
l1

�l1 + l2
l30@ 1 0 1

0 1 �1
0 1 1

������
2
�3
1

������
1
�1
1

������
5
�4
2

1A pas2�
l1
l2

�l2 + l3

0@ 1 0 1
0 1 �1
0 0 2

������
2
�3
4

������
1
�1
2

������
5
�4
6

1A pas intermediar�
l1
l2
1
2 l3

0@ 1 0 1
0 1 �1
0 0 1

������
2
�3
2

������
1
�1
1

������
5
�4
3

1A pas10�
�l3 + l1
l3 + l2
l3

0BBBBBBB@
1 0 0
0 1 0
0 0 1| {z }
I3

������
0
�1
2

������
0
0
1

������
2
�1
3

1A
| {z }

B1 (T )B2

S-a obţinut

8<: p11 = 0
p21 = �1
p31 = 2

;

8<: p12 = 0
p22 = 0
p32 = 1

;

8<: p13 = 2
p23 = �1
p33 = 3

adic¼a B (T )B = P =

0@ 0 0 2
�1 0 �1
2 1 3

1A :
modul 2: greoi.
modul 3: Se foloseşte legea de schimbare a matricei unei aplicaţii liniare la o schimbare de baze)

B (T )B = (CAB)
�1 �C (T )C �C AB ,

unde CAB este matricea de trecere de la baza C la baza B adic¼a8<: v1 = 0e1 + e2 + e3
v2 = e1 + 0e2 + e3
v3 = e1 + e2 + 0e3

)C AB =

0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A :
Se calculeaz¼a şi (CAB)

�10@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A pas intermediar�
l2
l1
l3

0@ 1 0 1
0 1 1
1 1 0

������
0 1 0
1 0 0
0 0 1

1A pas1�
l1
l2

�l1 + l3
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0@ 1 0 1
0 1 1
0 1 �1

������
0 1 0
1 0 0
0 �1 1

1A pas2�
l1
l2

�l2 + l3

0@ 1 0 1
0 1 1
0 0 �2

������
0 1 0
1 0 0
�1 �1 1

1A pas10�
l3 + 2l1
l3 + 2l2
l30@ 2 0 0

0 2 0
0 0 �2

������
�1 1 1
1 �1 1
�1 �1 1

1A pas �nal�
1
2 l1
1
2 l2
� 1
2 l3

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

������
�1
2

1
2

1
2

1
2

�1
2

1
2

1
2

1
2

�1
2

1A)

(CAB)
�1
=

0@ �1
2

1
2

1
2

1
2

�1
2

1
2

1
2

1
2

�1
2

1A :
Atunci B (T )B =

0@ �1
2

1
2

1
2

1
2

�1
2

1
2

1
2

1
2

�1
2

1A0@ 1 1 0
2 3 �1
1 0 �1

1A0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A =

0@ 0 0 2
�1 0 �1
2 1 3

1A :
Se observ¼a c¼a C (T )C �B (T )B :

Obs. rangC (T )C = rangB (T )C = rangB (T )B : Este su�cient atunci s¼a se observe c¼a
rangC (T )C = 3; n = m = 3 ) T este izomor�sm, chiar automor�sm.

Exerci̧tiul 3. Fie funçtia T : R3 ! R4;de�nit¼a prin 8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) :
T (x) = (x1 + x2; x1 + x3; x2 � x3; x1 � x2 + 2x3) :

a) S¼a se demonstreze c¼a T este o aplicaţie liniar¼a.
b) Fie
C1 = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1)),;
C2 = (e

0
1 = (1; 0; 0; 0) ; e

0
2 = (0; 1; 0; 0) ; e

0
3 = (0; 0; 1; 0) ; e

0
4 = (0; 0; 0; 1))

bazele canonice în R3; respectiv R4 şi
B1 = (v1 = (1; 1;�1) ;v2 = (1;�1; 1) ;v3 = (�1; 1; 1)) ;
B2 = (v

0
1 = (0; 1; 1; 1) ;v

0
2 = (1; 0; 1; 1) ;v

0
3 = (1; 1; 0; 1) ;v

0
4 = (1; 1; 1; 0))

alte baze în R3; respectiv R4. S¼a se determine matricele aplicaţiei liniare în raport cu perechile de baze
propuse C1 (T )C2 ; B1

(T )C2 , B1
(T )B2

:
Rezolvare. a) Se veri�c¼a axiomele (i) ; (ii) ca la exerci̧tiul 3 şi se obţine c¼a T este o transformare liniar¼a,
T 2 L

�
R3;R4

�
:

b) �Se determin¼a C1 (T )C2 :
modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei C1 � X = R3 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
C2 � Y = R48<: T (e1) = T ((1; 0; 0)) = (1; 1; 0; 1) = e

0
1 + e

0
2 + 0 � e03 + e04;

T (e2) = T ((0; 1; 0)) = (1; 0; 1;�1) = e01 + 0 � e02 + e03 � e04;
T (e3) = T ((0; 0; 1)) = (0; 1;�1; 2) = 0 � e01 + e02 � e03 + 2e04;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C1 (T )C2 =

0BB@
1 1 0
1 0 1
0 1 �1
1 �1 2

1CCA 2M4�3 (R) :

modul 2: (se aplic¼a numai dac¼a bazele din X, respectiv Y sunt bazele canonice) Se descompune un vector
oarecare x în raport cu vectorii bazei C1 � X = R3, respectiv T (x) în raport cu vectorii bazei C2 � Y = R4
x = (x1; x2; x3) = x1e1 + x2e2 + x3e3;
T (x) = (x1 + x2; x1 + x3; x2 � x3; x1 � x2 + 2x3) =

= (x1 + x2) e
0
1 + (x1 + x3) e

0
2 + (x2 � x3) e03 + (x1 � x2 + 2x3) e04;

şi se observ¼a c¼a
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0BB@
x1 + x2
x1 + x3
x2 � x3

x1 � x2 + 2x3

1CCA =

0BB@
1 1 0
1 0 1
0 1 �1
1 �1 2

1CCA �
0@ x1
x2
x3

1A)C1 (T )C2 =

0BB@
1 1 0
1 0 1
0 1 �1
1 �1 2

1CCA 2M4�3 (R) :

�Se determin¼a B1
(T )C2 :

modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei B1 � X = R3 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
C2 � Y = R48<: T (v1) = T ((1; 1;�1)) = (2; 0; 2;�2) = 2e01 + 0e02 + 2e03 � 2e04;

T (v2) = T ((1;�1; 1)) = (0; 2;�2; 4) = 0e01 + 2e02 � 2e03 + 4e04;
T (v3) = T ((�1; 1; 1)) = (0; 0; 0; 0) = 0e01 + 0e02 + 0e03 + 0e04;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

B1
(T )C2 =

0BB@
2 0 0
0 2 0
2 �2 0
�2 4 0

1CCA
modul 2: greoi.
�Se determin¼a B1

(T )B2
:

modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei B1 � X = R3 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
B2 � Y = R48<: T (v1) = T ((1; 1;�1)) = (2; 0; 2;�2) = p11v01 + p21v02 + p31v03 + p41v04;

T (v2) = T ((1;�1; 1)) = (0; 2;�2; 4) = p12v01 + p22v02 + p32v03 + p42v04;
T (v3) = T ((�1; 1; 1)) = (0; 0; 0; 0) = p13v01 + p23v02 + p33v03 + p43v04:

Sistemul anterior este echivalent cu 3 sisteme de ecuaţii liniare, cu aceeaşi coe�cienţi, daţi de componentele
vectorilor v01;v

0
2;v

0
3;v

0
4 şi cu termeni liberi diferi̧ti, daţi de componentele vectorilor T (v1) ; T (v2) ; T (v3) :0BBBBBBBBB@

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0| {z }
vect. din B2

��������
2
0
2
�2

��������
0
2
�2
4

��������
0
0
0
0

1CCA
| {z }
T (vect. din B1)

pas intermediar�
l2
l3
l4
l1

0BB@
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1

��������
0
2
�2
2

��������
2
�2
4
0

��������
0
0
0
0

1CCA pas1�
l1

�l1 + l2
�l1 + l3
l40BB@

1 0 1 1
0 1 �1 0
0 1 0 �1
0 1 1 1

��������
0
2
�2
2

��������
2
�4
2
0

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2

�l2 + l3
�l2 + l4

0BB@
1 0 1 1
0 1 �1 0
0 0 1 �1
0 0 2 1

��������
0
2
�4
0

��������
2
�4
6
4

��������
0
0
0
0

1CCA pas3�
l1
l2
l3

�2l3 + l40BB@
1 0 1 1
0 1 �1 0
0 0 1 �1
0 0 0 3

��������
0
2
�4
8

��������
2
�4
6
�8

��������
0
0
0
0

1CCA pas intermediar�
l1
l2
l3
1
3 l4

0BB@
1 0 1 1
0 1 �1 0
0 0 1 �1
0 0 0 1

��������
0
2
�4
8
3

��������
2
�4
6
�8
3

��������
0
0
0
0

1CCA pas10�
�l4 + l1
l2

l4 + l3
l4

0BB@
1 0 1 0
0 1 �1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

��������
�8
3
2
�4
3
8
3

��������
14
3
�4
10
3�8
3

��������
0
0
0
0

1CCA pas20�
�l3 + l1
l3 + l2
l3
l4

0BBBBBBBBB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1| {z }

I4

��������
�4
3
2
3�4
3
8
3

��������
4
3�2
3
10
3�8
3

��������
0
0
0
0

1CCA
| {z }

B1
(T )B2

:
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S-a obţinut

8>><>>:
p11 = � 4

3
p21 = 2

3
p31 = � 4

3
p41 =

8
3

;

8>><>>:
p12 = 4

3
p22 = � 2

3
p32 = 10
p42 = � 8

3

;

8>><>>:
p13 = 0
p23 = 0
p33 = 0
p43 = 0

adic¼a B1 (T )B2
= P =

0BB@
� 4
3

4
3 0

2
3 � 2

3 0
� 4
3

10
3 0

8
3 � 8

3 0

1CCA :
Dac¼a se foloseşte Scienti�c WorkPlace, matricea0BB@
0 1 1 1 2 0 0
1 0 1 1 0 2 0
1 1 0 1 2 �2 0
1 1 1 0 �2 4 0

1CCA are "row echelon form"

0BB@
1 0 0 0 � 4

3
4
3 0

0 1 0 0 2
3 � 2

3 0
0 0 1 0 � 4

3
10
3 0

0 0 0 1 8
3 � 8

3 0

1CCA
modul 2: greoi.
modul 3: Se foloseşte legea de schimbare a matricei unei aplicaţii liniare la o schimbare de baze)

B1
(T )B2

= (C2AB2
)
�1 �C1 (T )C2 �C1 AB1

.

Este mult calcul.
Obs. rangC1 (T )C2 = rangB1

(T )C2 = rangB1
(T )B2

: Este su�cient atunci s¼a se observe c¼a

rang

0BB@
1 1 0
1 0 1
0 1 �1
1 �1 2

1CCA = 2; adic¼a

rangC1 (T )C2 = 2;
2 6= m = 4) T nu este surjectiv¼a, epimor�sm.
2 6= n = 3 ) T nu este injectiv¼a, epimor�sm.

3:3: Nucleul şi imaginea unei aplica̧tii liniare

De�ni̧tii. Fie (X;+; �;K) şi (Y;+; �;K) dou¼a K-spaţii liniare şi T : X ! Y o transformare liniar¼a (T 2
L (X;Y)).
a) Se numeşte nucleul aplicaţiei liniare T muļtimea
kerT = fx 2 X;T (x) = �Yg-este subspaţiu liniar în X;

Se de�neşte defectul lui T prin def T = dimK (kerT ) :
b) Se numeşte imaginea aplicaţiei liniare T muļtimea
ImT = fy 2 Y;9x 2 X a.î. T (x) = yg-este subspaţiu liniar în Y;

Se de�neşte rangul lui T prin rang T = dimK (ImT ) :
Teorem¼a. T 2 L (X;Y) este injectiv¼a , kerT = f�Xg :
Teorem¼a. T 2 L (X;Y) este surjectiv¼a , ImT = Y:
Teorem¼a. Fie T 2 L (X;Y). Atunci
def T + rang T = dimKX.

Exerci̧tiul 2. Fie funçtia
T : R3 ! R3;8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) : T (x) = (x1 + x2; 2x1 + 3x2 � x3; x1 � x3) :

c) S¼a se determine kerT; ImT , s¼a se precizeze o baz¼a în ele. S¼a se studieze injectivitatea şi surjectivitatea
lui T .
Rezolvare.
� kerT =

�
x 2 R3;T (x) = �R3

	
Se caut¼a x = (x1; x2; x3) 2 R3 astfel încât

(x1 + x2; 2x1 + 3x2 � x3; x1 � x3) = (0; 0; 0),8<: x1 + x2 = 0
2x1 + 3x2 � x3 = 0
x1 � x3 = 0

:
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Sistemul anterior este liniar omogen cum = 3(= dimKY) ecuaţii şi n = 3(= dimKX) necunoscute (x1; x2; x3).
Se aplic¼a metoda Gauss sau, direct, deoarece matricea sistemului este chiar P =C1 (T )C2 ;������

1 1 0
2 3 �1
1 0 �1

������ = �2 6= 0) (x1; x2; x3) = (0; 0; 0) unic¼a soluţie.

kerT = f(0; 0; 0)g = f�R3g ) T este aplicaţie liniar¼a injectiv¼a (monomor�sm).

def T = dimR (kerT ) = dimR f�R3g
convenţie
= 0:

� ImT =
�
y 2 R3;9x 2 R3 a.î. T (x) = y

	
Se caut¼a y = (y1; y2; y3) 2 R3 a.î. s¼a existe x = (x1; x2; x3) 2 R3 cu proprietatea

(x1 + x2; 2x1 + 3x2 � x3; x1 � x3) = (y1; y2; y3),8<: x1 + x2 = y1
2x1 + 3x2 � x3 = y2
x1 � x3 = y3

:

Sistemul anterior este liniar neomogen cu m = 3(= dimKY) ecuaţii şi n = 3(= dimKX) necunoscute
(x1; x2; x3), cu parametrii (y1; y2; y3). Se aplic¼a metoda Gauss sau, direct,������

1 1 0
2 3 �1
1 0 �1

������ = �2 6= 0) 9 (x1; x2; x3) soluţie a sistemului, 8 (y1; y2; y3) parametri.

ImT =
�
y 2 R3;y =(y1; y2; y3) oarecare

	
= R3 ) T este aplicaţie liniar¼a surjectiv¼a (epimor�sm).

O baz¼a în ImT = R3 este C = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1)) baza canonic¼a.
rang T = dimR (ImT ) = 3:

�T este aplicaţie liniar¼a bijectiv¼a (izomor�sm, este chiar automor�sm).
� Esteste veri�cat¼a teorema rangului şi a defectului
def T + rang T = dimR R3 (0 + 3 = 3):

Exerci̧tiul 3: Fie funçtia T : R3 ! R4;de�nit¼a prin 8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) :
T (x) = (x1 + x2; x1 + x3; x2 � x3; x1 � x2 + 2x3) ::

c) S¼a se determine kerT; ImT , s¼a se precizeze o baz¼a în ele. S¼a se studieze injectivitatea şi surjectivitatea
lui T .
Rezolvare.
� kerT =

�
x 2 R3;T (x) = �R4

	
Se caut¼a x = (x1; x2; x3) 2 R3 astfel încât

(x1 + x2; x1 + x3; x2 � x3; x1 � x2 + 2x3) = (0; 0; 0; 0),8>><>>:
x1 + x2 = 0
x1 + x3 = 0
x1 � x3 = 0
x1 � x2 + 2x3 = 0

:

Sistemul anterior este liniar omogen cum = 4(= dimKY) ecuaţii şi n = 3(= dimKX) necunoscute (x1; x2; x3).
Se aplic¼a metoda Gauss, menţionând c¼a matricea sistemului este chiar:

C1 (T )C2 =

0BB@
1 1 0
1 0 1
0 1 �1
1 �1 2

1CCA 2M4�3 (R) :

0BB@
1 1 0
1 0 1
0 1 �1
1 �1 2

0
0
0
0

1CCA pas1�
l1

�l1 + l2
l3

�l1 + l4

0BB@
1 1 0
0 �1 1
0 1 �1
0 �2 2

0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2

l2 + l3
�2l2 + l4

0BB@
1 1 0
0 �1 1
0 0 0
0 0 0

0
0
0
0

1CCA

�
x1 + x2 + 0 � x3 = 0

�x2 + x3 = 0
)

8<: x1 = ��
x2 = �
x3 = � 2 R

)
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kerT =
�
x 2 R3;x = (��; �; �) ; � 2 R

	
=

8><>:x 2 R3;x = �(�1; 1; 1)| {z }
u1

; � 2 R

9>=>; = [(u1)] 6= f�R3g

) T nu este aplicaţie liniar¼a injectiv¼a (monomor�sm).
Se observ¼a c¼a B = (u1) este o baz¼a în kerT (este sistem de vectori liniar independenţi şi este sistem de

generatori pentru kerT din algoritm) ) def T = dimR (kerT ) = 1:
� ImT =

�
y 2 R3;9x 2 R3 a.î. T (x) = y

	
Se caut¼a y = (y1; y2; y3; y4) 2 R4 a.î. s¼a existe x = (x1; x2; x3) 2 R3 cu proprietatea

(x1 + x2; x1 + x3; x2 � x3; x1 � x2 + 2x3) = (y1; y2; y3; y4),8>><>>:
x1 + x2 = y1
x1 + x3 = y2
x1 � x3 = y3
x1 � x2 + 2x3 = y4

:

Sistemul anterior este liniar neomogen cu m = 4(= dimKY) ecuaţii şi n = 3(= dimKX) necunoscute
(x1; x2; x3), cu parametrii (y1; y2; y3; y4). Se aplic¼a metoda Gauss, menţionând c¼a matricea sistemului este
chiar:C1 (T )C2 :0BB@

1 1 0
1 0 1
0 1 �1
1 �1 2

y1
y2
y3
y4

1CCA pas1�
l1

�l1 + l2
l3

�l1 + l4

0BB@
1 1 0
0 �1 1
0 1 �1
0 �2 2

y1
�y1 + y2
y3

�y1 + y4

1CCA pas2�
l1
l2

l2 + l3
�2l2 + l4

0BB@
1 1 0
0 �1 1
0 0 0
0 0 0

y1
�y1 + y2

�y1 + y2 + y3
y1 � 2y2 + y4

1CCA

8>><>>:
x1 + x2 � 0 � x3 = y1

�x2 + x3 = �y1 + y2
0 = �y1 + y2 + y3
0 = y1 � 2y2 + y4

:

Sistemul anterior în necunoscutele (x1; x2; x3) cu parametrii (y1; y2; y3; y4) este compatibil ,�
�y1 + y2 + y3 = 0
y1 � 2y2 + y4 = 0

,
�
�y1 + y2 + y3 = 0

�y2 + y3 + y4 = 0
)

8>><>>:
y1 = 2 + �
y2 =  + �
y3 =  2 R
y4 = � 2 R

:

�
�1 1 1 0
1 �2 0 1

0
0

�
pas1�
l1

l1 + l2

�
�1 1 1 0
0 �1 1 1

0
0

�

ImT =
�
y 2 R4;y = (2 + �;  + �; ; �) ; ; � 2 R

	
=

8><>:y 2 R4;x = (2; 1; 1; 0)| {z }
v1

+ �(1; 1; 0; 1)| {z }
v2

; ; � 2 R

9>=>;
= [(v1;v2)] 6= Y = R4 ) T nu este aplicaţie surjectiv¼a.

Se observ¼a c¼a B0 = (v1;v2) este o baz¼a în ImT (este sistem de vectori liniar independenţi şi este sistem
de generatori pentru ImT din algoritm) ) rang T = dimR (ImT ) = 2:
� Este veri�cat¼a teorema rangului şi a defectului
def T + rang T = dimR R3 (1 + 2 = 3):

Exerci̧tiul 4. Fie spaţiile liniare reale (M2�3 (R) ;+; �;R) şi (R2 [x] ;+; �;R) : Se de�neşte funçtia T :

M2�3 (R)! R2 [x] prin 8A 2M2�3 (R) ; A =

�
a11 a12 a13
a21 a22 a23

�
;

T (A) = (a11 + a13)x
2 + (a21 � a22)x+ a23:

a) S¼a se demonstreze c¼a T este o aplicaţie liniar¼a.
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b) Fie C1 =
�
E11 =

�
1 0 0
0 0 0

�
; :::;E23 =

�
0 0 0
0 0 1

��
baza canonic¼a în (M2�3 (R) ;+; �;R) şi C2 =�

p0 = 1;p1 = x;p2 = x
2
�
baza canonic¼a în (R2 [x] ;+; �;R). S¼a se determine matricele aplicaţiei liniare în

bazele propuse C1 (T )C2 :
c) S¼a se precizeze kerT şi ImT şi câte o baz¼a în ele. S¼a se studieze injectivitatea şi surjectivitatea lui T:
Rezolvare. a) Se veri�c¼a axiomele:
(i) 8

�
A; eA� 2 (M2�3 (R))2 : T

�
A+ eA� = T (A) + T �eA�.

Fie 8
�
A; eA� 2 (M2�3 (R))2 )

T
�
A+ eA� = T �� a11 a12 a13

a21 a22 a23

�
+

� ea11 ea12 ea13ea21 ea22 ea23
��

=

= T

��
a11 + ea11 a12 + ea12 a13 + ea13
a21 + ea21 a22 + ea22 a23 + ea23

��
=

= ((a11 + ea11) + (a13 + ea13))x2 + ((a21 + ea21)� (a22 + ea22))x+ (a23 + ea23) =M1:

T (A) + T
�eA� = T �� a11 a12 a13

a21 a22 a23

��
+ T

�� ea11 ea12 ea13ea21 ea22 ea23
��

=

= (a11 + a13)x
2 + (a21 � a22)x+ a23 + (ea11 + ea13)x2 + (ea21 � ea22)x+ ea23 =M2:

Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (i) este veri�cat¼a.
(ii) 8 (�;A) 2 R�M2�3 (R) ; T (�A) = �T (A) :
Fie 8 (�;A) 2 R�M2�3 (R))

T (�A) = T

�
�

�
a11 a12 a13
a21 a22 a23

��
= T

��
�a11 �a12 �a13
�a21 �a22 �a23

��
=

= ((�a11) + (�a13))x
2 + ((�a21)� (�a22))x+ (�a23) =M1:

�T (A) = �T

��
a11 a12 a13
a21 a22 a23

��
=

= �
�
(a11 + a13)x

2 + (a21 � a22)x+ a23
�
=M2:

Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (ii) este veri�cat¼a.
Din (i) şi (ii) ) T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L (M2�3 (R) ;R2 [x]) :
b) �Se determin¼a C1 (T )C2 :
modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei C1 � X =M2�3 (R) şi se exprim¼a în raport cu vectorii
bazei C2 � Y = R2 [x]8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

T (E11) = T

��
1 0 0
0 0 0

��
= x2 = 0p0 + 0p1 + p2;

T (E12) = T

��
0 1 0
0 0 0

��
= 0 = 0p0 + 0p1 + 0p2;

T (E13) = T

��
0 0 1
0 0 0

��
= x2 = 0p0 + 0p1 + p2;

T (E21) = T

��
0 0 0
1 0 0

��
= x = 0p0 + p1 + 0p2;

T (E22) = T

��
0 0 0
0 1 0

��
= �x = 0p0 � p1 + 0p2;

T (E23) = T

��
0 0 0
0 0 1

��
= 1 = 1p0 + 0p1 + 0p2;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C1 (T )C2 =

0@ 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 �1 0
1 0 1 0 0 0

1A
modul 2: Se descompune un vector oarecare A în raport cu vectorii bazei C1 � X = M2�3 (R), respectiv
T (A) în raport cu vectorii bazei C2 � Y = R2 [x]

A =

�
a11 a12 a13
a21 a22 a23

�
= a11E11 + a12E12 + a13E13 + a21E21 + a22E22 + a23E23;

T (A) = (a11 + a13)x
2 + (a21 � a22)x+ a23 =
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= (a23)p0 + (a21 � a22)p1 + (a11 + a13)p2;
şi se observ¼a c¼a

0@ a23
a21 � a22
a11 + a13

1A =

0@ 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 �1 0
1 0 1 0 0 0

1A �
0BBBBBB@
a11
a12
a13
a21
a22
a23

1CCCCCCA)C1 (T )C2 =

0@ 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 �1 0
1 0 1 0 0 0

1A :
Cum rangC1 (T )C2 = 3 = m; m e num¼arul de linii din matrice, m � n) T este aplicaţie liniar¼a surjectiv¼a

(epimor�sm), dar nu este aplicaţie injectiv¼a.
c) � kerT =

�
A 2M2�3 (R) ;T (A) = �R2[x]

	
Se caut¼a A =

�
a11 a12 a13
a21 a22 a23

�
2M2�3 (R) astfel încât

(a11 + a13)x
2 + (a21 � a22)x+ a23 = 0 � 1 + 0 � x+ 0 � x2 ,8<: a23 = 0

a21 � a22 = 0
a11 + a13 = 0

:

Sistemul anterior este liniar omogen cum = 3(= dimKY) ecuaţii şi n = 6(= dimKX) necunoscute (a11; a12; a13; a21; a22; a23).
Se aplic¼a metoda Gauss, menţionând c¼a matricea sistemului este chiar C1 (T )C2 , sau, direct,

rang

0@ 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 �1 0
1 0 1 0 0 0

1A = 3; deoarece det (c1; c4; c6) =

������
0 0 1
0 1 0
1 0 0

������ = �1 6= 0:
Se aleg necunoscutele corespunz¼atoare coloanelor ca �ind principale, celelalte secundare.

)

8>>>>>><>>>>>>:

a11 = ��
a12 = � 2 R
a13 = � 2 R
a21 = 
a22 =  2 R
a23 = 0

kerT =

�
A 2M2�3 (R) ;A =

�
�� � �
  0

�
; �; �;  2 R

�

=

8>>><>>>:A 2M2�3 (R) ;A = �

�
0 1 0
0 0 0

�
| {z }

A1

+ �

�
�1 0 1
0 0 0

�
| {z }

A2

+ 

�
0 0 0
1 1 0

�
| {z }

A3

; �; �;  2 R

9>>>=>>>;
= [(A1;A2;A3)] 6=

�
�M2�3(R)

	
) T nu este aplicaţie injectiv¼a.
Se observ¼a c¼a B = (A1;A2;A3) este o baz¼a în kerT (este sistem de vectori liniar independenţi şi este

sistem de generatori pentru kerT din algoritm) ) def T = dimR (kerT ) = 3:
� ImT = fp 2 R2 [x] ; 9A 2M2�3 (R) a.î. T (A) = pg

Se caut¼a p = b0 + b1x + b2x
2 2 R2 [x] astfel încât s¼a existe A =

�
a11 a12 a13
a21 a22 a23

�
2 M2�3 (R) cu

proprietatea
(a11 + a13)x

2 + (a21 � a22)x+ a23 = b0 + b1x+ b2x2 ,8<: a23 = b0
a21 � a22 = b1
a11 + a13 = b2

:

Sistemul anterior este liniar neomogen cu m = 3(= dimKY) ecuaţii şi n = 6(= dimKX) necunoscute
(a11; a12; a13; a21; a22; a23), cu parametrii (b0; b1; b2). Se aplic¼a metoda Gauss, menţionând c¼a matricea sis-
temului este chiar C1 (T )C2 , sau, direct,
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rang

0@ 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 �1 0
1 0 1 0 0 0

1A = 3 = rang

0@ 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 �1 0
1 0 1 0 0 0

������
b0
b1
b2

1A)9 (a11; a12; a13; a21; a22; a23)

soluţie a sistemului, 8 (b0; b1; b2) parametri.
ImT =

�
p 2 R2 [x] ;p =b0 + b1x+ b2x2 oarecare

	
= R2 [x]) T este aplicaţie liniar¼a surjectiv¼a (epimor�sm).

O baz¼a în ImT = R2 [x] este C2 =
�
p1 = 1;p2 = x;p3 = x

2
�
baza canonic¼a) rang T = dimR (ImT ) = 3:

� Esteste veri�cat¼a teorema rangului şi a defectului
def T + rang T = dimRM2�3 (R) (3 + 3 = 6):

Exerci̧tiul 5. Fie spaţiile liniare reale (R4 [x] ;+; �;R) şi (R3 [x] ;+; �;R) : S¼a se determine matricea asociat¼a
aplicaţiei liniare T : R4 [x]! R3 [x] de�nit¼a prin 8p 2 R4 [x] ; T (p) = p0 (p0 este derivata funçtiei polinomiale
p : R ! R ataşat¼a polinomului p) în raport cu bazele C1 =

�
1; x; x2; x3; x4

�
în (R4 [x] ;+; �;R) şi C2 =�

1; x; x2; x3
�
în (R3 [x] ;+; �;R) :

Rezolvare.�Se poate ar¼ata direct c¼a T este aplicaţie liniar¼a, deoarece
(i) 8 (p; ep) 2 (R4 [x])2 : T (p+ ep) = T (p) + T (ep).
Fie 8 (p; ep) 2 (R4 [x])2 )
T (p+ ep) = (p+ ep)0 = p0 + ep0 = T (p) + T (ep)

) (i) este veri�cat¼a.
(ii) 8 (�;p) 2 R� R4 [x] ; T (�p) = �T (p) :
Fie 8 (�;p) 2 R� R4 [x])
T (�p) = (�p)

0
= �p0 = �T (p) :

) (ii) este veri�cat¼a.
Din (i) şi (ii) ) T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L (R4 [x] ;R3 [x]) :
�Fie 8p = a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x42R4 [x]. Se identi�c¼a polinomul p cu funçtia polinomial¼a p : R! R,
p (x) = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4:
Atunci legea de asociere pentru T este dat¼a detaliat de
T
�
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4
�
= a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + 4a4x
3:

Se poate ar¼ata c¼a T 2 L (R4 [x] ;R3 [x]) şi folosind legea de asociere dat¼a detaliat.
�Se determin¼a C1 (T )C2 :
modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei C1 =

�
1; x; x2; x3; x4

�
� X = R4 [x] şi se exprim¼a în raport

cu vectorii bazei C2 =
�
1; x; x2; x3

�
� Y = R3 [x] :8>>>>><>>>>>:

T (p0) = (1)
0
= 0 = 0q0 + 0q1 + 0q2 + 0q3;

T (p1) = (x)
0
= 1 = 1q0 + 0q1 + 0q2 + 0q3;

T (p2) =
�
x2
�0
= 2x = 0q0 + 2q1 + 0q2 + 0q3;

T (p3) =
�
x3
�0
= 3x2 = 0q0 + 0q1 + 3q2 + 0q3;

T (p4) =
�
x4
�0
= 4x3 = 0q0 + 2q1 + 0q2 + 4q3;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C1 (T )C2 =

0BB@
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4

1CCA
modul 2: Se descompune în raport cu vectorii bazei C1 =

�
1; x; x2; x3; x4

�
� X = R4 [x], respectiv în raport

cu vectorii bazei C2 =
�
1; x; x2; x3

�
� Y = R3 [x]

p = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 = a0p0 + a1p1 + a2p2 + a3p3 + a4p4;

T (p) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + 4a4x

3 = a1q0 + 2a2q1 + 3a3q2 + 4a4q3;
şi se observ¼a c¼a0BB@

a1
2a2
3a3
4a4

1CCA =

0BB@
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4

1CCA �
0BBBB@
a0
a1
a2
a3
a4

1CCCCA)C1 (T )C2 =

0BB@
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4

1CCA :
Cum rangC1 (T )C2 = 4 = m; m e num¼arul de linii din matrice, m � n ) T este aplicaţie liniar¼a surjectiv¼a
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(epimor�sm), dar nu este aplicaţie injectiv¼a.

Exerci̧tiul 6. Fie T 2 L
�
R4
�
o aplicaţie liniar¼a de�nit¼a astfel

T ((x1; x2; x3; x4)) = (x2 + x3;�x1 � x2 + x4; x1 + x2 � x4;�x1 + x3 + x4):
S¼a se determine kerT; ImT: S¼a se observe c¼a kerT = ImT:
Rezolvare. Se poate ar¼ata c¼a T 2 L

�
R4
�
(se veri�c¼a (i), (ii) ).

� kerT =
�
x 2 R4;T (x) = �R4

	
Se caut¼a x = (x1; x2; x3; x4) 2 R4 astfel încât
(x2 + x3;�x1 � x2 + x4; x1 + x2 � x4;�x1 + x3 + x4) = (0; 0; 0; 0),8>><>>:
x2 + x3 = 0
�x1 � x2 + x4 = 0
x1 + x2 � x4 = 0
�x1 + x3 + x4 = 0

:

Sistemul anterior este liniar omogen în necunoscutele (x1; x2; x3; x4).0BB@
0 1 1 0
�1 �1 0 1
1 1 0 �1
�1 0 1 1

��������
0
0
0
0

1CCA pas intermediar�
l3
l1
l2
l4

0BB@
1 1 0 �1
0 1 1 0
�1 �1 0 1
�1 0 1 1

��������
0
0
0
0

1CCA pas1�
l1
l2

l1 + l3
l1 + l40BB@

1 1 0 �1
0 1 1 0
0 0 0 0
0 1 1 0

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2
l3

l4 � l2

0BB@
1 1 0 �1
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

��������
0
0
0
0

1CCA)

�
x1 + x2 � x4 = 0

x2 + x3 = 0
)

8>><>>:
x1 = �+ �
x2 = ��
x3 = � 2 R
x4 = � 2 R

)

kerT =
�
x 2 R4;x = (�+ �;��; �; �) ; �; � 2 R

	
=

8><>:x 2 R4;x = �(1;�1; 1; 0)| {z }
u1

+ �(1; 0; 0; 1)| {z }
u2

; �; � 2 R

9>=>;
= [(u1;u2)] 6= f�R4g

) T nu este aplicaţie injectiv¼a.
Se observ¼a c¼a B = (u1;u2) este o baz¼a în kerT (este sistem de vectori liniar independenţi şi este sistem

de generatori pentru kerT din algoritm) ) def T = dimR (kerT ) = 2:
� ImT =

�
y 2 R4;9x 2 R4 a.î. T (x) = y

	
Se caut¼a y = (y1; y2; y3; y4) 2 R4 astfel încât s¼a existe x = (x1; x2; x3; x4) 2 R4 cu proprietatea
(x2 + x3;�x1 � x2 + x4; x1 + x2 � x4;�x1 + x3 + x4) = (y1; y2; y3; y4),8>><>>:
x2 + x3 = y1
�x1 � x2 + x4 = y2
x1 + x2 � x4 = y3
�x1 + x3 + x4 = y4

:

Sistemul anterior este liniar neomogen cu necunoscutele (x1; x2; x3; x4) şi cu cu parametrii (y1; y2; y3; y4).
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0BB@
0 1 1 0
�1 �1 0 1
1 1 0 �1
�1 0 1 1

��������
y1
y2
y3
y4

1CCA pas intermediar�
l3
l1
l2
l4

0BB@
1 1 0 �1
0 1 1 0
�1 �1 0 1
�1 0 1 1

��������
y3
y1
y2
y4

1CCA pas1�
l1
l2

l1 + l3
l1 + l40BB@

1 1 0 �1
0 1 1 0
0 0 0 0
0 1 1 0

��������
y3
y1

y2 + y3
y3 + y4

1CCA pas2�
l1
l2
l3

l4 � l2

0BB@
1 1 0 �1
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

��������
y3
y1

y2 + y3
�y1 + y3 + y4

1CCA)

8>><>>:
x1 + x2 � x4 = y3
x2 + x3 = y1
0 = y2 + y3

0 = �y1 + y3 + y4
Sistemul anterior în necunoscutele (x1; x2; x3; x4) şi cu parametrii (y1; y2; y3; y4) este compatibil ,�

y2 + y3 = 0
�y1 + y3 + y4 = 0

)

8>><>>:
y1 =  + �
y2 = �
y3 =  2 R
y4 = � 2 R

)

ImT =
�
y 2 R4;y = ( + �;�; ; �) ; ; � 2 R

	
=

8><>:y 2 R4;x = (1;�1; 1; 0)| {z }
v1

+ �(1; 0; 0; 1)| {z }
v2

; ; � 2 R

9>=>;
= [(v1;v2)] 6= R4 ) T nu este aplicaţie surjectiv¼a.

Se observ¼a c¼a B0 = (v1;v2) este o baz¼a în ImT (este sistem de vectori liniar independenţi şi este sistem
de generatori pentru ImT din algoritm) ) rang T = dimR (ImT ) = 2:
� Este veri�cat¼a teorema rangului şi a defectului
def T + rang T = dimR R4 (2 + 2 = 4):

Observa̧tie. Fie (u1;u2), (v1;v2) doua sisteme de vectori liniar independenţi din (X;+; �;K) (se poate ca
fu1;u2g 6= fv1;v2g ). Atunci
[(u1;u2)] = [(v1;v2)],

( [(u1;u2)] � [(v1;v2)] şi [(u1;u2)] � [(v1;v2)] ),
( 8u 2 [(u1;u2)]) u 2 (v1;v2)) şi 8v 2 [(v1;v2)]) v 2 [(u1;u2)] ],
( u12 [(v1;v2)] ;u22 [(v1;v2)] şi v12 [(u1;u2)] ;v22 [(u1;u2)] )

Exerci̧tiul 8. Fie spaţiul liniar real
�
R3;+; �;R

�
cu bazele

B1 = (u1 = (1; 2;�2) ;u2 = (0; 2;�1) ;u3 = (1;�2; 1)) ;
B2 = (v1 = (1; 1; 0) ;v2 = (�1; 1;�1) ;v3 = (2; 0;�1)) :

S¼a se determine aplicaţia liniar¼a T care duce vectorii bazei B1 în vectorii bazei B2. S¼a se determine matricele
aplicaţiei liniare în bazele propuse B1

(T )B2
, C (T )C : S¼a se determine T (x), unde x = (2; 2; 2) ; coordonatele

�ind date în baza canonic¼a din R3.
Rezolvare. �Se ştie c¼a8<: T (u1) = v1 + 0v2 + 0v3;

T (u2) = 0v1 + v2 + 0v3;
T (u3) = 0v1 + 0v2 + v3;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

B1 (T )B2
=

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
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�Se determin¼a C (T )C :
modul 1, modul 2: imposibil, nu se cunoaşte legea de asociere;
modul 3: Se foloseşte legea de schimbare a matricei unei aplicaţii liniare la o schimbare de baze)

C (T )C = (B2
AC)

�1 �B1
(T )B2

�B1
AC ,

unde B1
AC este matricea de trecere de la baza B1 la baza C, iar B2

AC este matricea de trecere de la baza
B2 la baza C. Chiar

C (T )C =C AB2 �B1 (T )B2
�B1 AC .

Cum8<: v1 = e1 + e2 + 0e3
v2 = 0e1 + 2e2 � e3
v3 = e1 � 2e2 + e3

)C AB2 =

0@ 1 �1 2
1 1 0
0 �1 �1

1A :
Cum8<: u1 = e1 + 2e2 � 2e3

u2 = �e1 + e2 � e3
u3 = 2e1 + 0e2 � e3

)C AB1
=

0@ 1 0 1
2 2 �2
�2 �1 1

1A :
Se calculeaz¼a şi (CAB1

)
�1
=B1

AC0@ 1 0 1
2 2 �2
�2 �1 1

������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A � ::: �

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

������
0 � 1

2 �1
1 3

2 2
1 1

2 1

1A)

B1
AC =

0@ 0 � 1
2 �1

1 3
2 2

1 1
2 1

1A :
Atunci C (T )C =

0@ 1 �1 2
1 1 0
0 �1 �1

1A0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A0@ 0 � 1
2 �1

1 3
2 2

1 1
2 1

1A =

0@ 1 �1 �1
1 1 1
�2 �2 �3

1A
�Se determin¼a T : R3 ! R3 care duce vectorii bazei B1 în vectorii bazei B2, adic¼a se determin¼a legea de

asociere a aplicaţiei liniare ce are B1
(T )B2

= I3 şi, conform celor anterioare, C (T )C =

0@ 1 �1 �1
1 1 1
�2 �2 �3

1A.
Fie 8x = (x1; x2; x3) 2 X = R3. Se determin¼a T (x) =?, adic¼a (�1; �2; �3) astfel încât

T (x) = �1e1 + �2e2 + �3e3:
Se g¼aseşte0@ �1

�2
�3

1A =C (T )C �

0@ x1
x2
x3

1A =

0@ 1 �1 �1
1 1 1
�2 �2 �3

1A0@ x1
x2
x3

1A =

0@ x1 � x2 � x3
x1 + x2 + x3

�2x1 � 2x2 � 3x3

1A ;
adic¼a
T (x) = (x1 � x2 � x3) e1 + (x1 + x2 + x3) e2 + (�2x1 � 2x2 � 3x3) e3 =

(x1 � x2 � x3; x1 + x2 + x3;�2x1 � 2x2 � 3x3) :
Atunci
T ((2; 2; 2)) = (2� 2� 2; 2 + 2 + 2;�2 � 2� 2 � 2� 3 � 2) = (�2; 6;�14) :

3:4: Matricea ataşat¼a aplica̧tiei liniare compunere într-o pereche de baze

Teorem¼a. Fie (X;+; �;K), (Y;+; �;K) şi (Z;+; �;K) trei K-spaţii liniare cu dimKX = n, dimKY = m şi
dimK Z = p. Fie B1 = (v1; :::;vn) baz¼a în X, B2 = (v01; :::;v0m) baz¼a în Y şi B3 =

�
v001 ; :::;v

00
p

�
baz¼a în Z. Fie

T 2 L (X;Y) şi S 2 L (Y;Z). Atunci 9S � T 2 L (X;Z) şi are loc
B1
(S � T )B3

=B2
(S)B3

�B1
(T )B2

:

Exerci̧tiul 11. Fie spaţiile liniare reale (R1 [x] ;+; �;R) ; (R2 [x] ;+; �;R) şi (R3 [x] ;+; �;R) : Se de�nesc
aplicaţiile:
T : R1 [x]! R2 [x] ;8p = a0 + a1x; T (p) = 2a0 � a1x2 ,
S : R2 [x]! R3 [x] ;8q = b0 + b1x+ b2x2; S (q) = b2 + b1x2 � 3b0x3.

a) S¼a se veri�ce c¼a T şi S sunt aplicaţii liniare.
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b) S¼a se determine S � T şi s¼a se veri�ce c¼a este aplicaţie liniar¼a.
c) S¼a se veri�ce c¼a:

C1 (S � T )C3 =C2 (S)C3 �C1 (T )C2 ;
unde � este operaţia de compunere a funçtiilor, iar � este operaţia de înmuļtire a matricelor, C1=(1;x) este
baza canonic¼a din (R1 [x] ;+; �;R), C2=

�
1;x; x2

�
este baza canonic¼a din (R2 [x] ;+; �;R), C3=

�
1;x; x2; x3

�
este baza canonic¼a din (R3 [x] ;+; �;R).
Rezolvare. a) Se veri�c¼a axiomele:
(i) 8 (p; ep) 2 (R1 [x])2 : T (p+ ep) = T (p) + T (ep).
Fie 8p = a0 + a1x 2 R1 [x] ;8p = ea0 + ea1x 2 R1 [x])
T (p+ ep) = T (a0 + a1x+ ea0 + ea1x) = T ((a0 + ea0) + (a1 + ea1)x) =

= 2 (a0 + ea0)� (a1 + ea1)x2 =M1:
T (p) + T (ep) = T (a0 + a1x) + T (ea0 + ea1x) =

= 2a0 � a1x2 + 2ea0 � ea1x2 =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (i) este veri�cat¼a.
(ii) 8 (�;p) 2 R� R1 [x] ; T (�p) = �T (p) :
Fie 8� 2 R, 8p = a0 + a1x 2 R1 [x])
T (�p) = T (� (a0 + a1x)) = T ((�a0) + (�a1)x) =

= 2 (�a0)� (�a1)x2 =M1:
�T (p) = �T (a0 + a1x) =

= �
�
2a0 � a1x2

�
=M2:

Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (ii) este veri�cat¼a.
Din (i) şi (ii) ) T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L (R1 [x] ;R2 [x]) :

Analog ) S este aplicaţie liniar¼a, S 2 L (R2 [x] ;R3 [x]) :
b) R1 [x]

T! R2 [x] = R2 [x]
S! R3 [x]

b_________S�T_ ________"
) 9S � T : R1 [x]! R3 [x], 8p = a0 + a1x 2 R1 [x] ;

= (S � T ) (p) = S (T (p)) = S
�
2a0 � a1x2

�
=

= (�a1) + 0x2 � 3 (2a0)x3 = �a1 � 6a0x3:
Cum R1 [x]

S! R3 [x] " R1 [x]
T! R2 [x], de fapt ImS " R1 [x] ) @T � S:

Se veri�c¼a axiomele de liniaritate pentru S � T : R1 [x]! R3 [x] ;8p = a0 + a1x 2 R1 [x] ;
(S � T ) (p) = �a1 � 6a0x3:

(i) 8 (p; ep) 2 (R1 [x])2 : (S � T ) (p+ ep) = T (p) + T (ep).
Fie 8p = a0 + a1x 2 R1 [x] ;8p = ea0 + ea1x 2 R1 [x])
(S � T ) (p+ ep) = (S � T ) (a0 + a1x+ ea0 + ea1x) = (S � T ) ((a0 + ea0) + (a1 + ea1)x) =

= � (a1 + ea1)� 6 (a0 + ea0)x3 =M1:
(S � T ) (p) + (S � T ) (ep) = (S � T ) (a0 + a1x) + (S � T ) (ea0 + ea1x) =

= �a1 � 6a0x3 � ea1 � 6ea0x3 =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (i) este veri�cat¼a.
(ii) 8 (�;p) 2 R� R1 [x] ; (S � T ) (�p) = �T (p) :
Fie 8� 2 R, 8p = a0 + a1x 2 R1 [x])
(S � T ) (�p) = T (� (a0 + a1x)) = T ((�a0) + (�a1)x) =

= � (�a1)� 6 (�a0)x3 =M1:
� (S � T ) (p) = �T (a0 + a1x) =

= �
�
�a1 � 6a0x3

�
=M2:

Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (ii) este veri�cat¼a.
Din (i) şi (ii) ) S � T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L (R1 [x] ;R3 [x]) :
Se putea a�rma direct c¼a S � T este aplicaţie liniar¼a, conform Teoremei, deoarece T este aplicaţie liniar¼a şi
S este aplicaţie liniar¼a.
c) �Se determin¼a C1 (T )C2 :
modul 1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei C1=(1;x) � X = R1 [x] şi se exprim¼a în raport cu vectorii
bazei C2=

�
1;x; x2

�
� Y = R2 [x]
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�
T (p0) = T (1) = 2 = 2q0 + 0q1 + 0q2;
T (p1) = T (x) = �x2 = 0q0 + 0q1 � q2;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C1 (T )C2 =

0@ 2 0
0 0
0 �1

1A
modul 2: Se descompune un vector oarecare p în raport cu vectorii bazei C1 = (1;x) � X = R1 [x], respectiv
vectorul T (p) în raport cu vectorii bazei C2 =

�
1;x; x2

�
� Y = R2 [x]

p = a0 + a1x = a0p0 + a1p1;
T (p) = 2a0 � a1x2 = 2a0q0 + 0q1 � a1q2;

şi se observ¼a c¼a0@ 2a0
0
�a1

1A =

0@ 2 0
0 0
0 �1

1A � � a0
a1

�
)C1 (T )C2 =

0@ 2 0
0 0
0 �1

1A :
�Se determin¼a C2 (S)C3 :
modul 1: Se calculeaz¼a S aplicat în vectorii bazei C2 =

�
1;x; x2

�
� Y = R2 [x] şi se exprim¼a în raport cu

vectorii bazei C3 =
�
1;x; x2; x3

�
� Z = R3 [x]8<: S (q0) = S (1) = �3x3 = 0r0 + 0r1 + 0r2 � 3r3;

S (q1) = S (x) = x
2 = 0r0 + 0r1 + r2 + 0r3;

S (q2) = S
�
x2
�
= 1 = r0 + 0r1 + 0r2 + 0r3;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C2 (S)C3 =

0BB@
0 0 1
0 0 0
0 1 0
�3 0 0

1CCA
modul 2: Se descompune un vector oarecare q în raport cu vectorii bazei C2 =

�
1;x; x2

�
� Y = R2 [x],

respectiv vectorul S (q) în raport cu vectorii bazei C3 =
�
1;x; x2; x3

�
� Z = R3 [x]

q = b0 + b1x+ b2x
2 = b0q0 + b1q1 + b2q2;

S (q) = b2 + b1x
2 � 3b0x3 = b2r0 + 0r1 + b1r2 � 3b0r3;

şi se observ¼a c¼a0BB@
b2
0
b1
�3b0

1CCA =

0BB@
0 0 1
0 0 0
0 1 0
�3 0 0

1CCA �
0@ b0
b1
b2

1A)C2 (S)C3 =

0BB@
0 0 1
0 0 0
0 1 0
�3 0 0

1CCA :
�Se determin¼a C1 (S � T )C3 :
modul 1: Se calculeaz¼a S � T aplicat în vectorii bazei C1 = (1;x) � X = R1 [x] şi se exprim¼a în raport cu
vectorii bazei C3 =

�
1;x; x2; x3

�
� Z = R3 [x]�

(S � T ) (p0) = (S � T ) (1) = �6x3 = 0r0 + 0r1 + 0r2 � 6r3;
(S � T ) (p1) = (S � T ) (x) = �1 = �r0 + 0r1 + 0r2 + 0r3;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C1 (S � T )C3 =

0BB@
0 �1
0 0
0 0
�6 0

1CCA
modul 2: Se descompune un vector oarecare p în raport cu vectorii bazei C1 = (1;x) � X = R1 [x], respectiv
vectorul (S � T ) (p) în raport cu vectorii bazei C3 =

�
1;x; x2; x3

�
� Z = R3 [x]

p = a0 + a1x = a0p0 + a1p1;
(S � T ) (p) = �a1 � 6a0x3 = �a1r0 + 0r1 + 0r2 � 6a0r3;

şi se observ¼a c¼a0BB@
�a1
0
0

�6a0

1CCA =

0BB@
0 �1
0 0
0 0
�6 0

1CCA � � a0
a1

�
)C1 (S � T )C3 =

0BB@
0 �1
0 0
0 0
�6 0

1CCA :
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�Se veri�c¼a

C2 (S)C3 �C1 (T )C2 =

0BB@
0 0 1
0 0 0
0 1 0
�3 0 0

1CCA �
0@ 2 0
0 0
0 �1

1A =

0BB@
0 �1
0 0
0 0
�6 0

1CCA =C1 (S � T )C3

3.5. Matricea ataşat¼a aplica̧tiei liniare inverse intr-o pereche de baze

Teorem¼a. Fie (X;+; �;K) şi (Y;+; �;K) dou¼a K-spaţii liniare cu dimKX = n şi dimKY = n. Fie B1 =
(v1; :::;vn) baz¼a în X şi B2 = (v01; :::;v0n) baz¼a în Y. Fie T 2 L (X;Y) un izomor�sm. Atunci 9T�1 2 L (Y;X)
şi are loc

B2

�
T�1

�
B1
=
�
B1 (T )B2

��1
:

Exerci̧tiul 13. Fie spaţiul liniar real
�
R2;+; �;R

�
. Se de�neşte funçtia

T : R2 ! R2; 8x = (x1; x2) ; T (x) = (x1 � 2x2; x2 � x1) ;
a) S¼a se veri�ce c¼a T este aplicaţie liniar¼a.
b) S¼a se studieze dac¼a T este inversabil¼a şi, dac¼a da, s¼a se determine T�1 şi s¼a se arate c¼a este liniar¼a.
c) S¼a se veri�ce dac¼a C

�
T�1

�
C
= (C (T )C)

�1
:

Rezolvare. a) Se arat¼a c¼a T este aplicaţie liniar¼a. Se veri�c¼a axiomele:
(i) 8 (x; ex) 2 �R2�2 : T (x+ ex) = T (x) + T (ex).
Fie 8 (x; ex) 2 �R2�2 )
T (x+ ex) = T ((x1; x2) + (ex1; ex2)) = T ((x1 + ex1; x2 + ex2)) =

= ((x1 + ex1)� 2 (x2 + ex2) ; (x2 + ex2)� (x1 + ex1)) =M1:
T (x) + T (ex) = T ((x1; x2)) + T ((ex1; ex2)) =

= (x1 � 2x2; x2 � x1) + (ex1 � 2ex2; 4ex2 � 2ex1) =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (i) este veri�cat¼a.
(ii) 8 (�;x) 2 R� R2; T (�x) = �T (x) :
Fie 8 (�;x) 2 R� R2 )
T (�x) = T (� (x1; x2)) = T ((�x1; �x2)) =

= ((�x1)� 2 (�x2) ; (�x2)� (�x1)) =M1:
�T (x) = �T ((x1; x2; x3)) =

= � (x1 � 2x2; x2 � x1) =M2:
Se observ¼a c¼a M1 =M2 ) (ii) este veri�cat¼a.
Din (i) şi (ii) ) T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L

�
R2
�
:

b) �Se arat¼a c¼a T este inversabil¼a , bijectiv¼a.
modul 1 (cu kerT; ImT )
� � kerT =

�
x 2 R2;T (x) = �R2

	
Se caut¼a x = (x1; x2) 2 R2 astfel încât

(x1 � 2x2; x2 � x1) = (0; 0),�
x1 � 2x2 = 0
x2 � x1 = 0

:

Sistemul anterior este liniar omogen în necunoscutele (x1; x2; x3). Se aplic¼a metoda Gauss sau���� 1 �2
�1 1

���� = �1 6= 0) (x1; x2) = (0; 0) unic¼a soluţie.

kerT = f(0; 0)g = f�R2g ) T este aplicaţie liniar¼a injectiv¼a (monomor�sm).

def T = dimR (kerT ) = dimR f�R2g
convenţie
= 0:

� � ImT =
�
y 2 R2;9x 2 R2 a.î. T (x) = y

	
Se caut¼a y = (y1; y2) 2 R2 astfel încât s¼a existe x = (x1; x2) 2 R2 cu proprietatea

(x1 � 2x2; x2 � x1) = (y1; y2),�
x1 � 2x2 = y1
x2 � x1 = y2

:

Sistemul anterior este liniar neomogen cu necunoscutele (x1; x2) şi cu parametrii (y1; y2).
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���� 1 �2
�1 1

���� = �1 6= 0) 9 (x1; x2) soluţie a sistemului, 8 (y1; y2) parametri.

ImT =
�
y 2 R2;y =(y1; y2) oarecare

	
= R2 ) T este aplicaţie liniar¼a surjectiv¼a (epimor�sm).

O baz¼a în ImT = R2 este C = (e1 = (1; 0) ; e2 = (0; 1)) baza canonic¼a.
rang T = dimR (ImT ) = 2:

Deci T este aplicaţie liniar¼a bijectiv¼a (izomor�sm, este chiar automor�sm) ) T este aplicaţie liniar¼a in-
versabil¼a.
modul 2. (cu rangC (T )C)
��Se determin¼a C (T )C :
modul 2:1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei C � X = R2 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
C � Y = R2�

T (e1) = T ((1; 0)) = (1;�1) = e1 � e2;
T (e2) = T ((0; 1)) = (�2; 1) = �2e1 + e2;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C (T )C =

�
1 �2
�1 1

�
modul 2:2: Se descompune un vector oarecare x în raport cu vectorii bazei C � X = R3, respectiv vectorul
T (x) în raport cu vectorii bazei C � Y = R3
x = (x1; x2) = x1e1 + x2e2;
T (x) = (x1 � 2x2; x2 � x1) = (x1 � 2x2) e1 + (x2 � x1) e2;

şi se observ¼a c¼a�
x1 � 2x2
x2 � x1

�
=

�
1 �2
�1 1

�
�
�
x1
x2

�
)C (T )C =

�
1 �2
�1 1

�
:

� � rangC (T )C = 2 = n = m ) T este aplicaţie liniar¼a bijectiv¼a (izomor�sm, este chiar automor�sm) ) T
este aplicaţie liniar¼a inversabil¼a.
�Se determin¼a T�1 : R2 ! R2; 8y = (y1; y2) 2 R2; T�1 (y) =?:
Fie 8y = (y1; y2) 2 R2. Se caut¼a T�1 (y) = x = (x1; x2) 2 R2 astfel încât T (x) = y, adic¼a

(x1 � 2x2; x2 � x1) = (y1; y2),�
x1 � 2x2 = y1
x2 � x1 = y2

)
�
x1 = �y1 � 2y2
x2 = �y1 � y2

Aparent este acelaşi sistem cu cel de la determinarea ImT: Aici îns¼a (y1; y2) sunt daţi şi oarecare şi se caut¼a
(x1; x2) :
Se obţine T�1 (y) = (x1; x2) = (�y1 � 2y2;�y1 � y2) :
�T�1 este aplicaţie liniar¼a. Se veri�c¼a (i) şi (ii) sau rezult¼a direct din faptul c¼a T este aplicaţie liniar¼a,
conform teoremei.
c) �Se determin¼a C (T )C ca la b), modul 2:
�Se determin¼a C

�
T�1

�
C
:

modul 1: Se calculeaz¼a T�1 aplicat în vectorii bazei C � Y = R2 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
C � X = R2�

T�1 (e1) = T
�1 ((1; 0)) = (�1;�1) = �e1 � e2;

T�1 (e2) = T
�1 ((0; 1)) = (�2;�1) = �2e1 � e2;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C

�
T�1

�
C
=

�
�1 �2
�1 �1

�
:

modul 2: Se descompune în raport cu vectorii bazei C � Y = R3, respectiv în raport cu vectorii bazei
C � X = R3 :
y = (y1; y2) = y1e1 + y2e2;
T�1 (y) = (�y1 � 2y2;�y1 � y2) = (�y1 � 2y2) e1 + (�y1 � y2) e2;

şi se observ¼a c¼a�
�y1 � 2y2
�y1 � y2

�
=

�
�1 �2
�1 �1

�
�
�
y1
y2

�
)C

�
T�1

�
C
=

�
�1 �2
�1 �1

�
:

�Se veri�c¼a
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�
�1 �2
�1 �1

��
1 �2
�1 1

�
=

�
1 0
0 1

�
�

1 �2
�1 1

��
�1 �2
�1 �1

�
=

�
1 0
0 1

�
)C

�
T�1

�
C
= (C (T )C)

�1
:

Obs. Dac¼a se ştie C (T )C =
�

1 �2
�1 1

�
şi se ştie c¼a rangC (T )C = 2 = n = m; deci T este izomor�sm,

atunci se poate determina legea de asociere pentru T�1 cerut¼a la b) folosind Teorema. Într-adev¼ar, conform
Teoremei,

C

�
T�1

�
C

Teorema
= (C (T )C)

�1
=

�
1 �2
�1 1

��1
=

�
�1 �2
�1 �1

�
:

Atunci, conform de�ni̧tiei pentru C

�
T�1

�
C
)pentru 8y = (y1; y2) 2 R2; T�1 (y) = (x1; x2) ; cu�

x1
x2

�
=

�
�1 �2
�1 �1

��
y1
y2

�
)

T�1 (y) = (x1; x2) = (�y1 � 2y2;�y1 � y2).
În acest caz, în loc s¼a se veri�ce relaţia din enunţul de la c), se utilizeaz¼a la b) în determinarea legii de
asociere pentru T�1.

Exerci̧tiul 14. Fie spaţiile liniare reale
�
R3;+; �;R

�
şi (R2 [t] ;+; �;R). Se de�neşte funçtia T : R3 ! R2 [t] ;

8x 2 R3;x = (x1; x2; x3) ;
T (x) = (x1 + x3) + x2t� (x1 + x2) t2;

a) S¼a se veri�ce c¼a T este aplicaţie liniar¼a.
b) S¼a se studieze dac¼a T este inversabil¼a şi, dac¼a da, s¼a se determine T�1 şi s¼a se arate c¼a este liniar¼a.
c) S¼a se veri�ce dac¼a C2

�
T�1

�
C1
=
�
C1 (T )C2

��1
, unde C1 = ((1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (0; 0; 1)) este baza canonic¼a

din R3 iar C2 =
�
1; t; t2

�
este baza canonic¼a din R2 [t].

Rezolvare. a) Se arat¼a c¼a T este aplicaţie liniar¼a, T 2 L
�
R3;R2 [t]

�
, veri�când axiomele (i), (ii).

b) �Se arat¼a c¼a T este inversabil¼a , bijectiv¼a.
modul 1 (cu kerT; ImT )
� kerT =

�
x 2 R3;T (x) = �R2[t]

	
Se caut¼a x = (x1; x2; x3) 2 R3 astfel încât

(x1 + x3) + x2t� (x1 + x2) t2 = 0 � 1 + 0 � t+ 0 � t2 ,8<: x1 + x3 = 0
x2 = 0
�x1 � x2 = 0

:

Sistemul anterior este liniar omogen în necunoscutele (x1; x2; x3). Se aplic¼a metoda Gauss sau������
1 0 1
0 1 0
�1 �1 0

������ = 1 6= 0) (x1; x2; x3) = (0; 0; 0) unic¼a soluţie.

kerT = f(0; 0; 0)g = f�R3g ) T este aplicaţie liniar¼a injectiv¼a (monomor�sm).

def T = dimR (kerT ) = dimR f�R3g
convenţie
= 0:

� ImT =
�
p 2 R2 [t] ; 9x 2 R3 a.î. T (x) = p

	
Se caut¼a p = b0 + b1t+ b2t2 2 R2 [t] astfel încât s¼a existe x = (x1; x2; x3) 2 R3 cu proprietatea

(x1 + x3) + x2t� (x1 + x2) t2 = b0 + b1t+ b2t2 ,8<: x1 + x3 = b0
x2 = b1
�x1 � x2 = b2

:

Sistemul anterior este liniar neomogen în necunoscutele (x1; x2; x3) cu parametrii (b0; b1; b2). Se aplic¼a
metoda Gauss sau������

1 0 1
0 1 0
�1 �1 0

������ = 1 6= 0) 9 (x1; x2; x3) soluţie a sistemului, 8 (b0; b1; b2) parametri.
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ImT =
�
p 2 R2 [t] ;p = b0 + b1t+ b2t2 oarecare

	
= R2 [t]) T este aplicaţie liniar¼a surjectiv¼a (epimor�sm).

O baz¼a în ImT = R2 [t] este C2 =
�
1; t; t2

�
baza canonic¼a.

rang T = dimR (ImT ) = 3:
Deci T este aplicaţie liniar¼a bijectiv¼a (izomor�sm)) T este aplicaţie liniar¼a inversabil¼a.
modul 2. (cu rangC1 (T )C2)
��Se determin¼a C1 (T )C2 :
modul 2:1: Se calculeaz¼a T aplicat în vectorii bazei C1 � X = R3 şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
C2 � Y = R2 [t]8<: T (e1) = T ((1; 0; 0)) = 1� t2 = p0 + 0p1 � p2;

T (e2) = T ((0; 1; 0)) = t� t2 = 0p0 + p1 � p2;
T (e3) = T ((0; 0; 1)) = 1 = p0 + 0p1 + 0p2;

Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C1 (T )C2 =

0@ 1 0 1
0 1 0
�1 �1 0

1A
modul 2:2: Se descompune un vector oarecare x în raport cu vectorii bazei C1 � X = R3, respectiv vectorul
T (x) în raport cu vectorii bazei C2 � Y = R2 [t]
x = (x1; x2; x3) = x1e1 + x2e2 + x3e3;
T (x) = (x1 + x3) + x2t� (x1 + x2) t2 =

(x1 + x3)p0 + x2p1 � (x1 + x2)p2;
şi se observ¼a c¼a0@ x1 + x3

x2
�x1 � x2

1A =

0@ 1 0 1
0 1 0
�1 �1 0

1A �
0@ x1
x2
x3

1A)C1 (T )C2 =

0@ 1 0 1
0 1 0
�1 �1 0

1A :
� � rangC1 (T )C2 = 3 = n = m ) T este aplicaţie liniar¼a bijectiv¼a (izomor�sm) ) T este aplicaţie liniar¼a
inversabil¼a.
�Se determin¼a T�1 : R2 [t]! R3; 8p 2 R2 [t] ; T�1 (p) =?:
Fie 8p = b0 + b1t+ b2t2 2 R2 [t]. Se caut¼a T�1 (p) = x = (x1; x2; x3) 2 R3 astfel încât T (x) = p, adic¼a

(x1 + x3) + x2t� (x1 + x2) t2 = b0 + b1t+ b2t2 ,8<: x1 + x3 = b0
x2 = b1
�x1 � x2 = b2

)

8<: x1 = �b1 � b2
x2 = b1
x3 = b0 + b1 + b2

Aparent este acelaşi sistem cu cel de la determinarea ImT: Aici îns¼a (b0; b1; b2) sunt daţi şi oarecare şi se
caut¼a (x1; x2; x3) :
S-a obţinut T�1 (p) = (x1; x2; x3) = (�b1 � b2; b1; b0 + b1 + b2) :
�T�1 este aplicaţie liniar¼a. Se veri�c¼a (i) şi (ii) sau rezult¼a direct din faptul c¼a T este aplicaţie liniar¼a,
conform teoremei.
c) �Se determin¼a C1 (T )C2 ca la modul 2; de la punctul b).
�Se determin¼a C2

�
T�1

�
C1
:

modul 1: Se calculeaz¼a T�1 aplicat în vectorii bazei C2 � Y = R2 [t] şi se exprim¼a în raport cu vectorii bazei
C1 � X = R38<: T�1 (p0) = T

�1 (1) = (0; 0; 1) = 0e1 + 0e2 + e3;
T�1 (p1) = T

�1 (t) = (�1; 1; 1) = �e1 + e2 + e3;
T�1 (p2) = T

�1 �t2� = (�1; 0; 1) = �e1 + 0e2 + e3;
Se scriu pe coloan¼a coe�cienţii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obţinând

C2

�
T�1

�
C1
=

0@ 0 �1 �1
0 1 0
1 1 1

1A
modul 2: Se descompune în raport cu vectorii bazei C2 � Y = R2 [t], respectiv în raport cu vectorii bazei
C1 � X = R3
p = b0 + b1t+ b2t

2 = b0p0 + b1p1 + b2p2;
T�1 (p) = (�b1 � b2; b1; b0 + b1 + b2) = (�b1 � b2) e1 + (b1) e2 + (b0 + b1 + b2) e3;
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şi se observ¼a c¼a0@ �b1 � b2
b1

b0 + b1 + b2

1A =

0@ 0 �1 �1
0 1 0
1 1 1

1A �
0@ b0
b1
b2

1A)C2

�
T�1

�
C1
=

0@ 0 �1 �1
0 1 0
1 1 1

1A :
�Se veri�c¼a0@ 0 �1 �1

0 1 0
1 1 1

1A0@ 1 0 1
0 1 0
�1 �1 0

1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
0@ 1 0 1

0 1 0
�1 �1 0

1A0@ 0 �1 �1
0 1 0
1 1 1

1A =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
)C2

�
T�1

�
C1
=
�
C1 (T )C2

��1
:

Obs. Dac¼a se ştie C1 (T )C2 =

0@ 1 0 1
0 1 0
�1 �1 0

1A şi se ştie c¼a rangC1 (T )C2 = 3 = n = m; deci T este

izomor�sm, atunci se poate determina legea de asociere pentru T�1 cerut¼a la b) folosind Teorema. Într-
adev¼ar, conform Teoremei,

C2

�
T�1

�
C1

Teorema
=

�
C1 (T )C2
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Atunci, conform de�ni̧tiei pentru C2
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T�1 (p) = (x1; x2; x3) = (�b1 � b2; b1; b0 + b1 + b2).
În acest caz, în loc s¼a se veri�ce relaţia din enunţul de la c), se utilizeaz¼a la b) în determinarea legii de
asociere pentru T�1.


