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SEMINAR NR. 7, REZOLV¼ARI
Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a

5. VALORI ŞI VECTORI PROPRII

Preliminarii. Fie (X;+; �;K) un K-spaţiu liniar şi T : X! X o transformare liniar¼a, un endomor-
�sm al spaţiului X: Se numeşte vector propriu al endomor�smului T corespunz¼ator valorii proprii
� a endomor�smului un vector x 2 X, x 6= �X cu proprietatea c¼a 9� 2 K a.î. T (x) = �x:

Pentru X = V3; un vector propriu pentru T este unul care nu-̧si schimb¼a direçtia prin aplicarea
transform¼arii asupra lui.

În mecanica clasic¼a, vectorii proprii ai ecuaţiilor de traiectorie corespund modurilor naturale de
vibraţie a unui corp, iar valorile proprii frecvenţelor de vibraţie respective. În mecanica cuantic¼a,
operatorii corespund variabilelor observabile; vectorii proprii mai sunt numi̧ti şi st¼ari proprii, iar
valorile proprii ale operatorului reprezint¼a acele valori ale respectivei variabile care au probabilitate
nenul¼a de apari̧tie. Mai mult, utilitatea valorilor şi vectorilor proprii apare în:

-procesarea imaginilor,
-algoritmul Page Rank pe care se bazeaz¼a c¼aut¼arile Google,
https://www.intmath.com/matrices-determinants/8-applications-eigenvalues-eigenvectors.php
-circuite RLC;
-procese Markov
-Ingineria Structurilor- pentru determinarea frecvenţelor proprii ale vibraţiilor unor cl¼adiri sau

poduri (valorile proprii) cât şi pentru determinarea formelor acestor vibra̧tii (vectorii proprii).

Problem¼a. Fie A 2 Mn (K) (K = R sau K = C). Se pune problema determin¼arii (dac¼a exist¼a şi,
dac¼a da, g¼asirea) unei matrice D 2 Mn (K) de form¼a diagonal¼a şi a unei matrice P 2 Mn (K), cu
detP 6= 0, numit¼a matrice modal¼a, astfel înc¼at

A � D, adic¼a A = P �D �P�1 sau D = P�1 �A �P.
De�ni̧tii şi nota̧tii. Fie A 2Mn (K).
a) Se numeşte vector propriu al matricei A corespunz¼ator valorii proprii � a matricei A un vector
x 2Mn�1 (K), x 6= �Mn�1(K) pentru care 9� 2 K a.î. Ax = �x:
b) Se noteaz¼a cu

� (A) = f� 2 K;� este valoare proprie pt. Ag, muļtimea numit¼a spectrul matricei A, cu
� (A) = max fj�j ; � 2 � (A)g, num¼arul real pozitiv numit raza spectral¼a a matricei A şi cu
S� (A) = fx 2Mn�1 (K) ;x este vector propriu pt. A corespunz¼ator valorii proprii �g[

�
�Mn�1(K)

	
,

subspaţiul liniar al Mn�1 (K) numit subpaţiu propriu al matricei A corespunz¼ator valorii proprii
�.
Observa̧tie. Ax = �x, (A� �In)x = �Mn�1(K):

Sistemul liniar omogen anterior admite şi soluţii x 6= �Mn�1(K) , det (A� �In) = 0:
De�ni̧tie. Polinomul PA (�) = det (A� �In) se numeşte polinom caracteristic al matricei A.
Ecuaţia PA (�) = 0 se numeşte ecuaţie caracteristic¼a a matricei A. Rad¼acinile ecuaţiei caracteris-
tice se numesc r¼ad¼acini caracteristice ale matricei A. R¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A care
sunt din K sunt valori proprii ale matricei A.
Observa̧tie. a) Dac¼a x este vector propriu al matricei A corespunz¼ator valorii proprii � a matricei
A atunci x este vector propriu al matricei Am corespunz¼ator valorii proprii �m a matricei Am,
8m 2 N�:
b) Dac¼a x este vector propriu al matricei A corespunz¼ator valorii proprii � a matricei A atunci
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x este vector propriu al matricei P (A) corespunz¼ator valorii proprii P (�) a matricei P (A),
8P 2 K [t] :
c) Dac¼a x este vector propriu al matricei A corespunz¼ator valorii proprii � a matricei A, cu A
matrice inversabil¼a, atunci x este vector propriu al matricei A�1 corespunz¼ator valorii proprii ��1

a matricei A�1.
d) Dac¼a x este vector propriu al matricei A corespunz¼ator valorii proprii � a matricei A şi B � A
(adic¼a 9P 2Mn (K) matrice inversabil¼a a.î. B = P�1AP ); atunci x este vector propriu al matricei
B corespunz¼ator valorii proprii � a matricei B.
e) Dac¼a x1;x2 sunt vectori proprii al matricei A corespunz¼atori valorii proprii � a matricei A,
atunci x = �1x1+�2x2 este vector propriu al matricei A corespunz¼ator valorii proprii � a matricei
A;8 (�1;�2) 2 K2 a.î. x 6= �Mn�1(K):
f) Dac¼a x1;x2; :::;xm sunt vectori proprii al matriceiA corespunz¼atori valorilor proprii �1; �2; :::; �m
distincte ale matricei A, atunci

�1x1 + �2x2 + ::: + �mxm = �Mn�1(K) ) (�1;�2; :::;�m) = �Km este unic¼a soluţie, 8m 2 N�:
(l.i.)

În particular,
Subspaţiile proprii corespunz¼atoare valorilor proprii distincte au în comun doar vectorul nul:

S�1 (A) \ S�2 (A) =
�
�Mn�1(K)

	
; �1 6= �2:

Teorem¼a. a) Polinomul caracteristic al matricei A este un polinom de grad n în nedeterminata �
cu coe�cienţi din K.
b) PA (�) = (�1)n

�
�n � �1�n�1 + :::+ (�1)n �n

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin

i ai matricei A.
Teorem¼a (Jordan). Fie A 2Mn (K). Matricea A este diagonalizabil¼a ,

(i) toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din K (sunt valori proprii) ;
(ii) 8� 2 K valoare proprie a matricei A, dimK S� (A) = m (�) (multiplicitatea geometric¼a este

egal¼a cu multiplicitatea algebric¼a):
Regul¼a. a) Dac¼a matricea A este diagonalizabil¼a atunci determinarea unei matrice D 2 Mn (K)
de form¼a diagonal¼a se face scriind pe diagonal¼a valorile proprii (de atâtea ori cât este ordinul lor
de multiplicitate algebric¼a); determinarea unei matrice modale corespunz¼atoare P 2 Mn (K), cu
detP 6= 0 se face scriind pe coloane coordonatele vectorilor proprii din bazele corespunz¼atoare ale
S� (A).
b) Dac¼a A = P �D �P�1 atunci An = P �Dn �P�1:
Observa̧tie. Dac¼a A 2 Ms

n (K) este matrice simetric¼a, atunci A este ortogonal asemenea cu o
matrice diagonal¼a. Adic¼a 9D 2 Mn (K) de form¼a diagonal¼a şi 9Po 2 Mn (K), cu detPo 6= 0,
matrice modal¼a ortogonal¼a (PTo �Po = Po �PTo = I3 sau (Po)

�1 = PTo ), matrice avand pe coloane
coordonate de vectori proprii ortonormaţi, astfel înc¼at

A
o� D, adic¼a A = Po �D �PTo sau D = PTo �A �Po.

Teorem¼a (Cayley-Hamilton). 8A 2Mn (R), PA (A) = �Mn(R):
https://www.youtube.com/watch?v=8F0gdO643Tc
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Exerci̧tiul 1. Se consider¼a matricea A 2M3 (R),

A =

0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A :
a) S¼a se studieze dac¼aA este matrice diagonalizabil¼a şi, dac¼a da, s¼a se determine o matrice diagonal¼a
asemenea şi o matrice modal¼a corespunzatoare
(s¼a se determine valorile proprii ale matricei cu ordinul lor de multiplicitate şi vectorii proprii ai
matricei cu dimensiunile subspaţiilor proprii ale matricei).
b) S¼a se determine o baz¼a înM3�1 (R) format¼a din vectori proprii ai matricei A ortonormaţi. S¼a
se scrie, dac¼a exist¼a, o rela̧tie de ortogonal asem¼anare între matricea A şi o matrice diagonal¼a.
c) S¼a se calculeze An; n 2 N�.
d) Folosind Teorema Cayley-Hamilton, s¼a se determine,

d1) dac¼a exist¼a, A�1;
d2) Q (A) =

�
�A3 + 3A

�10
:

Rezolvare. a) Se studiaz¼a dac¼a A este matrice diagonalizabil¼a.
Etapa 1. Se determin¼a valorile proprii ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

������
0� � 1 1
1 0� � 1
1 1 0� �

������ = ��3 + 3�+ 2:
modul 2. PA (�) = (�1)3

�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i

ai matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0 + 0 + 0 = 0;

�2 =

���� 0 1
1 0

����
1;2

+

���� 0 1
1 0

����
1;3

+

���� 0 1
1 0

����
2;3

= �3;

�3 = detA =

������
0 1 1
1 0 1
1 1 0

������ = 2:
PA (�) = �

�
�3 � 0�2 + (�3)�� 2

�
:

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�+ 1)2 (�� 2) = 0,
�
�1 = �1 2 R cu m (�1) = 2;
�2 = 2 2 R cu m (�2) = 1:

Se observ¼a c¼a toate r¼ad¼acinile caracteristice sunt din R, adic¼a sunt valori proprii ale matricei
A.

Spectrul matricei A este � (A) = f�1; 2g :
Raza spectral¼a a matricei A este � (A) = max fj�1j ; j2jg = 2:

Etapa 2. Se determin¼a subspaţiile proprii ale matricei A, precum şi dimensiunile lor.

j�1 = �1j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = �1, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (R), x 6= �M3�1(R) a.î.(A� (�1) I3)x = �M3�1(R), adic¼a8<:
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0

)

8<:
x1 = ��� �
x2 = � 2 R
x3 = � 2 R

)
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S�1 (A) = fx 2M3�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �1 = �1g [
�
�M3�1(R)

	
=

=

8<:x 2M3�1 (R) ;x =

0@ ��� �
�
�

1A ; �; � 2 R
9=; =

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x = �

0@ �1
1
0

1A
| {z }

u11

+ �

0@ �1
0
1

1A
| {z }

u12

; �; � 2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=
��
u11;u

1
2

��
:

dimR S�1 (A) = 2 = m (�1) :
j�2 = 2j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �2 = 2, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (R), x 6= �M3�1(R) a.î.(A� 2I3)x = �M3�1(R), adic¼a8<:
�2x1 + x2 + x3 = 0
x1 � 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 � 2x3 = 0

)

8<:
x1 = 
x2 = 
x3 =  2 R

)

S�2 (A) = fx 2M3�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �2 = 2g [
�
�M3�1(R)

	
=

=

8<:x 2M3�1 (R) ;x =

0@ 



1A ;  2 R
9=; =

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x = 

0@ 1
1
1

1A
| {z }

u21

;  2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=
��
u21
��
:

dimR S�2 (A) = 1 = m (�2) :
Etapa 3. Cum toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum
multiplicit¼aţile geometrice (dimensiunile subspaţiilor proprii) coincid cu multiplicit¼aţile algebrice
ale valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabil¼a, adic¼a

9D =

0@ �1 0 0
0 �1 0
0 0 2

1A 2 M3 (R) matrice diagonal¼a şi 9P =

0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A 2 M3 (R)

matrice modal¼a, astfel înc¼at A � D, adic¼a A = P �D �P�1 sau D = P�1 �A �P. Se precizeaz¼a c¼a
matricea modal¼a P este format¼a din coloanele vectorilor proprii, baze în S�1 (A) respectiv S�2 (A).
Mai mult, matricea modal¼a P este nesingular¼a, deoarece respectivii vectori proprii formeaz¼a o baz¼a
înM3�1 (R) ; cu P =C AS .

b) Fie S =

0@u11 =
0@ �1

1
0

1A ;u12 =
0@ �1

0
1

1A ;u21 =
0@ 1
1
1

1A1A renotat¼a

S =

0@v1 =
0@ �1

1
0

1A ;v2 =
0@ �1

0
1

1A ;v3 =
0@ 1
1
1

1A1A
o baz¼a în M3�1 (R) format¼a din vectori proprii ai matricei A. Se ortonormeaz¼a aceast¼a baz¼a
utilizând procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.

Se identi�c¼aM3�1 (R) cu R3. Se ştie c¼a
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h�; �i : R3 � R3 ! R,

*0@ x1
x2
x3

1A ;
0@ y1
y2
y3

1A+ = x1y1 + x2y2 + x3y3
este produsul scalar standard în R3, iar

k�k : R3 ! R,


0@ x1
x2
x3

1A = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
este norma euclidian¼a standard în R3.

Atunci :
Etapa 0. Se observ¼a c¼a S = (v1;v2;v3) este un sistem liniar independent de vectori (e baz¼a în
M3�1 (R) ' R3).
Etapa 1. Se caut¼a S = (u1;u2;u3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.î.

�
S
�
= [S].

Se g¼aseşte

u1 = v1 =

0@ �1
1
0

1A :
ku1k2 =


0@ �1

1
0

1A
2

= (�1)2 + 12 + 02 = 2;

hv2;u1i =
*0@ �1

0
1

1A ;
0@ �1

1
0

1A+ = (�1) � (�1) + 0 � 1 + 1 � 0 = 1;
hv3;u1i =

*0@ 1
1
1

1A ;
0@ �1

1
0

1A+ = 1 � (�1) + 1 � 1 + 1 � 0 = 0:
u2 = v2 �

hv2;u1i
ku1k2

u1 =

0@ �1
0
1

1A� 1
2

0@ �1
1
0

1A = 1
2

0@ �1
�1
2

1A :
ku2k2 =

12
0@ �1
�1
2

1A
2

=
��1
2

�2
+
��1
2

�2
+ (1)2 = 3

2 ;

hv3;u2i =
*0@ 1

1
1

1A ; 12
0@ �1
�1
2

1A+ = 1 � ��12 �+ 1 � ��12 �+ 1 � 1 = 0:
u3 = v3 �

hv3;u1i
ku1k2

u1 �
hv3;u2i
ku2k2

u2 =

0@ 1
1
1

1A� 0
2

0@ �1
1
0

1A� 0
3
2

1
2

0@ �1
�1
2

1A =

0@ 1
1
1

1A :
ku3k2 =


0@ 1
1
1

1A
2

= 12 + 12 + 12 = 3:

Etapa 2. Se caut¼a So = (w1;w2;w3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care s¼a
conţin¼a doar versori a.î. [So] =

�
S
�
. Se g¼aseşte

w1 =
1

ku1k
u1 =

1p
2

0@ �1
1
0

1A ;
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w2 =
1

ku2k
u2 =

1q
3
2

1
2

0@ �1
�1
2

1A ;
w3 =

1

ku3k
u3 =

1p
3

0@ 1
1
1

1A :
�S-a g¼asit So = (w1;w2;w3) o baz¼a ortonormat¼a înM3�1 (R) ' R3, format¼a din vectori proprii ai
matricei A.
�Se construieşte matricea modal¼a care are drept coloane vectorii proprii ortonormaţi,

Po =

0B@
�1p
2

�1p
6

1p
3

1p
2

�1p
6

1p
3

0 2p
6

1p
3

1CA 2 M3 (R) matrice modal¼a (are pe coloane vectori proprii ai matricei

A) ortogonal¼a (PTo �Po = Po �PTo = I3 sau (Po)
�1 = PTo ) şi se observ¼a c¼a

PTo �A �Po =

0B@
�1p
2

1p
2

0
�1p
6

�1p
6

2p
6

1p
3

1p
3

1p
3

1CA
0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A
0B@

�1p
2

�1p
6

1p
3

1p
2

�1p
6

1p
3

0 2p
6

1p
3

1CA =

0@ �1 0 0
0 �1 0
0 0 2

1A = D;

adic¼a A este ortogonal asemenea cu D (matricea de asem¼anare Po este ortogonal¼a): Deci matricea
modal¼a construit¼a cu vectori proprii ortonormaţi d¼a o relaţie de ortogonal asem¼anare între A şi
D;A

o� D. Era previzibil, deoarece A este o matrice simetric¼a.
Comentariu. Dac¼a se cere s¼a se determine factorizarea QR a matricei

P =C AS =

0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A =

0B@
�1p
2

�1p
6

1p
3

1p
2

�1p
6

1p
3

0 2p
6

1p
3

1CA �
0B@
p
2

p
2
2 0

0
p
6
2 0

0 0
p
3

1CA
atunci Q = Po este matrice ortogonal¼a, iar R este o matrice superior triunghiular¼a. Într-adev¼ar:
�Determinarea matricei Q :

-S = (v1;v2;v3) este un sistem liniar independent de vectori (e baz¼a în M3�1 (R) ' R3)
(condi̧tia necesar¼a pentru o matrice dreptunghiular¼a s¼a admit¼a factorizare QR este ca vectorii
coloan¼a s¼a �e liniar independenţi);

-S-a g¼asit cu procedeul Gramm-Schmidt So = (w1;w2;w3) o baz¼a ortonormat¼a înM3�1 (R) '
R3;

-Q = Po este matrice ortogonal¼a.
�Determinarea matriceiR const¼a în a scrie vectorii coloan¼a ai P; (v1;v2;v3) ca şi combinaţie liniar¼a
de vectorii coloan¼a ai Q; (q1;q2;q3) ; adic¼a de (w1;w2;w3) :
v1 = r11q1 )

hv1;q1i = hr11q1;q1i = r11 kq1k2 = r11 ) r11 = (�1) �1p2 + 1
1p
2
=
p
2:

v2 = r21q1 + r22q2 )(
hv2;q1i = hr21q1 + r22q2;q1i = r21 kq1k2 + r22 hq2;q1i = r21 ) r21 = (�1) �1p2 + 0

1p
2
+ 1 � 0 =

p
2
2

hv2;q2i = hr21q1 + r22q2;q2i = r21 hq1;q2i+ r22 kq2k2 = r22 ) r22 = (�1) �1p6 + 0
�1p
6
+ 1 � 2p

6
=

p
6
2

v3 = r31q1 + r32q2 + r33q3 )8><>:
hv3;q1i = hr31q1 + r32q2 + r33q3;q1i = r31 kq1k2 = r31 ) r31 = 1

�1p
2
+ 1 1p

2
+ 1 � 0 = 0

hv3;q2i = hr31q1 + r32q2 + r33q3;q2i = r32 kq2k2 = r32 ) r32 = 1
�1p
6
+ 1�1p

6
+ 1 � 2p

6
= 0

hv3;q3i = hr31q1 + r32q2 + r33q3;q3i = r33 kq3k2 = r33 ) r33 = 1
1p
3
+ 1 1p

3
+ 1 � 1p

3
=
p
3

Etapa 1. Se caut¼a S = (u1;u2;u3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.î.
�
S
�
= [S].

Se g¼aseşte
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c) modul 1. (se aplic¼a numai dac¼a A � D)
Deoarece A = P �D �P�1 ) An = P �Dn �P�1; n 2 N�:

Se calculeaz¼a P�1 =

0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A�1
clasic sau Gauss

=

0@ �1
3

2
3 �1

3
�1
3 �1

3
2
3

1
3

1
3

1
3

1A)

An =

0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A �
0@ (�1)n 0 0

0 (�1)n 0
0 0 2n

1A �
0@ �1

3
2
3 �1

3
�1
3 �1

3
2
3

1
3

1
3

1
3

1A =

=

0@ 2
3 (�1)

n + 1
32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n

�1
3 (�1)

n + 1
32
n 2

3 (�1)
n + 1

32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n

�1
3 (�1)

n + 1
32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n 2

3 (�1)
n + 1

32
n

1A :
modul 2. (se aplic¼a numai dac¼a A

o� D)
Deoarece A = Po �D �PTo ) An = Po �Dn �PTo ; n 2 N�:

An =

0B@
�1p
2

�1p
6

1p
3

1p
2

�1p
6

1p
3

0 2p
6

1p
3

1CA �
0@ (�1)n 0 0

0 (�1)n 0
0 0 2n

1A �
0B@

�1p
2

1p
2

0
�1p
6

�1p
6

2p
6

1p
3

1p
3

1p
3

1CA =

=

0@ 2
3 (�1)

n + 1
32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n

�1
3 (�1)

n + 1
32
n 2

3 (�1)
n + 1

32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n

�1
3 (�1)

n + 1
32
n �1

3 (�1)
n + 1

32
n 2

3 (�1)
n + 1

32
n

1A :
d) Conform teoremei Cayley-Hamilton)

PA (A) = �M3(R) , (�)�A3 + 3A+ 2I3 = �M3(R):
d1) Se observ¼a c¼a

detA =

������
0 1 1
1 0 1
1 1 0

������ = 2 6= 0) 9A�1 a.î. A �A�1 = A�1 �A = I3:

(�)�A3 + 3A+ 2I3 = �M3(R)
�� � 9A�1 ) �A2 + 3I3 + 2A�1 = �M3(R) )

A�1 = 1
2

�
A2 � 3I3

�
= 1

2

0@0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A� 3
0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A1A =

0@ �1
2

1
2

1
2

1
2 �1

2
1
2

1
2

1
2 �1

2

1A :
sau

(�)�A3 + 3A+ 2I3 = �M3(R) , A

0BB@12 �A2 � 3I3�| {z }
A�1

1CCA = I3 )

A�1 = 1
2

�
A2 � 3I3

�
= 1

2

0@0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A� 3
0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A1A =

0@ �1
2

1
2

1
2

1
2 �1

2
1
2

1
2

1
2 �1

2

1A :
d2) (�)�A3 + 3A+ 2I3 = �M3(R) )

Q (A) =
�
�A3 + 3A

�10
= (�2I3)10 = (�2)10 I103 = (�2)10 I3:

Exerci̧tiul 2. Se consider¼a matricea A 2M4 (R),

A =

0BB@
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 2 0
0 1 0 1

1CCA :
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a) S¼a se studieze dac¼aA este matrice diagonalizabil¼a şi, dac¼a da, s¼a se determine o matrice diagonal¼a
asemenea şi o matrice modal¼a corespunzatoare ( s¼a se determine valorile proprii ale matricei cu
ordinul lor de multiplicitate şi vectorii proprii ai matricei cu dimensiunile subspaţiilor proprii ale
matricei).
b) S¼a se determine o baz¼a înM4�1 (R) format¼a din vectori proprii ai matricei A ortonormaţi. S¼a
se scrie, dac¼a exist¼a, o rela̧tie de ortogonal asem¼anare între matricea A şi o matrice diagonal¼a.
c) S¼a se calculeze An; n 2 N�.
d) Folosind Teorema Cayley-Hamilton, s¼a se determine,

d1) dac¼a exist¼a, A�1;
d2) Q (A) = A4 � 4A3 + 5A2 � 2A+ 2000I4:

Rezolvare. a) Se studiaz¼a dac¼a A este matrice diagonalizabil¼a.
Etapa 1. Se determin¼a valorile proprii ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

��������
1� � 0 1 0
0 0� � 0 0
0 0 2� � 0
0 1 0 1� �

�������� = (1� �) (0� �) (2� �) (1� �) :
modul 2. PA (�) = (�1)4

�
�4 � �1�3 + �2�2 � �3�+ �4

�
, unde �i este suma minorilor principali de

ordin i ai matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 1 + 0 + 2 + 1 = 4;

�2 =

���� 1 0
0 0

����
1;2

+

���� 1 0
0 2

����
1;3

+

���� 1 0
0 1

����
1;4

+

���� 0 0
0 2

����
2;3

+

���� 0 0
1 1

����
2;4

+

���� 2 0
0 1

����
3;4

= 5;

�3 =

������
1 0 1
0 0 0
0 0 2

������
1;2;3

+

������
1 0 0
0 0 0
0 1 1

������
1;2;4

+

������
1 1 0
0 2 0
0 0 1

������
1;3;4

+

������
0 0 0
0 2 0
1 0 1

������
2;3;4

= 2;

�4 = detA =

��������
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 2 0
0 1 0 1

�������� = 0:
PA (�) = �

4 � 4�3 + 5�2 � 2�:
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�� 2) (�� 1)2 = 0,

8<:
�1 = 0 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = 2 2 R cu m (�2) = 1;
�3 = 1 2 R cu m (�3) = 2:

Se observ¼a c¼a toate r¼ad¼acinile caracteristice sunt din R, adic¼a sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este � (A) = f0; 1; 2g :
Raza spectral¼a a matricei A este � (A) = 2:
Etapa 2. Se determin¼a subspaţiile proprii ale matricei A, precum şi dimensiunile lor.

j�1 = 0j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = 0, adic¼a

x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA 2M4�1 (R), x 6= �M4�1(R) a.î.(A� 0I4)x = �M4�1(R), adic¼a
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8>><>>:
x1 + 0x2 + x3 + 0x4 = 0
0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 0
0x1 + 0x2 + 2x3 + 0x4 = 0
0x1 + 1x2 + 0x3 + 1x4 = 0

)

8>><>>:
x1 = 0

x2 = �� 2 R
x3 = 0

x4 = � 2 R

)

S�1 (A) = fx 2M4�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �1 = 0g [
�
�M4�1(R)

	
=

=

8>><>>:x 2M4�1 (R) ;x =

0BB@
0
��
0
�

1CCA ; � 2 R
9>>=>>; =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
x 2M4�1 (R) ;x = �

0BB@
0
�1
0
1

1CCA
| {z }

u11

; � 2 R

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
=
��
u11
��
:

dimR S�1 (A) = 1 = m (�1) :
j�2 = 2j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �2 = 2, adic¼a

x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA 2M4�1 (R), x 6= �M4�1(R) a.î.(A� 2I4)x = �M4�1(R), adic¼a

8>><>>:
�1x1 + 0x2 + 1x3 + 0x4 = 0
0x1 � 2x2 + 0x3 + 0x4 = 0
0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 0
0x1 + 1x2 + 0x3 � 1x4 = 0

)

8>><>>:
x1 = �
x2 = 0
x3 = � 2 R
x4 = 0

)

S�2 (A) = fx 2M4�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �2 = 2g [
�
�M4�1(R)

	
=

=

8>><>>:x 2M4�1 (R) ;x =

0BB@
�
0
�
0

1CCA ; � 2 R
9>>=>>; =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
x 2M4�1 (R) ;x = �

0BB@
1
0
1
0

1CCA
| {z }

u21

; � 2 R

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
=
��
u21
��
:

dimR S�2 (A) = 1 = m (�2) :
j�3 = 1j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �3 = 1, adic¼a

x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA 2M4�1 (R), x 6= �M4�1(R) a.î.(A� 1I4)x = �M4�1(R), adic¼a

8>><>>:
0x1 + 0x2 + 1x3 + 0x4 = 0
0x1 � 1x2 + 0x3 + 0x4 = 0
0x1 + 0x2 + x3 + 0x4 = 0
0x1 + 1x2 + 0x3 + 0x4 = 0

)

8>><>>:
x1 =  2 R
x2 = 0
x3 = 0
x4 = � 2 R

)

S�3 (A) = fx 2M4�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �3 = 1g [
�
�M4�1(R)

	
=
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=

8>><>>:x 2M4�1 (R) ;x =

0BB@

0
0
�

1CCA ; ; � 2 R
9>>=>>; =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
x 2M4�1 (R) ;x = 

0BB@
1
0
0
0

1CCA
| {z }

u31

+ �

0BB@
0
0
0
1

1CCA
| {z }

u32

; �; � 2 R

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
=
��
u31;u

3
2

��
:

dimR S�3 (A) = 2 = m (�3) :
Etapa 3. Cum toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum
multiplicit¼aţile geometrice(dimensiunile subspaţiilor proprii) coincid cu multiplicit¼aţile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabil¼a, adic¼a

9D =

0BB@
0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA 2 M4 (R) matrice diagonal¼a şi 9P =

0BB@
0 1 1 0
�1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1

1CCA 2 M4 (R)

matrice modal¼a, astfel înc¼at A � D, adic¼a A = P �D � P�1 sau D = P�1 �A � P. Se precizeaz¼a
c¼a matricea modal¼a P este format¼a din coloanele vectorilor proprii, baze în S�1 (A) respectiv
S�2 (A), S�3 (A). Mai mult, matricea modal¼a P este nesingular¼a, deoarece respectivii vectori
proprii formeaz¼a o baz¼a înM4�1 (R) ; cu P =C AS .

b) Fie S =

0BB@u11 =
0BB@

0
�1
0
1

1CCA ;u21 =
0BB@
1
0
1
0

1CCA ;u31 =
0BB@
1
0
0
0

1CCA ;u32 =
0BB@
0
0
0
1

1CCA
1CCA renotat¼a

S =

0BB@v1 =
0BB@

0
�1
0
1

1CCA ;v2 =
0BB@
1
0
1
0

1CCA ;v3 =
0BB@
1
0
0
0

1CCA ;v4 =
0BB@
0
0
0
1

1CCA
1CCA

o baz¼a în M4�1 (R) format¼a din vectori proprii ai matricei A. Se ortonormeaz¼a aceast¼a baz¼a
utilizând procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.

Se identi�c¼aM4�1 (R) cu R4. Se ştie c¼a

h�; �i : R4 � R4 ! R,

*0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA ;
0BB@
y1
y2
y3
y4

1CCA
+
= x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4

este produsul scalar standard în R4, iar

k�k : R4 ! R,


0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA
 = (x1)

2 + (x2)
2 + (x3)

2 + (x4)
2

este norma euclidian¼a standard în R4.
Atunci :

Etapa 0. Se observ¼a c¼a S = (v1;v2;v3;v4) este un sistem liniar independent de vectori (e baz¼a în
M4�1 (R) ' R4).
Etapa 1. Se caut¼a S = (u1;u2;u3;u4) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.î.

�
S
�
=

[S]. Se g¼aseşte
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u1 = v1 =

0BB@
0
�1
0
1

1CCA :

ku1k2 =


0BB@

0
�1
0
1

1CCA

2

= 2;

hv2;u1i =
*0BB@

1
0
1
0

1CCA ;
0BB@

0
�1
0
1

1CCA
+
= 0;

hv3;u1i =
*0BB@

1
0
0
0

1CCA ;
0BB@

0
�1
0
1

1CCA
+
= 0;

hv4;u1i =
*0BB@

0
0
0
1

1CCA ;
0BB@

0
�1
0
1

1CCA
+
= 1:

u2 = v2 �
hv2;u1i
ku1k2

u1 =

0BB@
1
0
1
0

1CCA� 0
2

0BB@
0
�1
0
1

1CCA =

0BB@
1
0
1
0

1CCA :

ku2k2 =


0BB@
1
0
1
0

1CCA

2

= 2;

hv3;u2i =
*0BB@

1
0
0
0

1CCA ;
0BB@
1
0
1
0

1CCA
+
= 1;

hv4;u2i =
*0BB@

0
0
0
1

1CCA ;
0BB@
1
0
1
0

1CCA
+
= 0:

u3 = v3 �
hv3;u1i
ku1k2

u1 �
hv3;u2i
ku2k2

u2 =

0BB@
1
0
0
0

1CCA� 0
2

0BB@
0
�1
0
1

1CCA� 1
2

0BB@
1
0
1
0

1CCA = 1
2

0BB@
1
0
�1
0

1CCA :

ku3k2 =


1
2

0BB@
1
0
�1
0

1CCA

2

= 1
2 ;
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hv4;u3i =
*0BB@

0
0
0
1

1CCA ; 12
0BB@

1
0
�1
0

1CCA
+
= 0:

u4 = v4 �
hv4;u1i
ku1k2

u1 �
hv4;u2i
ku2k2

u2 �
hv4;u3i
ku3k2

u3 =

=

0BB@
0
0
0
1

1CCA� 1
2

0BB@
0
�1
0
1

1CCA� 0
2

0BB@
1
0
1
0

1CCA� 0
1
2

1
2

0BB@
1
0
�1
0

1CCA = 1
2

0BB@
0
1
0
1

1CCA

ku4k2 =


1
2

0BB@
0
1
0
1

1CCA

2

= 1
2 :

Etapa 2. Se caut¼a So = (w1;w2;w3;w4) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care s¼a
conţin¼a doar versori a.î. [So] =

�
S
�
. Se g¼aseşte

w1 =
1

ku1k
u1 =

1p
2

0BB@
0
�1
0
1

1CCA ;

w2 =
1

ku2k
u2 =

1p
2

0BB@
1
0
1
0

1CCA ;

w3 =
1

ku3k
u3 =

p
212

0BB@
1
0
�1
0

1CCA ;

w4 =
1

ku4k
u4 =

p
212

0BB@
0
1
0
1

1CCA :
�S-a g¼asit So = (w1;w2;w3;w4) o baz¼a ortonormat¼a înM4�1 (R) ' R4, format¼a din vectori proprii
ai matricei A.
�CumA nu este simetric¼a, nu se poate a�rma c¼a matricea modal¼a construit¼a cu vectorii din baza So
ar � o matrice de ortogonal asem¼anare între A şi o matrice diagonal¼a. Într-adev¼ar, Se construieşte
matricea modal¼a care aredrept coloane vectorii proprii ortonormaţi

Po =

0BBB@
0

p
2
2

p
2
2 0

�
p
2

2 0 0
p
2
2

0
p
2
2

�
p
2

2 0p
2
2 0 0

p
2
2

1CCCA 2 M4 (R) matrice modal¼a (are pe coloane vectori proprii ai

matricei A) ortogonal¼a (PTo �Po = Po �PTo = I4 sau (Po)
�1 = PTo ) şi Se observ¼a c¼a
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PTo �A�Po =

0BBB@
0 �

p
2

2 0
p
2
2p

2
2 0

p
2
2 0p

2
2 0 �

p
2

2 0

0
p
2
2 0

p
2
2

1CCCA
0BB@
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 2 0
0 1 0 1

1CCA
0BBB@

0
p
2
2

p
2
2 0

�
p
2

2 0 0
p
2
2

0
p
2
2

�
p
2

2 0p
2
2 0 0

p
2
2

1CCCA =

0BB@
0 0 0 1
0 2 �1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA
6= D:

Se poate ar¼ata chiar c¼a nu exist¼a o alt¼a matrice Port ortogonal¼a de asem¼anare. Adic¼a A nu este
ortogonal asemenea cu D:
Comentariu. Dac¼a se cere s¼a se determine factorizarea QR a matricei

P =C AS =

0BB@
0 1 1 0
�1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1

1CCA =

0BBB@
0

p
2
2

p
2
2 0

�
p
2

2 0 0
p
2
2

0
p
2
2

�
p
2

2 0p
2
2 0 0

p
2
2

1CCCA
0BBB@
p
2 0 0

p
2
2

0
p
2

p
2
2 0

0 0
p
2
2 0

0 0 0
p
2
2

1CCCA
atunci Q = Po este matrice ortogonal¼a, iar R este o matrice superior triunghiular¼a determinabil¼a
ca la primul exerci̧tiu (se poate determina, deoarece spaţiul S al coloanelor matricei este liniar
independent).
c) modul 1. (se aplic¼a numai dac¼a A � D)

Deoarece A = P �D �P�1 ) An = P �Dn �P�1; n 2 N�:

Se calculeaz¼a P�1 =

0BB@
0 1 1 0
�1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1

1CCA
�1

clasic sau Gauss
=

0BB@
0 �1 0 0
0 0 1 0
1 0 �1 0
0 1 0 1

1CCA)

An =

0BB@
0 1 1 0
�1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1

1CCA �
0BB@
0 0 0 0
0 2n 0 0
0 0 1n 0
0 0 0 1n

1CCA �
0BB@
0 �1 0 0
0 0 1 0
1 0 �1 0
0 1 0 1

1CCA =

0BB@
1 0 2n � 1 0
0 0 0 0
0 0 2n 0
0 1 0 1

1CCA :
d) Conform teoremei Cayley-Hamilton)

PA (A) = �M4(R) , (�)A4 � 4A3 + 5A2 � 2A = �M4(R):
d1) Se observ¼a c¼a

detA =

��������
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 2 0
0 1 0 1

�������� = 0
) @A�1 a.î. A �A�1 = A�1 �A = I4:
Se observ¼a şi din (�) c¼a @A�1 =M a.i A �M = I3:

d2) (�)A4 � 4A3 + 5A2 � 2A = �M4(R) )
Q (A) = A4 � 4A3 + 5A2 � 2A+ 2000I4 = �M4(R) + 2000I4 = 2000I4:

Exerci̧tiul 3: Se consider¼a matricea A 2M2 (R),

A =

�
0 1
�1 0

�
:

a) S¼a se studieze dac¼a A este matrice diagonalizabil¼a.
b) S¼a se determine o baz¼a înM2�1 (R) format¼a din vectori proprii ai matricei A.
c) S¼a se calculeze An; n 2 N�.
d) Folosind Teorema Cayley-Hamilton, s¼a se determine, dac¼a exist¼a, A�1:
Rezolvare. a)
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Etapa 1. Se determin¼a valorile proprii ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

���� 0� � 1
�1 0� �

���� = �2 + 1:
modul 2. PA (�) = (�1)2

�
�2 � �1�+ �2

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a

�1 = TrA = 0 + 0 = 0; �2 = detA =

���� 0 1
�1 0

���� = 1:
PA (�) = �

2 + 1:
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, �2 + 1 = 0,
�
�1 = i =2 R cu m (�1) = 1;
�2 = �i =2 R cu m (�2) = 1:

Se observ¼a c¼a A are r¼ad¼acini caracteristice care nu sunt din R, adic¼a nu sunt valori proprii ale
matricei A. F¼ar¼a a mai parcurge etapa 2; conform Teoremei Jordan, se a�rm¼a c¼a A nu este
diagonalizabil¼a, nu este asemenea cu o matrice diagonal¼a.
b) De la punctul a) deducem c¼a nu exist¼a nici o baz¼a înM2�1 (R) format¼a din vectori proprii ai
matricei A.
c) An =?; n 2 N�.
�Nu putem folosi modurile legate de A � D sau A o� D:
�modul 3: Folosim de�ni̧tia puterilor unei matrice şi induçtia matematic¼a.

A =

�
0 1
�1 0

�
A2 =

�
0 1
�1 0

�
�
�

0 1
�1 0

�
=

�
�1 0
0 �1

�
= �I2

A3 =

�
�1 0
0 �1

�
�
�

0 1
�1 0

�
=

�
0 �1
1 0

�
= �A

A4 =

�
0 �1
1 0

�
�
�

0 1
�1 0

�
=

�
1 0
0 1

�
= I2

...
A2k = (�1)k I2;8k 2 N şi A2k+1 = (�1)kA; 8k 2 N�:

Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.
�modul 4: Folosim teorema Cayley-Hamilton.

PA (A) = �M2(R) , A2 + I2 = �M2(R) )
A2 = �I2
A4 = I2
:::

A2k = (�1)k I2;8k 2 N

şi

A1 = A
A3 = �A
:::

A2k+1 = (�1)kA;8k 2 N�
Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.

d) Se observ¼a c¼a
���� 0 1
�1 0

���� = 1 6= 0)
) 9A�1 a.î. A �A�1 = A�1 �A = I2:
Conform teoremei Cayley-Hamilton)
PA (A) = �M2(R) , A2 + I2 = �M2(R)

�� �A�1 )
A+A�1 = �M2(R) ) A�1 = �A =

�
0 �1
+1 0

�
:

sau
PA (A) = �M2(R) , A2 + I2 = �M2(R) ,
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A

0@�A|{z}
A�1

1A = I2 ) A�1 = �A =

�
0 �1
+1 0

�
:

Exerci̧tiul 4. Se consider¼a matricea A 2M3 (R),

A =

0@ 2 2 2
0 2 2
0 0 2

1A :
S¼a se studieze dac¼a A este matrice diagonalizabil¼a.
Rezolvare.
Etapa 1. Se determin¼a valorile proprii ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

������
2� � 2 2
0 2� � 2
0 0 2� �

������ = (2� �)3 :
modul 2. PA (�) = (�1)3

�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i

ai matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 2 + 2 + 2 = 6;

�2 =

���� 2 2
0 2

����
1;2

+

���� 2 2
0 2

����
1;3

+

���� 2 2
0 2

����
2;3

= 12;

�3 = detA =

������
2 2 2
0 2 2
0 0 2

������ = 8:
PA (�) = �

�
�3 � 6�2 + 12�� 8

�
:

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, (2� �)3 = 0, f�1 = 2 2 R cu m (�1) = 3;
Se observ¼a c¼a toate r¼ad¼acinile caracteristice sunt din R, adic¼a sunt valori proprii ale matricei

A.
Spectrul matricei A este � (A) = f2g :
Raza spectral¼a a matricei A este � (A) = max f2g = 2:

Etapa 2. Se determin¼a subspaţiile proprii ale matricei A, precum şi dimensiunile lor.

j�1 = 2j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = 2, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (R), x 6= �M3�1(R) a.î.(A� 2I3)x = �M3�1(R), adic¼a8<:
0x1 + 2x2 + 2x3 = 0
0x1 + 0x2 + 2x3 = 0
0x1 + 0x2 + 0x3 = 0

)

8<:
x1 = � 2 R
x2 = 0
x3 = 0

)

S�1 (A) = fx 2M3�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �1 = 2g [
�
�M3�1(R)

	
=

=

8<:x 2M3�1 (R) ;x =

0@ �
0
0

1A ; � 2 R
9=; =

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x = �

0@ 1
0
0

1A
| {z }

u11

; � 2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=
��
u11
��
:
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dimR S�1 (A) = 1 6= m (�1) :
Etapa 3. Toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii), dar

dimR S�1 (A) = 1 6= m (�1) :
Atunci, conform teoremei Jordan, matricea A nu este diagonalizabil¼a, adic¼a

@D 2 M3 (R) matrice diagonal¼a şi @P 2 M3 (R) matrice modal¼a astfel încât A = P �D �P�1
sau D = P�1 �A �P. Deci A � D:

Exerci̧tiul 8. Fie matricea

A =

0BB@
�2 3 �1 4
�4 5 �2 7
�3 3 �2 5
�2 2 �2 3

1CCA 2M3�1 (R) :

Folosind teorema Cayley-Hamilton s¼a se calculeze polinoamele matriceale :
a) Q(A) = A4 � 4A3 + 6A2 � 4A+ I4;
b) Q(A) = A4 � 4A3 + 6A2 � 3A+ I4:
Rezolvare. Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

��������
�2� � 3 �1 4
�4 5� � �2 7
�3 3 �2� � 5
�2 2 �2 3� �

�������� = �
4 � 4�3 + 6�2 � 4�+ 1 = (�� 1)4 :

modul 2. PA (�) = (�1)4
�
�4 � �1�3 + �2�2 � �3�� �4

�
, unde �i este suma minorilor principali de

ordin i ai matricei A, adic¼a
�1 = TrA = �2 + 5� 2 + 3 = 4;

�2 =

���� �2 3
�4 5

����
1;2

+

���� �2 �1
�3 �2

����
1;3

+

���� �2 4
�2 3

����
1;4

+

���� 5 �2
3 �2

����
2;3

+

���� 5 7
2 3

����
2;4

+

���� �2 5
�2 3

����
3;4

= 6;

�3 =

������
�2 3 �1
�4 5 �2
�3 3 �2

������
1;2;3

+

������
�2 3 4
�4 5 7
�2 2 3

������
1;2;4

+

������
�2 �1 4
�3 �2 5
�2 �2 3

������
1;3;4

+

������
5 �2 7
3 �2 5
2 �2 3

������
2;3;4

= 4;

�4 = detA =

��������
�2 3 �1 4
�4 5 �2 7
�3 3 �2 5
�2 2 �2 3

�������� = 1:
PA (�) = �

4 � 4�3 + 6�2 � 4�+ 1 = (�� 1)4 :
Conform teoremei Cayley-Hamilton)

PA (A) = �M4(R) , A4 � 4A3 + 6A2 � 4A+ I4 = �M4(R):
Atunci :

a) Q(A) = A4 � 4A3 + 6A2 � 4A+ I4 = PA (A) = �M4(R):
b) Q(A) = A4 � 4A3 + 6A2 � 3A+ I4 = PA (A) +A = A.

Exerci̧tiul 9. Folosind teorema Cayley Hamilton s¼a se calculeze A�1 şi An; n 2 N� în cazurile :

a) A =

�
1 0
1 1

�
:

Rezolvare.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

���� 1� � 0
1 1� �

���� = (�� 1)2 = �2 � 2�+ 1:
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modul 2. PA (�) = (�1)2
�
�2 � �1�+ �2

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a

�1 = TrA = 1 + 1 = 2; �2 = detA =

���� 1 0
1 1

���� = 1:
PA (�) = �

2 � 2�+ 1:
�Conform teoremei Cayley-Hamilton)

PA (A) = �M2(R) , A2 � 2A+ I2 = �M2(R):
��Se observ¼a c¼a detA = 1 6= 0)

) 9A�1 a.î. A �A�1 = A�1 �A = I2:
Atunci :
A2 � 2A+ I2 = �M2(R)

�� �A�1 ) A� 2I2 +A�1 = �M2(R) )

A�1 = �A+ 2I2 = �
�
1 0
1 1

�
+ 2

�
1 0
0 1

�
=

�
1 0
�1 1

�
:

sau

A2 � 2A+ I2 = �M2(R) , A

0@�A+ 2I2| {z }
A�1

1A = I2 )

A�1 = �A+ 2I2 = �
�
1 0
1 1

�
+ 2

�
1 0
0 1

�
=

�
1 0
�1 1

�
:

� �A2 � 2A+ I2 = �M2(R) )
A2 = 2A� I2;
A3 = (2A� I2)A = 2A2 �A =2 (2A� I2)�A =3A� 2I2;
A4 = (3A� 2I2)A = 3A2 � 2A =3 (2A� I2)� 2A =4A� 3I2;
:::
An=nA� (n� 1) I2 =

= n

�
1 0
1 1

�
� (n� 1)

�
1 0
0 1

�
=

�
1 0
n 1

�
; n 2 N�:

Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.

e) A =

0@ 2 0 0
0 1 0
0 1 1

1A
Rezolvare.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

������
2� � 0 0
0 1� � 0
0 1 1� �

������ = (2� �) (�� 1)2 = ��3 + 4�2 � 5�+ 2:
modul 2. PA (�) = (�1)3

�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i

ai matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 2 + 1 + 1 = 4;

�2 =

���� 2 0
0 1

����
1;2

+

���� 2 0
0 1

����
1;3

+

���� 1 0
1 1

����
2;3

= 5;

�3 = detA =

������
2 0 0
0 1 0
0 1 1

������ = 2:
PA (�) = ��3 + 4�2 � 5�+ 2:

�Conform teoremei Cayley-Hamilton)
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PA (A) = �M4(R) , �A3 + 4A2 � 5A+ 2I3 = �M3(R):
��Se observ¼a c¼a detA = 2 6= 0)

) 9A�1 a.î. A �A�1 = A�1 �A = I3:
Atunci :
�A3 + 4A2 � 5A+ 2I3 = �M3(R)

�� �A�1 ) �A2 + 4A� 5I3 + 2A�1 = �M2(R) )
A�1 = 1

2

�
A2 � 4A+ 5I3

�
=

= 1
2

0@0@ 2 0 0
0 1 0
0 1 1

1A0@ 2 0 0
0 1 0
0 1 1

1A� 4
0@ 2 0 0
0 1 0
0 1 1

1A+ 5
0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A1A =

0@ 1
2 0 0
0 1 0
0 �1 1

1A :
sau
�A3 + 4A2 � 5A+ 2I3 = �M3(R) , A�1

2

�
A2 � 4A+ 5I3

�
| {z }

A�1

= I3 )

A�1 = 1
2

�
A2 � 4A+ 5I3

�
=

0@ 1
2 0 0
0 1 0
0 �1 1

1A :
� � �A3 + 4A2 � 5A+ 2I3 = �M3(R) )

A3 = 4A2 � 5A+ 2I3;
A4 =

�
4A2 � 5A+ 2I3

�
A = 4A3 � 5A2 + 2A =

= 4
�
4A2 � 5A+ 2I3

�
� 5A2 + 2A =11A2 � 18A+ 8I3;

A5 =
�
11A2 � 18A+ 8I3

�
A = 11A3 � 18A2 + 8A =

= 11
�
4A2 � 5A+ 2I3

�
� 18A2 + 8A;

..............
Este mai di�cil de a observa o expresie pentruAn în raport cu puterileA;A2 şi s¼a se demonstreze

ulterior prin induçtie matematic¼a.


