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CURS NR. 11
Analiz¼a matematic¼a, AIA

2: Integrala Riemann (de�nit¼a, proprie) pentru f : [a; b] � R! R
2:1: De�ni̧tii. Exemple.

De recapitulat din manualul de liceu.
De�ni̧tia 2:1:1: Fie [a; b] un interval compact în R. O succesiune de puncte

� : a = x0 < x1 < ::: < xn = b
se numeşte o diviziune a intervalului [a; b] : Se noteaz¼a cu D ([a; b]) muļtimea tuturor diviziunilor
intervalului [a; b]. Se numeşte norm¼a a diviziunii � num¼arul real pozitiv

k�k = max
i2f1;:::;ng

(xi � xi�1).

Un sistem de puncte � = (�1; :::; �n), notat şi � = (�i)i=1;n ; din intervalul [a; b], cu proprietatea
xi�1 � �i � xi

se numeşte sistem de puncte intermediare corespunz¼atoare diviziunii �. Se noteaz¼a cu P (�)
muļtimea tuturor sistemelor de puncte intermediare ale diviziunii �:
De�ni̧tia 2:1:2: Fie [a; b] un interval compact în R, � 2 D ([a; b]) o diviziune a intervalului [a; b] şi
� 2 P (�) un sistem de puncte intermediare ale diviziunii �: Fie funçtia f : [a; b]! R. Se numeşte
suma Riemann asociat¼a funcţiei f , diviziunii � şi sistemului de puncte intermediare � num¼arul
real

S (f;�; �) =
nP
i=1
f (�i) (xi � xi�1) :

Observa̧tia 2:1:1: Dac¼a f : [a; b]! R este a.î.
f (x) � 0;8x 2 [a; b]

atunci suma Riemann S (f;�; �) reprezint¼a suma ariilor suprafȩtelor m¼arginite de dreptunghiuri
de baz¼a xi� xi�1 şi în¼aļtime f (�i), pentru i 2 f1; :::; ng : Se observ¼a c¼a, în anumite condi̧tii asupra
f (continu¼a a.p.t.), aceasta aproximeaz¼a aria subgra�cului lui f , adic¼a aria suprafȩtei m¼arginite
de reprezentarea gra�cului lui f; axa Ox şi dreptele de ecuaţii x = a, x = b :

�f =
�
(x; y) 2 R2; a � x � b; 0 � y � f (x)

	
:

De�ni̧tia 2:1:3: Funçtia f : [a; b] ! R se numeşte integrabil¼a Riemann pe [a; b] dac¼a exist¼a un
num¼ar real If cu proprietatea c¼a
8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât, 8� 2 D ([a; b]) cu k�k < � şi 8� 2 P (�) ; s¼a rezulte

jS (f;�; �)� If j < ":
Se noteaz¼a cu R ([a; b]) muļtimea tuturor funçtiilor integrabile Riemann pe [a; b] :

Num¼arul If ; dac¼a exist¼a, este unic şi se numeşte integrala Riemann (sau de�nit¼a, sau proprie)
a funcţiei f pe [a; b] : Se noteaz¼a If =

R b
a f (x) dx:

Observa̧tia 2:1:2: Dac¼a f este integrabil¼a Riemann pe [a; b] atunci
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If =
R b
a f (x) dx = lim

k�k!0
S (f;�; �) = lim

k�k!0

nP
i=1
f (�i) (xi � xi�1) ;

independent de alegerea punctelor intermediare �:
Din caracterizarea limitei cu şiruri, rezult¼a c¼a f este integrabil¼a Riemann pe [a; b] ; cu If =R b

a f (x) dx; dac¼a şi numai dac¼a oricare ar � şirul de diviziuni ale intervalului [a; b] ; (�p)p2N� cu
lim
p!1

k�pk = 0 şi oricare ar � şirul de puncte intermediare (�p)p2N� asociat şirului de diviziuni

(�p)p2N� , adic¼a �
p = (�p1; :::; �

p
n), atunci

lim
p!1

S (f;�p; �
p) = If :

Exemplul 2:1:1:Utilizând de�ni̧tia integralei Riemann, s¼a se arate c¼a urm¼atoarele şiruri (an)n2Nm
au limit¼a şi s¼a se calculeze lim

n!1
an pentru

a) an =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ :::+

1

n+ n
; n 2 N�;

Rezolvare. etapa 1. Se alege
-intervalul compact [0; 1] :
-̧sirul de diviziuni echidistante ale intervalului [0; 1]

�n : 0 =
0

n
<
1

n
< ::: <

n

n
= 1;8n 2 N�; adic¼a

�1 : 0 =
0

1|{z}
x10

<
1

1|{z}
x11

= 1

�2 : 0 =
0

2|{z}
x20

<
1

2|{z}
x21

<
2

2|{z}
x22

= 1

�3 : 0 =
0

3|{z}
x30

<
1

3|{z}
x31

<
2

3|{z}
x32

<
3

3|{z}
x33

= 1

:::

�n : 0 =
0

n|{z}
xn0

<
1

n|{z}
xn1

< :::
i

n|{z}
xni

< ::: <
n

n|{z}
xnn

= 1

:::, cu norma

k�nk = max
i2f1;:::;ng

�
xni � xni�1

�
= max
i2f1;:::;ng

�
i

n
� i� 1

n

�
=
1

n
;8n 2 N�:

De menţionat c¼a, pentru n 2 N� �xat, punctele de diviziune din diviziunea �n sunt
xni =

i

n
; i 2 f1; :::; ng :

-̧sirul de sisteme de puncte intemediare corespunz¼atoare şirului de diviziuni (�n)n2N�

�n =

�
1

n
; :::;

n

n

�
;8n 2 N�; adic¼a

�1 =

0B@ 1|{z}
�11

1CA

�2 =

0BBB@ 1

2|{z}
�21

;
2

2|{z}
�22

1CCCA
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�3 =

0BBB@ 1

3|{z}
�31

;
2

3|{z}
�32

;
3

3|{z}
�33

1CCCA
:::

�n =

0BB@ 1

n|{z}
�n1

; :::;
i

n|{z}
�ni

; :::;
n

n|{z}
�nn

1CCA
:::

De menţionat c¼a, pentru n 2 N� �xat, punctele intermediare corespunz¼atoare diviziunii �n sunt
�ni =

i

n
; i 2 f1; :::; ng

(sunt alese capetele din dreapta intervalului de diviziune).
-o funçtie f : [0; 1]! R integrabil¼a Riemann pe [0; 1] :

Atunci

S (f;�n; �
n) =

nP
i=1
f (�ni )

�
xni � xni�1

�
=

nP
i=1
f

�
i

n

��
i

n
� i� 1

n

�
i este variabila

=
de sumare

1

n

�
f

�
1

n

�
+ :::f

�n
n

��
:

Se trece la limit¼a pentru n!1 şi, folosind Observa̧tia 2:1:2, se obţineR 1
0 f (x) dx = lim

n!1
1

n

�
f

�
1

n

�
+ :::f

�n
n

��
etapa 2. Se alege acea funçtie f a.î. an =

1

n

�
f

�
1

n

�
+ :::f

�n
n

��
;8n 2 N�: Aici

an =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ :::+

1

n+ n
=
1

n

0B@ 1

1 +
1

n

+
1

1 +
2

n

+ :::+
1

1 +
n

n

1CA ;8n 2 N�:
Se alege f : [0; 1]! R; f (x) =

1

1 + x
:

) lim
n!1

an =
R 1
0

1

1 + x
dx = ln (1 + x)jx=1x=0 = ln 2:

b) an =
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ ::::+

n

n2 + n2
; n 2 N�;

Rezolvare. etapa 1. Aceeaşi ca la a).

etapa 2. Se alege acea funçtie f a.î. an =
1

n

�
f

�
1

n

�
+ :::f

�n
n

��
;8n 2 N�: Aici

an =
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ ::::+

n

n2 + n2
=
1

n

0BBB@ 1

1 +

�
1

n

�2 + 1

1 +

�
2

n

�2 + :::+ 1

1 +
�n
n

�2
1CCCA ;8n 2 N�:

Se alege f : [0; 1]! R; f (x) =
1

1 + x2
:

) lim
n!1

an =
R 1
0

1

1 + x2
dx = arctg xjx=1x=0 = arctg 1� arctg 0 =

�

4
:

Teorema 2:1:1:(de tip Cauchy de caracterizare a funçtiilor integrabile Riemann)
Atunci f 2 R ([a; b]) dac¼a şi numai dac¼a

8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8� 2 D ([a; b]) cu k�k < � şi 8�0; �00 2 P (�) ;
��S �f;�; �0�� S �f;�; �00��� < ":

De�ni̧tia 2:1:4: Fie f : [a; b]! R: Dac¼a f 2 R ([a; b]) atunci, prin de�niţieR b
a f (x) dx = 0; dac¼a a = b şi

R a
b f (x) dx = �

R b
a f (x) dx:
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2:2: Caracterizarea integrabilit¼a̧tii Riemann cu sume Darboux...
2:3: Propriet¼a̧ti ale integralei Riemann

Teorema 2:3:1:(de liniaritate a integralei Riemann)
Fie f; g : [a; b]! R şi � 2 R: Dac¼a f; g 2 R ([a; b]) atunci funçtiile f+g 2 R ([a; b]) şi �f 2 R ([a; b])
şi (aditivitatea în raport cu funçtia integrant)

R b
a (f + g) (x) dx =

R b
a f (x) dx+

R b
a g (x) dx;

(omogeneitatea în raport cu funçtia integrant)
R b
a (� � f) (x) dx = �

R b
a f (x) dx:

Propozi̧tia 2:3:1: Dac¼a f 2 R ([a; b]) a.î. f (x) � 0;8x 2 [a; b] ; atunci
R b
a f (x) dx � 0:

Corolar 2:3:1:(de monotonie a integralei Riemann în raport cu funçtia integrant)

Fie f; g : [a; b]! R:Dac¼a f; g 2 R ([a; b]) a.î. f (x) � g (x) ;8x 2 [a; b] ;atunci
R b
a f (x) dx �

R b
a g (x) dx:

Corolar 2:3:2:(de trecere la modul a integralei Riemann)

Dac¼a f 2 R ([a; b]) atunci jf j 2 R ([a; b]) şi
���R ba f (x) dx��� � R ba jf (x)j dx:

Corolar 2:3:3:(Teorema întâi de medie pentru integrala Riemann)

Dac¼a f 2 R ([a; b]) a.î. m � f (x) �M;8x 2 [a; b] ; atunci m (b� a) �
R b
a f (x) dx �M (b� a) :

Valoarea � (f) =
1

b� a
R b
a f (x) dx se numeşte media funcţiei f pe [a; b] :

Propozi̧tia 2:3:2:(de monotonie a integralei Riemann în raport cu intervalul, de ereditate)
Dac¼a f 2 R ([a; b]) ; atunci, 8 [c; d] � [a; b] ; f 2 R ([c; d]) :
Propozi̧tia 2:3:3:(de aditivitate a integralei Riemann în raport cu intervalul)
Fie f : [a; b]! R şi c 2 ]a; b[ a.î. f 2 R ([a; c]) şi f 2 R ([c; b]). Atunci f 2 R ([a; b]) şiR b

a f (x) dx =
R c
a f (x) dx+

R b
c f (x) dx:

Exemplul 2:3:1: Fie f : [0; 2] � R! R, F (x) =
�

x2; dac¼a x 2 [0; 1[
2x� 1; dac¼a x 2 [1; 2]

Se observ¼a c¼a f 2 R ([0; 1]) şi f 2 R ([1; 2]) ; deci f 2 R ([0; 2]) şiR 2
0 f (x) dx =

R 1
0 x

2dx+
R 2
1 (2x� 1) dx

din LN ulterioar¼a
=

�
x3

3

�����x=1
x=0

+
�
x2 � x

���x=2
x=1

= 1
3 + 2:

Teorema 2:3:2:(de m¼arginire a funçtiilor integrabile Riemann)
Fie f : [a; b]! R: Dac¼a f 2 R ([a; b]) atunci f este funçtie m¼arginit¼a pe [a; b].
Observa̧tia 2:3:1: a) Dac¼a f : [a; b]! R nu este m¼arginit¼a pe [a; b] atunci f =2 R ([a; b])

De exemplu, f : [0; 1] � R! R, f (x) =
�

1
x ; dac¼a x 2 ]0; 1]
1; dac¼a x = 0

x

y

nu este m¼arginit¼a pe [0; 1] ; deci f =2 R ([0; 1]) :
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b) Exist¼a funçtii m¼arginite pe [a; b], dar care nu sunt integrabile pe [a; b] :

De exemplu, funcţia lui Dirichlet f : [0; 1] � R! R, f (x) =
�
1; dac¼a x 2 [0; 1] \Q
0; dac¼a x 2 [0; 1] nQ

este m¼arginit¼a pe [0; 1] ; dar nu este integrabil¼a Riemann pe [0; 1] : Justi�carea nu se d¼a aici.
c) Exist¼a funçtii f; g care nu sunt integrabile pe [a; b] dar care au f + g; f � g integrabile pe [a; b] :
De exemplu,

f; g : [�1; 1]! R; f (x) =
�

1; dac¼a x 2 [�1; 1] \Q
�1; dac¼a x 2 [�1; 1] nQ ; g (x) =

�
�1; dac¼a x 2 [�1; 1] \Q
1; dac¼a x 2 [�1; 1] nQ

f + g : [�1; 1] � R! R; (f + g) (x) = 0:
f � g : [�1; 1] � R! R; (f � g) (x) = �1:

2:4: Clase de funçtii integrabile Riemann

Teorema 2:4:1:(de integrabilitate Riemann a funçtiilor monotone)
Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f este monoton¼a pe [a; b] atunci f 2 R ([a; b]).
De�ni̧tia 2:4:1: Fie f : [a; b] ! R. Funçtia f se numeşte monoton¼a pe porţiuni pe [a; b] dac¼a
[a; b] se poate scrie ca reuniunea unui num¼ar �nit de intervale compacte [a; c1] ; [c1; c2] ; :::; [cp; b] cu
interioarele disjuncte astfel încât pe �ecare din ele f s¼a �e monoton¼a (nu neap¼arat de acelaşi tip):
Teorema 2:4:2:(de integrabilitate Riemann a funçtiilor monotone pe poŗtiuni)
Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f este monoton¼a pe poŗtiuni pe [a; b] atunci f 2 R ([a; b]).
Teorema 2:4:3:(de integrabilitate Riemann a funçtiilor continue)
Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f este continu¼a pe [a; b] atunci f 2 R ([a; b]).
Interpretarea geometric¼a a integralei Riemann. Dac¼a f : [a; b]! R este continu¼a a.î.

f (x) � 0;8x 2 [a; b]
atunci f 2 R ([a; b]) şi A (�f ) =

R b
a f (x) dx; unde A (�f ) este aria suprafȩtei m¼arginite de gra�cul

lui f; axa Ox şi dreptele de ecua̧tii x = a, x = b :

�f =
�
(x; y) 2 R2; a � x � b; 0 � y � f (x)

	
:

Observa̧tia 2:4:2: Exist¼a integrabile Riemann pe [a; b], dar care nu sunt continue pe [a; b] :

De exemplu, f : [1; 3] � R! R, f (x) =
�
x; dac¼a x 2 [1; 2]
x2; dac¼a x 2 ]2; 3]

x

y

este integrabil¼a (deoarece este monoton¼a pe cele dou¼a poŗtiuni) dar nu este continu¼a în 2:
În continuare se pune problema num¼arului de puncte de discontinuitate ale unei funçtii integra-

bile Riemann.
De�ni̧tia 2:4:1: O muļtime E � R are m¼asura Lebesgue nul¼a (sau este neglijabil¼a în sens Lebesgue)
şi se noteaz¼a m (E) = 0 dac¼a
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8" > 0; exist¼a o familie �nit¼a sau num¼arabil¼a de intervale f]ai; bi[ ; i 2 I-muļtime de indicig a.î
E �

S
i
]ai; bi[ şi

P
i
(bi � ai) < ":

Exemplul 2:4:1: Muļtimi cu m¼asura Lebesgue nul¼a sunt:
-muļtimile �nite;
-muļtimile num¼arabile(' N;' Z;' Q) :

Exist¼a şi muļtimi nenum¼arabile care au m¼asura Lebesgue nul¼a. De exemplu, mulţimea lui Cantor :
Se consider¼a intervalul [0; 1] : Se împarte în trei p¼aŗti egale şi se înl¼atur¼a intervalul

�
1
3 ;
2
3

�
: Cele

dou¼a intervale r¼amase se împart �ecare în trei subintervale egale, dup¼a care se elimin¼a din nou
intervalele din mijloc, adic¼a

�
1
9 ;
2
9

�
; respectiv

�
7
9 ;
8
9

�
: Se continu¼a aceast¼a operaţie, adic¼a se înl¼atur¼a

mereu intervalele din mijloc dup¼a ce s-a împ¼aŗtit �ecare interval r¼amas în trei p¼aŗti egale. Muļtimea
care rezult¼a dup¼a înl¼aturarea tuturor acestor intervale se numeşte mulţimea lui Cantor . Lungimea
reuniunii intervalelor eliminate este

1

3
+
2

32
+
4

33
::: = 1 = lungimea [0; 1]

De aici rezult¼a c¼a muļtimea lui Cantor este de m¼asur¼a Lebesgue nul¼a.
De�ni̧tia 2:2:3: Fie f : [a; b] ! R. Funçtia f se numeşte continu¼a aproape peste tot pe [a; b]
(prescurt¼am continu¼a a.p.t. pe [a; b]) dac¼a muļtimea Df a punctelor sale de discontinuitate are
m¼asura Lebesgue zero, m (Df ) = 0:
Teorema 2:4:4:(Teorema lui Lebesgue) Funçtia f : [a; b]! R este integrabil¼a Riemann pe [a; b]
dac¼a şi numai dac¼a este m¼arginit¼a pe [a; b] şi continu¼a aproape peste tot pe [a; b].

Exemplul 2:4:2: Utilizând teorema lui Lebesgue, s¼a se studieze care dintre urm¼atoarele funçtii
sunt integrabile Riemann

f : [0; 2]! R; f (x) =

8<:
2; dac¼a x = 0
ex; dac¼a 0 < x < 1
x� 1; dac¼a 1 � x � 2

(în acest caz s¼a se calculeze
Z 2

0
f (x) dx)

Rezolvare.

Din gra�c, se observ¼a c¼a
�f este m¼arginit¼a pe [0; 2] ; deoarece

0 � f (x) < e;8x 2 [0; 2]
�f este continu¼a a.p.t. pe [0; 2] ; deoarece

x1 = 0; x2 = 1 sunt punctele de discontinuitate
Atunci, conform Teoremei lui Lebesgue) f 2 R ([0; 2]) : Mai mult,Z 2

0
f (x) dx =

Z 1

0
exdx+

Z 2

1
(x� 1) dx = (ex)jx!1x!0 +

�
x2

2
� x
�����x=2
x=1

= e� 1
2
:Exemplul 2:4:3:

(Funçtia lui Riemann):::
Exemplul 2:4:4: (Funçtia lui Cantor):::

2:5: Integrale Riemann cu limite de integrare variabile
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Teorema 2:5:1:(Teorema lui Barrow) Dac¼a f : [a; b]! R este continu¼a pe [a; b] atunci funçtia
F : [a; b]! R; F (x) =

R x
a f (t) dt

este derivabil¼a pe [a; b] şi F 0 = f; adic¼a f admite F drept primitiv¼a pe [a; b] :

2:6: Teoreme de calcul pentru integrala Riemann

Teorema 2:6:1:(Teorema lui Leibniz-Newton)
Fie f : [a; b]! R: Dac¼a f 2 R ([a; b]) şi f admite primitive pe [a; b] ; atunci, pentru orice primitiv¼a
F a lui f pe [a; b] are locR b

a f (x) dx = F (b)� F (a)
not¼am
= F (x)jx=bx=a :

Observa̧tia 2:6:1:
a) Exist¼a funçtii integrabile Riemann pe [a; b], care nu admit primitive pe [a; b].

De exemplu, f : [0; 1] � R! R, f (x) =
�
x3; dac¼a x 2 [0; 1[
�1; dac¼a x = 1

x

y

este integrabil¼a Riemann (A se vedea Teorema Lebesgue) dar nu admite primitive pe [0; 1]
(f ([0; 1]) = [0; 1[ [ f�1g ; nu are proprietatea Darboux):
b) Exist¼a funçtii care admit primitive pe [a; b], dar care nu sunt integrabile pe [a; b] :

De exemplu, f : [�1; 1] � R! R, f (x) =
�
2x sin 1

x2
� 2

x cos
1
x2
; dac¼a x 2 [�1; 0[ [ ]0; 1]

0; dac¼a x = 0

x

y

nu este integrabil¼a Riemann pe [�1; 1] ; deoarece nu este m¼arginit¼a pe [�1; 1] : Dar

F : [�1; 1] � R! R, F (x) =
�
x2 sin 1

x2
; dac¼a x 2 [�1; 0[ [ ]0; 1]

0; dac¼a x = 0
este derivabil¼a pe [�1; 1] şi F 0 = f; adic¼a F este o primitiv¼a pentru f pe [�1; 1] :
c) Exist¼a chiar şi funçtii m¼arginite care au primitive, dar care nu sunt integrabile.
Teorema 2:6:2:(de integrare prin p¼aŗti pentru integrala Riemann)
Fie u; v : [a; b]! R. Dac¼a u; v sunt derivabile pe [a; b], cu derivatele u0; v0 2 R ([a; b]), atunciR b

a u (x) v
0 (x) dx = u (x) v (x)jx=bx=a �

R b
a u

0 (x) v (x) dx:
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Exemplul 2:6:1: S¼a se calculeze:

a)
Z 1

2

0
x ln

1 + x

1� xdx;

Rezolvare. etapa 1. f :
�
0; 12
�
! R; f (x) = x ln

1 + x

1� x:

f este bine de�nit¼a pe intervalul compact
�
0; 12
�
şi continu¼a pe

�
0; 12
�
) f 2 R

��
0; 12
��
.

etapa 2. Calcul
modul 1: Se determin¼a o primitiv¼a pentru f pe

�
0; 12
�
cu teorema integr¼arii prin p¼aŗti în integrala

nede�nit¼a şi apoi se aplic¼a teorema Leibniz-Newton, ş.a.

F (x; c) =
R
x ln

1 + x

1� xdx =
R �

ln
1 + x

1� x

��
x2

2

�0
dx =

�
ln
1 + x

1� x

��
x2

2

�
�
R �

ln
1 + x

1� x

�0�x2
2

�
dx =

=
x2

2
ln
1 + x

1� x �
1

2

R
x2 � 1

1 + x

1� x

� 2

(1� x)2
dx =

=
x2

2
ln
1 + x

1� x �
R x2

1� x2dx =
x2

2
ln
1 + x

1� x +
R �

1� 1

1� x2

�
dx =

=
x2

2
ln
1 + x

1� x + x�
1

2
ln
1 + x

1� x + c;8x 2
�
0; 12
�
;8c 2 R:Z 1

2

0
x ln

1 + x

1� xdx =
�
x2

2
ln
1 + x

1� x + x�
1

2
ln
1 + x

1� x

�����x=
1
2

x=0

=

=
1

8
ln
1 + 1

2

1� 1
2

+
1

2
� 1
2
ln
1 + 1

2

1� 1
2

� 0� 0 + 0 = �3
8
ln 3 +

1

2
:

modul 2: Se aplic¼a reguli de calcul direct în integrala Riemann. Se calculeaz¼a integrala cu teorema
integr¼arii prin p¼aŗti în integrala Riemann ş.a.Z 1

2

0
x ln

1 + x

1� xdx =
Z 1

2

0

�
ln
1 + x

1� x

��
x2

2

�0
dx =

�
ln
1 + x

1� x

��
x2

2

�����x=
1
2

x=0

�
Z 1

2

0

�
ln
1 + x

1� x

�0�x2
2

�
dx =

=

�
1
2

�2
2

ln
1 + 1

2

1� 1
2

� 0
2

2
ln
1 + 0

1� 0 �
1

2

Z 1
2

0
x2 � 1

1 + x

1� x

� 2

(1� x)2
dx =

=
1

8
ln 3�

Z 1
2

0

x2

1� x2dx =
1

8
ln 3 +

Z 1
2

0

�
1� 1

1� x2

�
dx =

=
1

8
ln 3 +

�
x� 1

2
ln
1 + x

1� x

�����x= 1
2

x=0

=
1

8
ln 3 +

1

2
� 1
2
ln
1 + 1

2

1� 1
2

� 0 + 0 = �3
8
ln 3 +

1

2
:

b) Exist¼a funçtii care nu admit primitive dar sunt integrabile Riemann. Exist¼a funçtii integrabile
Riemann care admit primitive, dar primitivele nu se pot exprima cu funçtii elementare. În acest
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caz calculul integralei Riemann nu se poate aborda cu modul 1, ci se face sau direct, cu reguli de
calcul în integrala Riemann, ca la modul 2; sau cu metode numerice.

Teorema 2:6:3:(de schimbare de variabil¼a în integrala Riemann)
Fie f : [a; b] ! R şi I un interval cu interior nevid din R. Fie ' : I ! [a; b] o funçtie derivabil¼a pe
I; cu derivata continu¼a pe I (' 2 C (I)) şi �; � 2 R cu proprietatea c¼a ' (�) = a şi ' (�) = b. Dac¼a
f 2 R ([a; b]) atunci (f � ') � '0 2 R ([�; �]) şiR b

a f (x) dx =
R t=�
t=� f (' (t)) � '

0 (t) dt.
Observa̧tia 2:6:2: Funçtia din Teorema 2:6:3; ' (x) = t; cu ' (�) = a şi ' (�) = b; este funçtia
care schimb¼a variabila t în variabila x:
Teorema 2:6:4:(de schimbare strict monoton¼a de variabil¼a în integrala Riemann)
Fie f : [a; b]! R. Fie ' : [�; �]! [a; b] o funçtie derivabil¼a pe [�; �] ; cu derivata continu¼a pe [�; �]
cu proprietatea c¼a ' este strict monoton¼a pe [�; �] ; cu ' ([�; �]) = [a; b]. Dac¼a f 2 R ([a; b]) atunci
(f � ') � '0 2 R ([�; �]) şiR b

a f (x) dx =
R '�1(b)
'�1(a) f (' (t)) � '

0 (t) dt.

Observa̧tia 2:6:3: În Teorema 2:6:4; dac¼a ' este monoton strict cresc¼atoare pe [�; �] atunci
'�1 (a) = � şi '�1 (b) = �, iar dac¼a ' este monoton strict descresc¼atoare pe [�; �] atunci
'�1 (a) = � şi '�1 (b) = �.

Exemplul 2:6:2: S¼a se calculeze

a)
Z �

4

0

1

4 cos4 x+ sin4 x
dx;

Rezolvare. etapa 1.f :
�
0; �4

�
! R; f (x) =

1

4 cos4 x+ sin4 x
:

f este bine de�nit¼a pe intervalul compact
�
0; �4

�
şi continu¼a pe

�
0; �4

�
) f 2 R

��
0; �4

��
.

etapa 2. Calcul.
modul 1:Se determin¼a o primitiv¼a pentru f pe

�
0; �4

�
cu formule de schimb¼ari de variabil¼a în inte-

grala nede�nit¼a şi apoi se aplic¼a teorema Leibniz-Newton...
modul 2: Se aplic¼a reguli de calcul direct în integrala Riemann. Se calculeaz¼a integrala cu formule
de schimb¼ari de variabil¼a în integrala Riemann ş.a.

Deoarece
R (� cosx;� sinx) = 1

4 (� cosx)4 + (� sinx)4
=

1

4 cos4 x+ sin4 x
= R (cosx; sinx),

se face schimbarea de variabil¼a de integrare în integrala de�nit¼a
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8>>>>>><>>>>>>:

tg x = v; v 2 Jj se inverseaz¼a
x = arctg v; v 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

1

1 + v2
dv

capete:
�
x = 0) v = 0
x = �

4 ) v = 1
Se înlocuieşteZ �

4

0

1

4 cos4 x+ sin4 x
dx =

Z 1

0

1

4

�
+1p
1 + v2

�4
+

�
+vp
1 + v2

�4 1

1 + v2
dv =

=

Z 1

0

1

4

(1 + v2)2
+

v4

(1 + v2)2

1

1 + v2
dv =

Z 1

0

1 + v2

4 + v4
dv =

=

Z 1

0

 
1
8v +

1
4

v2 � 2v + 2 +
�1
8v +

1
4

v2 + 2v + 2

!
dv =

1

16

Z 1

0

�
2v + 4

v2 � 2v + 2 �
2v � 4

v2 + 2v + 2

�
dv =

=
1

16

Z 1

0

�
(2v � 2) + 6
v2 � 2v + 2 �

(2v + 2)� 6
v2 + 2v + 2

�
dv =

=
1

16

Z 1

0

 �
v2 � 2v + 2

�0
v2 � 2v + 2 �

�
v2 + 2v + 2

�0
v2 + 2v + 2

!
dv+

6

16

Z 1

0

�
(v � 1)0

(v � 1)2 + 1
+

(v + 1)0

(v + 1)2 + 1

�
dv =

=
1

16

�
ln
�
v2 � 2v + 2

�
� ln

�
v2 + 2v + 2

����v=1
v=0
+
6

16

�
1

1
arctg

v � 1
1

+
1

1
arctg

v + 1

1

�����v=1
v=0

=

=
1

16
(� ln 5) + 3

8
arctg 2:

Exist¼a funçtii care nu admit primitive dar sunt integrabile Riemann. Exist¼a funçtii integrabile
Riemann care admit primitive, dar primitivele nu se pot exprima cu funçtii elementare. În acest
caz calculul integralei Riemann nu se poate aborda cu modul 1, ci se face sau direct, cu reguli de
calcul în integrala Riemann, ca la modul 2; sau cu metode numerice.

2:7: Aplica̧tii ale integralei de�nite

Teorema 2:7:1: a) Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a a.î. f (x) � 0;8x 2 [a; b] :
Fie �f =

�
(x; y) 2 R2; a � x � b; 0 � y � f (x)

	
= S

domeniul plan m¼arginit de gra�cul lui f; axa Ox şi dreptele de ecuaţii x = a, x = b:

Atunci f 2 R ([a; b]) ; �f are arie şi aria (�f ) =
R b
a f (x) dx:
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b) Fie f; g : [a; b]! R funçtii continue a.î. f (x) � g (x) ;8x 2 [a; b] :
Fie �f;g =

�
(x; y) 2 R2; a � x � b; f (x) � y � g (x)

	
= S

domeniul plan m¼arginit de gra�cele lui f; g; şi dreptele de ecuaţii x = a, x = b:

Atunci f; g 2 R ([a; b]) ; �f;g are arie şi aria (�f;g) =
R b
a (g (x)� f (x)) dx:

c) Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a şi
�f =

�
(x; y) 2 R2; a � x � b şi (0 � y � f (x) sau f (x) � y � 0)

	
domeniul plan m¼arginit de gra�cul lui f; axa Ox şi dreptele de ecua̧tii x = a, x = b:

Atunci f 2 R ([a; b]) ; �f are arie şi aria (�f ) =
R b
a jf (x)j dx:

d) Fie f; g : [a; b]! R funçtii continue şi
Fie �f;g =

�
(x; y) 2 R2; a � x � b; f (x) � y � g (x) sau g (x) � y � f (x)

	
= S

domeniul plan m¼arginit de gra�cele lui f; g; şi dreptele de ecua̧tii x = a, x = b:

Atunci f; g 2 R ([a; b]) ; �f;g are arie şi aria (�f;g) =
R b
a jg (x)� f (x)j dx:

Exemplul 2:7:1: a) S¼a se calculeze aria domeniului plan
D =

�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 9; y � 0

	
:

Rezolvare. �Se reprezint¼a gra�c domeniul

�x2 + y2 = 32 este cercul de centru O (0; 0) şi raz¼a 3:
x2 + y2 � 32 este interiorul cercului reunit cu cercul
�y = 0 axa Ox
y � 0 este semiplanul superior reunit cu axa Ox
�se intersecteaz¼a ) desenul

Deci D este domeniul plan m¼arginit de arcul de cerc
� y
ABA0

�
şi segmentul

h���!
A0OA

i
�Se observ¼a c¼a D = �f este subgra�cul unei funçtii f .
Fie (x; y) 2 �f un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Oy prin punctul (x; y) şi
se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ex = x, cu �3 � x � 3 atunci când (x; y) 2 �f :
Mai mult, când (x; y) variaz¼a în �f pe o astfel de paralel¼a, y-ul variaz¼a între y-ul de pe segmentul
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h���!
A0OA

i
şi y-ul de pe arcul de cerc

� y
ABA0

�
; adic¼a 0 � y � +

p
32 � x2: Se menţioneaz¼a explicit¼arile

curbelor care m¼arginesc domeniul în raport cu y:
Se alege: f : [�3; 3]! R; f (x) = +

p
32 � x2; f este continu¼a pe [�3; 3] :

Deci �f =

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2;�3 � x � 3; 0|{z}

y-ul de pe
h���!
A0OA

i � y � +
p
32 � x2| {z }

y-ul de pe
�

y
ABA0

�

9>>>>=>>>>; :
Conform Teoremei 1, a))

aria (�f ) =
R 3
�3
p
32 � x2dx =

�
1
2

�
x
p
32 � x2 + 32 arcsin x3

�����x=3
x=�3

=

= 1
2

�
0 + 32 arcsin 1

�
� 1

2

�
0 + 32 arcsin (�1)

�
= 1

23
2 � 2 � �2 =

1
2� � 3

2:

S-a folosit
R p

9� x2dx =
R �p

9� x2
�
x0dx =

�p
9� x2

�
x�

R �xp
9� x2

� xdx =

= x
p
9� x2 �

R 9� x2p
9� x2

dx+
R 9p

9� x2
dx = x

p
9� x2 �

R p
9� x2dx+ 9arcsin x

3
)R p

9� x2dx = 1

2

�
x
p
9� x2 + 9arcsin x

3

�
+ c:

b) S¼a se calculeze aria domeniului plan cuprins între parabolele de ecuaţii
(P1) : y2 = 2x; (P2) : x2 = 2y:

Rezolvare. �Se reprezint¼a gra�c domeniul

�y2 = 2x este parabola ce trece prin O (0; 0) ; A (2; 2) ; B (2;�2)
�x2 = 2y este parabola ce trece prin O (0; 0) ; A (2; 2) ; C (�2; 2)
� (P1) \ (P2) = fO;Ag deoarece�
y2 = 2x
x2 = 2y

, (x; y) = (0; 0) sau (x; y) = (2; 2)

Deci D este domeniul plan m¼arginit de arcele de parabol¼a
�

y
OD1A

�
şi
�

y
OD2A

�
�Se studiaz¼a dac¼a D = �f;g; este generat de funçtii f; g.
Fie (x; y) 2 �f;g un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Oy prin punctul (x; y)
şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ex = x, cu 0 � x � 2 atunci când (x; y) 2 �f;g:
Mai mult, când (x; y) variaz¼a în �f;g pe o astfel de paralel¼a, y-ul variaz¼a între y-ul de pe arcul de

parabol¼a
�

y
OD1A

�
şi y-ul de pe arcul de parabol¼a

�
y

OD2A

�
; adic¼a

x2

2
� y � +

p
2x: Se menţioneaz¼a

explicit¼arile curbelor care m¼arginesc domeniul în raport cu y:

Se aleg: f : [0; 2]! R; f (x) =
x2

2
şi g : [0; 2]! R; g (x) = +

p
2x;

f; g sunt continue pe [0; 2] :
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Deci �f;g =

8>>>>>><>>>>>>:
(x; y) 2 R2; 0 � x � 2; x2

2|{z}
y-ul de pe

�
y

OD1A

�
� y � +

p
2x| {z }

y-ul de pe
�

y
OD2A

�

9>>>>>>=>>>>>>;
Conform Teoremei 10, b))

aria (�f;g) =
R 2
0

�p
2x� x

2

2

�
dx =

 
p
2
x
1
2
+1

1
2 + 1

� x3

2 � 3

!�����
x=2

x=0

=
4

3
:

c) S¼a se calculeze aria domeniului plan cuprins între axa Ox şi gra�cul funçtiei
f :
�
�
2 ;
5�
2

�
! R; f (x) = cosx

Rezolvare. �Se reprezint¼a gra�c domeniul

�f este continu¼a. Conform Teoremei 10, c))
aria (�f ) =

R 5�
2
�
2
jcosxj dx =

R 3�
2
�
2
(� cosx) dx+

R 5�
2
3�
2

cosxdx = (� sinx)jx=
3�
2

x=�
2
+ (sinx)jx=

5�
2

x= 3�
2

= 4:

Teorema 2:7:2: Fie f : [a; b]! R o funçtie derivabil¼a, cu derivata f 0 continu¼a. Fie
Gf =

�
(x; y) 2 R2; a � x � b; y = f (x)

	
gra�cului lui f: Atunci Gf are lungime �nit¼a şi

lung (Gf ) =
R b
a

q
1 + (f 0 (x))2dx:

Exerci̧tiul 2: S¼a se calculeze lungimea gra�cului funçtiei
a) f : [�1; 1]! R; f (x) = x2.
Rezolvare.�Se reprezint¼a gra�cul funçtiei

x

y

�Este un arc de parabol¼a.
Se observ¼a c¼a f este derivabil¼a, adic¼a

9f 0 : [�1; 1]! R; f 0 (x) = 2x.
Mai mult, f 0 este continu¼a pe [�1; 1] :
Conform Teoremei 2) lung (Gf ) =

R 1
�1

q
1 + (2x)2dx = 2

R 1
�1

q
x2 + 1

4dx =
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=
�
x
q
x2 + 1

4 +
1
4 ln

�
x+

q
x2 + 1

4

�����x=1
x=�1

=
p
5
2 +

1
4 ln

�
1 +

p
5
2

�
+

p
5
2 �

1
4 ln

�
�1 +

p
5
2

�
:

S-a folosit:
R q

x2 + 1
4dx =

R �q
x2 + 1

4

�
x0dx =

�q
x2 + 1

4

�
x�

R xq
x2 + 1

4

� xdx =

= x
q
x2 + 1

4�
R x2 + 1

4q
x2 + 1

4

dx+
R 1

4q
x2 + 1

4

dx = x
q
x2 + 1

4�
R q

x2 + 1
4dx+

1
4 ln

�
x+

q
x2 + 1

4

�
)

R q
x2 + 1

4dx =
1

2

�
x
q
x2 + 1

4 +
1
4 ln

�
x+

q
x2 + 1

4

��
+ c;8x 2 R;8c 2 R.

b) f : [1; e]! R; f (x) = 1
4x
2 � 1

2 lnx.
Rezolvare.�Nu se reprezint¼a gra�cul funçtiei

x

y

Se observ¼a direct c¼a f este derivabil¼a, adic¼a
9f 0 : [1; e]! R; f (x) = 1

42x�
1
2
1
x .

Mai mult, f 0 este continu¼a pe [1; e] :

Conform Teoremei 2) lung (Gf ) =
R e
1

q
1 +

�
1
2x�

1
2
1
x

�2
dx = 1

2

R e
1

q�
x+ 1

x

�2
dx =

= 1
2

R e
1

��x+ 1
x

�� dx = 1
2

R e
1

�
x+ 1

x

�
dx = 1

2

�
x2

2 + lnx
����x=e
x=1

= 1
2

�
e2

2 + ln e
�
� 1

2

�
12

2 + ln 1
�
=

e2+1
4 :

Teorema 2:7:3: Fie f : [a; b]! R o funçtie continu¼a a.î. f (x) � 0;8x 2 [a; b] :

Fie Cf =
n
(x; y; z) 2 R3; a � x � b; 0 �

p
y2 + z2 � f (x)

o
corpul de rotaţie obţinut prin rotaţia

gra�cului lui f în jurul axei Ox:

Atunci Cf are volum şi vol (Cf ) = �
R b
a f

2 (x) dx:

Exemplul 2:7:3: S¼a se calculeze volumul corpului de rotaţie obţinut prin rotaţia în jurul axei Ox
a gra�cului funçtiei
a) f : [0; 3]! R; f (x) =

p
10x.

Rezolvare. a) Conform Teoremei 3)

vol (Cf ) = �
R 3
0 10xdx = 10� �

x2

2

����x=3
x=0

= � � 5 � 32 = 45�:

Comentariu: Dac¼a se reprezint¼a corpul de rotaţie

Cf =
n
(x; y; z) 2 R3; 0 � x � 3; 0 �

p
y2 + z2 �

p
10x
o
; se obţine:
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y
z

x

�Este un corp m¼arginit de o poŗtiune dintr-un paraboloid de rotaţie.
b) f : [1; 3]! R; f (x) =

p
x2 � 12.

Rezolvare. Conform Teoremei 3)

vol (Cf ) = �
R 3
1

�
x2 � 12

�
dx = � �

�
x3

3
� 12x

�����x=3
x=0

= � 203 :

Comentariu: Dac¼a se reprezint¼a corpul de rotaţie

Cf =
n
(x; y; z) 2 R3; 1 � x � 3; 0 �

p
y2 + z2 �

p
x2 � 12

o
se obţine:

y

x

z

�Este un corp m¼arginit de o poŗtiune dintr-un hiperboloid de rotaţie.
c) f : [0; 5]! R; f (x) = 2

5

p
52 � x2.

Rezolvare. Conform Teoremei 3)

vol (Cf ) = �
R 5
0

4
25

�
52 � x2

�
dx = 1� � 4

25

�
52x� x

3

3

�����x=5
x=0

= � � 403 :

Comentariu: Se reprezint¼a corpul de rotaţie

Cf =
n
(x; y; z) 2 R3; 0 � x � 5; 0 �

p
y2 + z2 � 2

5

p
52 � x2

o
şi se obţine:

4

4

x

y

z 02
2 00

2

2
2

4

4

4

�Este un corp m¼arginit de o poŗtiune dintr-un elipsoid de rotaţie.
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Teorema 2:7:4: Fie f : [a; b]! R o funçtie derivabil¼a, cu derivata continu¼a. Fie

Sf =
n
(x; y; z) 2 R3; a � x � b;

p
y2 + z2 = f (x)

o
suprafaţa de rotaţie determinat¼a prin rotirea gra�cului funçtiei f în jurul lui Ox: Atunci Sf are
arie şi

aria (Sf ) = 2�
R b
a f (x)

q
1 + (f 0 (x))2dx:

Exemplul 2:7:4: S¼a se calculeze aria suprafȩtei de rotaţie determinat¼a prin rotirea gra�cului
funçtiei f în jurul lui Ox; unde
a) f : [0; �]! R; f (x) = sinx.
Rezolvare. Se observ¼a c¼a f este derivabil¼a, adic¼a

9f 0 : [0; �]! R; f 0 (x) = cosx.
Mai mult, f 0 este continu¼a pe [0; �] :
Conform Teoremei 4)

aria (Sf ) = 2�
R �
0 sinx

q
1 + (cosx)2dx

cosx=t
= �2�

R �1
1

p
1 + t2dt = 2�

R 1
�1
p
t2 + 12dt =

=
�
1
2

�
t
p
t2 + 12 + 12 ln

�
t+

p
t2 + 12

������t=1
t=�1

= 2�
�p
2 + ln

�
1 +

p
2
��
:

Comentariu: Se reprezint¼a gra�cul funçtiei; este un arc de sinusoid¼a. Se reprezint¼a suprafaţa de
rotaţie

Sf =
n
(x; y; z) 2 R3; 0 � x � �;

p
y2 + z2 = sinx

o

z2
4

2
4

0

4
2

3

2
4

x

1 2
y

00

Teorema 2:7:5: Fie f; g : [a; b]! R funçtii continue a.î. f (x) � g (x) ;8x 2 [a; b] :
Fie �f;g =

�
(x; y) 2 R2; a � x � b; f (x) � y � g (x)

	
domeniul plan m¼arginit de gra�cele lui f; g;

şi dreptele de ecua̧tii x = a, x = b:
Atunci centrulG (xG; yG) de greutate a pl¼acii plane identi�cate cu �f;g are coordonatele carteziene
date de

xG =

R b
a x (g (x)� f (x)) dxR b
a (g (x)� f (x)) dx

; yG =
1
2

R b
a

�
g2 (x)� f2 (x)

�
dxR b

a (g (x)� f (x)) dx
:

Exerci̧tiul 2:7:5: a) S¼a se determine centrul de greutate a unei pl¼aci plane omogene de forma
D =

�
(x; y) 2 R2; 0 � x � 2; y2 � 2x

	
:

Rezolvare. �Se reprezint¼a gra�c domeniul
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�x = 0 este axa Oy;
x � 0)
�x = 2 este o dreapt¼a paralel¼a cu Oy
x � 2)
�y2 = 2x este o parabol¼a
y2 � 2x)
�se intersecteaz¼a ) desenul

�Se studiaz¼a dac¼a D = �f;g; este generat de funçtii f; g.
Fie (x; y) 2 �f;g un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Oy prin punctul (x; y)
şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ex = x, cu 0 � x � 2 atunci când (x; y) 2 �f;g:
Mai mult, când (x; y) variaz¼a în �f;g pe o astfel de paralel¼a, y-ul variaz¼a între y-ul de pe arcul de

parabol¼a
�
y
OA

�
şi y-ul de pe arcul de parabol¼a

�
y
OB

�
; adic¼a �

p
2x � y � +

p
2x: Se menţioneaz¼a

explicit¼arile curbelor care m¼arginesc domeniul în raport cu y:
Se alege: f : [0; 2]! R; f (x) = �

p
2x şi g : [0; 2]! R; g (x) = +

p
2x;

f; g sunt continue pe [0; 2] :

Deci �f;g =

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2; 0 � x � 2; �

p
2x| {z }

y-ul de pe
�
y
OA

� � y � +
p
2x| {z }

y-ul de pe
�
y
OB

�

9>>>>=>>>>;
Conform Teoremei 5)

xG =

R 2
0 x
�p
2x�

�
�
p
2x
��
dxR 2

0

�p
2x�

�
�
p
2x
��
dx

=
2
p
2
R 2
0 x
p
xdx

2
p
2
R 2
0

p
xdx

=

x
3
2+1

3
2
+1

����x=2
x=0

x
1
2+1

1
2
+1

����x=2
x=0

= 3
5 � 2;

yG =

1
2

R 2
0

��p
2x
�2 � ��p2x�2� dxR 2

0

�p
2x�

�
�
p
2x
��
dx

= 0:

Deci G
�
6
5 ; 0
�
(centrul de greutate se a�¼a pe axa Ox; care este şi ax¼a de simetrie a muļtimii D):

b) S¼a se determine centrul de greutate a unei pl¼aci plane omogene de forma
D =

�
(x; y) 2 R2; 0 � x � 1; x2 � y � x

	
:

Rezolvare. �Se reprezint¼a gra�c domeniul
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�x = 0 este axa Oy;
x � 0)
�x = 1 este o dreapt¼a paralel¼a cu Oy
x � 1)
�y = x2 este o parabol¼a
x2 � y )
�y = x este prima bisectoare
y � x)
�se intersecteaz¼a ) desenul

�Se studiaz¼a dac¼a D = �f;g; este generat de funçtii f; g.
Fie (x; y) 2 �f;g un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Oy prin punctul (x; y)
şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ex = x, cu 0 � x � 1 atunci când (x; y) 2 �f;g:
Mai mult, când (x; y) variaz¼a în �f;g pe o astfel de paralel¼a, y-ul variaz¼a între y-ul de pe arcul de

parabol¼a
�

y
OD1A

�
şi y-ul de pe segmentul

h����!
OD2A

i
; adic¼a x2 � y � x: Se menţioneaz¼a explicit¼arile

curbelor care m¼arginesc domeniul în raport cu y:
Se alege: f : [0; 1]! R; f (x) = x2 şi g : [0; 2]! R; g (x) = x;
f; g sunt continue pe [0; 1] :

Deci �f;g =

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2; 0 � x � 1; x2|{z}

y-ul de pe
�

y
OD1A

� � y � x|{z}
y-ul de pe

h����!
OD2A

i

9>>>>=>>>>; :
Conform Teoremei 5)

xG =

R 1
0 x
�
x� x2

�
dxR 1

0 (x� x2) dx
=

�
x3

3 �
x4

4

����x=1
x=0�

x2

2 �
x3

3

����x=1
x=0

= 1
2 ; yG =

1
2

R 1
0

�
x2 � x4

�
dxR 1

0 [x� x2] dx
=

1
2

�
x4

4 �
x5

5

����x=1
x=0�

x2

2 �
x3

3

����x=1
x=0

= 2
5 :

Deci G
�
1
2 ;
2
5

�
.

3: Integrala Riemann (de�nit¼a, proprie) cu parametri pentru f : [a; b] � R! R...


