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CURS NR. 14
Analiz¼a matematic¼a, AIA

10: Integrale triple
10:1: Domenii de integrare în R3

De�ni̧tia 1: O muļtime E � R3 are m¼asura Lebesgue nul¼a (sau este neglijabil¼a în sens Lebesgue),
şi not¼am m (E) = 0; dac¼a

8" > 0; exist¼a o familie �nit¼a sau num¼arabil¼a de interioare de paralelipipede
f]ai; bi[� ]ci; di[� ]ui; vi[ ; i 2 I-muļtime de indicig a.î.

E �
S
i
]ai; bi[� ]ci; di[� ]ui; vi[ şi

P
i

q
(bi � ai)2 + (ci � di)2 + (ui � vi)2 < ":

De�ni̧tia 2: O muļtime 
 � R3 se numeşte domeniu de integrare spaţial dac¼a
(i) 
 este muļtime m¼arginit¼a în R3;
(ii) m (Fr
) = 0:

Observa̧tia 1: Se poate ar¼ata c¼a: dac¼a
�
 � R3 este muļtime m¼arginit¼a în R3 şi
�Fr
 este o suprafaţ¼a simpl¼a (injectiv¼a); închis¼a neted¼a pe poŗtiuni,

atunci m (Fr
) = 0; adic¼a 
 este domeniu de integrare.
De�ni̧tia 3: Fie 
1 şi 
2 domenii de integrare din R3 cu proprietatea c¼a int
1 \ int
1 = ; şi

1 [ 
2 este tot domeniu de integrare: Se numeşte juxtapunerea domeniului 
1 cu domeniul 
2
domeniul 
1 [ 
2:

10:2: Integrale triple proprii

De�ni̧tia 1: If =
RRR


 f (x; y; z) dxdydz� vezi curs
Teorema 1:(de reducere a unei integrale triple la integrale duble şi integrale Riemann)
a) Fie

�
 = 
xyz = [a; b]�[c; d]�[u; v] =
�
(x; y; z) 2 R3; a � x � b; c � y � d; u � z � v

	
un paralelip-

iped cu interior, cu laturile paralele cu planele de coordate; îl numim şi domeniu compact simplu
în raport cu toate axele;

�f : 
 � R3 ! R o funçtie continu¼a.
Atunci f 2 R (
) şi

RRR

 f (x; y; z) dxdydz =

R b
a

�R d
c

�R v
u f (x; y; z) dz

�
dy
�
dx

sau
RRR


 f (x; y; z) dxdydz =
R d
c

�R v
u

�R b
a f (x; y; z) dx

�
dz
�
dy

sau
RRR


 f (x; y; z) dxdydz =
R v
u

�R b
a

�R d
c f (x; y; z) dy

�
dx
�
dz

ş.a.m.d.
b) Fie

�
 = 
z =
�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 D; f1 (x; y) � z � f2 (x; y)

	
; unde f1; f2 : D � R2 ! R sunt

funçtii continue; îl numim şi domeniu compact simplu în raport cu Oz;
�f : 
 � R3 ! R o funçtie continu¼a.

Atunci f 2 R (
) şi
RRR


 f (x; y; z) dxdydz =
RR
D

�R f2(x;y)
f1(x;y)

f (x; y; z) dz
�
dxdy:

c) Fie
�
 = 
x =

�
(x; y; z) 2 R3; (y; z) 2 D; g1 (y; z) � x � g2 (y; z)

	
; unde g1; g2 : D � R2 ! R sunt

funçtii continue; îl numim şi domeniu compact simplu în raport cu Ox;
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�f : 
 � R3 ! R o funçtie continu¼a.
Atunci f 2 R (
) şi

RRR

 f (x; y; z) dxdydz =

RR
D

�R g2(y;z)
g1(y;z)

f (x; y; z) dx
�
dydz:

d) Fie
�
 = 
y =

�
(x; y; z) 2 R3; (z; x) 2 D;h1 (z; x) � y � h2 (y; z)

	
; unde h1; h2 : D � R2 ! R

sunt funçtii continue; îl numim şi domeniu compact simplu în raport cu Oy;
�f : 
 � R3 ! R o funçtie continu¼a.

Atunci f 2 R (
) şi
RRR


 f (x; y; z) dxdydz =
RR
D

�R h2(z;x)
h1(z;x)

f (x; y; z) dy
�
dzdx:

Observa̧tia 2: a) Fie

 = 
z =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 D; f1 (x; y) � z � f2 (x; y)

	
; un domeniu compact simplu în

raport cu Oz, unde f1; f2 : D � R2 ! R sunt funçtii continue. Preciz¼am c¼a D este proieçtia
ortogonal¼a a domeniului 
z pe planul xOy; mai mult, este un domeniu plan de integrare. Se
observ¼a c¼a frontiera domeniului este alc¼atuit¼a din suprafȩtele

(S1)

�
(x; y) 2 D
z = f1 (x; y)

; numit¼a baza inferioar¼a a domeniului ;

(S2)

�
(x; y) 2 D
z = f2 (x; y)

; numit¼a baza superioar¼a a domeniului ;

(Slat) =
�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 Fr (D) ; f1 (x; y) � z � f2 (x; y)

	
este o poŗtiune din o suprafaţ¼a

cilindric¼a; aceast¼a suprafaţ¼a cilindric¼a are generatoarele paralele cu Oz şi drept curb¼a directoare
Fr (D) (aceasta este o curb¼a închis¼a neted¼a pe poŗtiuni):

Menţion¼am c¼a, dac¼a ducem o paralel¼a la Oz prin un punct (x; y) 2 D; aceasta intersecteaz¼a
baza inferioar¼a a domeniului în un punct (x; y; f1 (x; y)) şi baza superioar¼a a domeniului în un punct
(x; y; f2 (x; y)) :
b), c) Analog se pot face comentarii pentru domenii simple în raport cu Ox; cu Oy:

Exerci̧tiul 1: S¼a se calculeze

a)
RRR




1

(x+ y + z)2
dxdydz;

unde 
 este paralelipipedul cu interior m¼arginit de planele x = 1; x = 2; y = 0; y = 2; z = 0; z = 3:
Rezolvare.
etapa 1. Studiem domeniul
�Reprezent¼am gra�c domeniul

x
z
y

x = 1; x = 2 sunt plane paralele cu yOz
y = 0 este planul zOx; y = 2 e plan paralel cu zOx
z = 0 este planul xOy; z = 3 e plan paralel cu xOy

�Studiem dac¼a 
 este domeniu de integrare. Este, deoarece�
-
 este muļtime m¼arginit¼a, 
 = [1; 2]� [0; 2]� [0; 3]
-Fr
 este suprafaţ¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe 6 poŗtiuni.
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etapa 2. Studiem integrantul f:

f : 
 � R3 ! R, f (x; y; z) =
1

(x+ y + z)2
:

f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe 
:

etapa 3. Determin¼am I =
RRR




1

(x+ y + z)2
dxdydz, aplicând Teorema de reducere.

modul 1: Se observ¼a c¼a 
 este paralelipipedul cu interior cu planele paralele cu planele de coordonate

 = 
xyz = [1; 2]� [0; 2]� [0; 3] =

=
�
(x; y; z) 2 R3; 1 � x � 2; 0 � y � 2; 0 � z � 3

	
Conform Teoremei de reducere, a))

modul 1:1: I =
RRR


 f (x; y; z) dxdydz =
R 2
1

0BBBB@R 20
0BBBB@
Z 3

0

1

(x+ y + z)2
dz| {z }

I(x;y)

1CCCCA dy
1CCCCA dx

I (x; y) =
R 3
0

1

(x+ y + z)2
dz =

R 3
0 (x+ y + z)

�2 @

@z
(x+ y + z) dz =

z este var.
=

de integrare

 
(x+ y + z)�1

�1

!�����
z=3

z=0

= � 1

x+ y + 3
+

1

x+ y

I =
R 2
1

0BBB@
Z 2

0

�
� 1

x+ y + 3
+

1

x+ y

�
dy| {z }

I(x)

1CCCA dx
I (x) =

R 2
0

�
� 1

x+ y + 3
+

1

x+ y

�
dy

y este var.
=

de integrare

= (� ln (x+ y + 3) + ln (x+ y))jy=2y=0 = � ln (x+ 5) + ln (x+ 2) + ln (x+ 3)� ln (x)
I =

R 2
1 (� ln (x+ 5) + ln (x+ 2) + ln (x+ 3)� ln (x)) dx

x este var.
=

de integrare

= [2 ln (x+ 2)� x lnx+ 3 ln (x+ 3)� 5 ln (x+ 5) + x ln (x+ 2) + x ln (x+ 3)� x ln (x+ 5)]x=2x=1 =
= 5 ln 5� 3 ln 3� 2 ln 2 + 6 ln 6� 7 ln 7:

Am folosit c¼aR
ln (x+ p) dx = p ln (p+ x)� x+ x ln (p+ x) + c;8x 2 [1; 2] ; p 2 f0; 2; 3; 5g ; c 2 R:

modul 1:2: I =
RRR


 f (x; y; z) dxdydz =
R 2
0

0BBBB@R 30
0BBBB@
Z 2

1

1

(x+ y + z)2
dx| {z }

I(y;z)

1CCCCA dz
1CCCCA dy

I (y; z) =
R 2
1

1

(x+ y + z)2
dx =

R 2
1 (x+ y + z)

�2 @

@x
(x+ y + z) dx =

x este var.
=

de integrare

 
(x+ y + z)�1

�1

!�����
x=2

x=1

= � 1

2 + y + z
+

1

1 + y + z

I =
R 2
0

0BBB@
Z 3

0

�
� 1

2 + y + z
+

1

1 + y + z

�
dz| {z }

I(x)

1CCCA dy
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I (x) =
R 3
0

�
� 1

2 + y + z
+

1

1 + y + z

�
dz =

z este var.
=

de integrare
(� ln (2 + y + z) + ln (1 + y + z))jz=3z=0 =

= � ln (y + 5) + ln (y + 4) + ln (y + 2)� ln (y + 1) :
I =

R 2
0 (� ln (y + 5) + ln (y + 4) + ln (y + 2)� ln (y + 1)) dy =
y este var.
=

de integrare
(2 ln (y + 2)� ln (y + 1) + 4 ln (y + 4)� 5 ln (y + 5)� y ln (y + 1) +

+y ln (y + 2) + y ln (y + 4)� y ln (y + 5))jy=2y=0 =
= 5 ln 5� 3 ln 3� 2 ln 2 + 6 ln 6� 7 ln 7

Am folosit c¼aR
ln (x+ p) dx = p ln (p+ x)� x+ x ln (p+ x) + c;8y 2 [0; 2] ; p 2 f1; 2; 4; 5g ;

c 2 R:
modul 1:3:

I =
RRR


 f (x; y; z) dxdydz =
R 3
0

0BBBB@R 21
0BBBB@
Z 2

0

1

(x+ y + z)2
dy| {z }

I(x;y)

1CCCCA dx
1CCCCA dz ş.a.m.d.

Exerci̧tiul 2:Calculaţi integrala tripl¼a:
I =

RRR



�
x2 + y2

�
dxdydz;

unde domeniul de integrare 
 este muļtimea din planul euclidian tridimensional Oxyz m¼arginit¼a
de suprafȩtele: paraboloidul de rotaţie cu axa de rotaţie Oz şi vârful în origine, de ecua̧tie z =
1
2

�
x2 + y2

�
; şi de planul z = 2; paralel cu planul Oxy:

Rezolvare. etapa 1. Studiem domeniul
�Reprezent¼am gra�c domeniul


 =
�
(x; y; z) 2 R3; 12

�
x2 + y2

�
� z � 2

	

x
z
y

�Studiem dac¼a 
 este domeniu de integrare. Este, deoarece�
-
 este muļtime m¼arginit¼a, D ( [�2; 2]� [�2; 2]� [0; 2]
-Fr
 este o suprafaţ¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a.pe poŗtiuni

etapa 2. Studiem integrantul f:
f : 
 � R3 ! R, f (x; y; z) = x2 + y2:
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe 
:

etapa 3. Încerc¼am s¼a determin¼am I =
RRR




�
x2 + y2

�
dxdy, aplicând Teorema de reducere.

modul 1: Se observ¼a c¼a 
 nu este paralelipiped cu interior, cu fȩtele paralele cu planele de coordonate.-
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NU
modul 2: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Oz.


 = 
z =

8>><>>:(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 D = Dxy;
1

2

�
x2 + y2

�
| {z }

z-ul unui punct de pe paraboloid

� z � 2|{z}
z-ul din pl. z=2

9>>=>>; ;
unde
D = prxOy
z =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 2 D; 12

�
x2 + y2

�
� 2
	
:

Conform Teoremei de reducere)

I =
RRR




�
x2 + y2

�
dxdydz =

RR
D

0BBBB@
Z 2

1
2
(x2+y2)

�
x2 + y2

�
dz| {z }

I(x;y)

1CCCCA dxdy =

z este var.
=

de integrare

RR
D

0BB@�x2 + y2� z��z=2z= 1
2
(x2+y2)| {z }

I(x;y)

1CCA dxdy = RRD ��x2 + y2� �2� 1
2

�
x2 + y2

���
dxdy

Calcul¼am integrala dubl¼a anterioar¼a:
�Reprezent¼am gra�c domeniul

�x2 + y2 = 4 este cercul cu centrul O (0; 0) şi raza 2
x2 + y2 � 4) :::

Deci D este iteriorul unui cerc reunit cu cercul.
�Studiem dac¼a D este domeniu de integrare. Este, deoarece�

-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [0; 2]� [0; 2]
-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a.

�Studiem integrantul g:
g : D � R2 ! R, g (x; y) =

�
x2 + y2

� �
2� 1

2

�
x2 + y2

��
:

g este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D:
�Direct, studiind forma integrantului şi forma domeniului (x2+ y2 apare şi în legea de asociere a g
şi în ecuaţiile curbei ce m¼argineşte D), facem o schimbare de variabile legat¼a de coordonate polare.
Reprezent¼am din nou D în xOy:
Fie (x; y) coordonatele carteziene a unui punct M din D: Fie coordonatele polare ale M :8<: � = dist (O;M)

� = �

�
\
Ox;

��!
OM

�
; cu

�
x = � cos �
� = � sin �

Observ¼am, având în vedere interpretarea geometric¼a, c¼a
(x; y) parcurge D , (�; �) parcurge Ds;

unde Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 2; 0 � � � 2�

	
= [0; 2]� [0; 2�]

Al¼aturi de reprezentarea domeniului D; reprezent¼am Ds în �Os�.
Alegem
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F : Ds � R2 ! D � R2; F (�; �) =

0B@� cos �| {z }
x(�;�)

; � sin �| {z }
y(�;�)

1CA :
Observ¼am c¼a F este difeomor�sm pe Ds n FrDs; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe Ds n FrDs

-det JF (�; �) =

�������
@x

@�
(�; �)

@x

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

������� =
���� cos � �� sin �
cos � � cos �

���� = � 6= 0;8 (�; �) 2 Ds n FrDs:
Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare D în Ds; care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

I =
RR
D

��
x2 + y2

� �
2� 1

2

�
x2 + y2

���
dxdy =

RR
Ds

�
�2
�
2� 1

2�
2
��
j�j d�d� =

=
RR
Ds

�
2�3 � 1

2�
5
�
d�d�:

Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 2; 0 � � � 2�

	
= [0; 2]� [0; 2�]

este un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele de coordonate Os�;Os�:
Folosim Teorema de reducere )

I =
RR
Ds

�
2�3 � 1

2�
5
�
d�d� =

R 2
0

0BBB@
Z 2�

0

�
2�3 � 1

2
�5
�
d�| {z }

I(�)

1CCCA d� =
� este var.
=

de integrare

R 2
0

��
2�3 � 1

2�
5
�
� �
����=2�
�=0

d� =

=
R 2
0 2�

�
2�3 � 1

2�
5
�
d� =

� este var.
=

de integrare
2�

�
2
�4

4
� �6

2 � 6

������=2
�=0

= 2�
�
8� 16

3

�
:

Teorema 2:(o interpretare geometric¼a a unei integrale triple) Fie 
 un domeniu de integrare
din R3. Atunci 
 are volum şi

vol (
) =
RRR


 1 � dxdydz:
Teorema 4:(de schimbare de "variabile" de integrare în integrala tripl¼a) Fie 
 un domeniu
de integrare din R3, �e 
s � R3. Fie

F : 
s � R3 ! 
 � R3
(u; v; w) 2 
s  F (u; v; w) = (x (u; v; w) ; y (u; v; w) ; z (u; v; w))

o funçtie bijectiv¼a. Dac¼a F este difeomor�sm pe 
s n Fr
s; adic¼a
-F este de clas¼a C1 pe 
s n Fr
s
-det JF (u; v; w) 6= 0;8 (u; v; w) 2 
s n Fr
s

atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare 
 în 
s; care este tot domeniu de
integrare. Fie f : 
 � R3 ! R o funçtie. Dac¼a f 2 R (
) atunci f � F 2 R (
s) şi are locRRR


 f (x; y; z) dxdydz =
RRR


s
f (x (u; v; w) ; y (u; v; w) ; z (u; v; w)) jdet JF (u; v; w)j dudvdw:

Exerci̧tiul 3. S¼a se calculeze integrala tripl¼a:
I =

RRR

 (x+ y + z) dxdydz;

unde domeniul de integrare 
 este muļtimea din planul euclidian tridimensional Oxyz m¼arginit¼a
de sfera x2 + y2 + z2 �R2 = 0:
Rezolvare.
etapa 1. Studiem domeniul
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�Reprezent¼am gra�c domeniul

 =

�
(x; y; z) 2 R3;x2 + y2 + z2 � R2

	

y x
z

�Studiem dac¼a 
 este domeniu de integrare. Este, deoarece�
-
 este muļtime m¼arginit¼a, 
 ( [�R;R]� [�R;R]� [�R;R]
-Fr
 este o suprafaţ¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a

etapa 2. Studiem integrantul f:
f : 
 � R3 ! R, f (x; y; z) = x+ y + z:
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe 
:

etapa 3. Încerc¼am s¼a determin¼am I =
RRR


 (x+ y + z) dxdy, aplicând Teorema de reducere.
modul 1: Se observ¼a c¼a 
 nu este paralelipiped cu interior, cu fȩtele paralele cu planele de coordonate.-
NU
modul 2: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Oz.


 = 
z =

=

8><>:(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 D = Dxy; �
p
R2 � ((x2 + y2))| {z }

z-ul unui p. de pe calota inferioara

� z � �
p
R2 � ((x2 + y2))| {z }

z-ul unui p. de pe calota sup

9>=>; ;
unde
D = prxOy
z =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 2 D;x2 + y2 � R2

	
:

Conform Teoremei de reducere)

I =
RRR


 (x+ y + z) dxdydz =
RR
D

0BBBB@
Z pR2�((x2+y2))
�
p
R2�((x2+y2))

(x+ y + z) dz| {z }
I(x;y)

1CCCCA dxdy = ::
Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU
apel¼am la acest mod.
modul 3: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Oy-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU apel¼am la acest
mod.
modul 4: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Ox-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU apel¼am la acest
mod.
etapa 4. Determin¼am I =

RRR

 (x+ y + z) dxdy, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (x2 + y2 + z2 apare în ecuaţia suprafȩtei ce
m¼argineşte 
), facem o schimbare de variabile legat¼a de coordonate polare. Reprezent¼am din nou
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 în Oxyz :
Fie (x; y) coordonatele carteziene a unui punct M din 
: Fie coordonatele M :8>>>><>>>>:

� = dist (O;M)

� = �

�
\��!
OM;

�!
k

�
' = �

�
\��!
OM1;

�!
i

�
;
��!
OM1 = prxOy

��!
OM

; cu

8<:
x = � sin � cos'
y = � sin � sin'
z = � cos �

Observ¼am, având în vedere interpretarea geometric¼a, c¼a
(x; y; z) parcurge 
, (�; �; ') parcurge 
s;

unde

s =

�
(�; �; ') 2 R3; 0 � � � R; 0 � � � �; 0 � ' � 2�

	
= [0; R]� [0; �]� [0; 2�] :

Al¼aturi de reprezentarea domeniului 
; reprezent¼am 
s în Os��'.
Alegem
F : 
s � R3 ! 
 � R3;

(�; �; ') 2 
s  F (�; �; ') =

0B@� sin � cos'| {z }
x(�;�;')

; � sin � sin'| {z }
y(�;�;')

; � cos �| {z }
z(�;�;')

1CA :
Observ¼am c¼a F este difeomor�sm pe 
s n Fr
s; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe 
s n Fr
s

-det JF (�; �; ') =

�����������

@x

@�
(�; �; ')

@x

@�
(�; �; ')

@x

@'
(�; �; ')

@y

@�
(�; �; ')

@y

@�
(�; �; ')

@y

@'
(�; �; ')

@z

@�
(�; �; ')

@z

@�
(�; �; ')

@z

@'
(�; �; ')

�����������
=

=

������
sin � cos' � cos � cos' �� sin � sin'
sin � sin' � cos � sin' � sin � cos'
cos � �� sin � 0

������ = �2 sin � 6= 0;8 (�; �; ') 2 
s n Fr
s:
Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare 
 în 
s; care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

I =
RRR


 1dxdydz =
RRR


s
1
���2 sin ��� d�d�d' = RRR
s �2 sin �d�d�d':


s =
�
(�; �; ') 2 R3; 0 � � � R; 0 � � � �; 0 � ' � 2�

	
=

= [0; R]� [0; �]� [0; 2�]
este un paralelipiped cu interior, cu planele paralele cu planele de coordonate Os��;Os�';Os'�:

Folosim Teorema de reducere )
I =

RRR

s
(� sin � cos'+ � sin � sin'+ � cos �) �2 sin �d�d�d' =

=
R R
0

0BBBBBBBBB@
Z �

0

0BBB@
Z 2�

0

�
�3 sin2 � cos'+ �3 sin2 � sin'+ �3 sin � cos �

�
d'| {z }

I(�;�)

1CCCA d�
| {z }

I(�)

1CCCCCCCCCA
d� =
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' este var.
=

de integrare

R R
0

0BBB@
Z �

0

�
�3 sin2 � sin'� �3 sin2 � cos'+ '�3 sin � cos �

���'=2�
'=0

d�| {z }
I(�)

1CCCA d�

=
R R
0

0BBB@
Z �

0

�
2��3 sin � cos �

�
d�| {z }

I(�)

1CCCA d�
� este var.

=
de integrare

R R
0

0B@��3 �sin2 �����=��=0| {z }
I(�)

1CA d� = R R0 0d� � este var.
=

de integrare
0

Exerci̧tiul 4: S¼a se calculeze integrala tripl¼a:

I =
RRR




1p
x2 + y2 + z2

dxdydz;

unde domeniul de integrare 
 este muļtimea din planul euclidian tridimensional Oxyz, situat în
semiplanul superior z � 0; ce conţine o poŗtiune din semiaxa pozitiv¼a Oz şi este delimitat de sferele
x2 + y2 + z2 = 1 x2 + y2 + z2 = 9; şi de conul cu vârful în origine z =

p
x2 + y2

Rezolvare.
etapa 1. Studiem domeniul
�Reprezent¼am gra�c domeniul

xy
z

Intersect¼am conul cu sferele în 
�
x2 + y2 + z2 = 1

z =
p
x2 + y2

)
(
x2 + y2 = 1

2
z = 1p

2

e un cerc în planul z = 1p
2
paralel cu xOy:�

x2 + y2 + z2 = 9

z =
p
x2 + y2

)
(
x2 + y2 = 9

2
z = 3p

2

e un cerc în planul z = 3p
2
paralel cu xOy:

�Studiem dac¼a 
 este domeniu de integrare. Este, deoarece(
-
 este muļtime m¼arginit¼a, D (

h
� 3p

2
; 3p

2

i
�
h
� 3p

2
; 3p

2

i
�
h
1p
2
; 3
i

-Fr
 este o suprafaţ¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe poŗtiuni
etapa 2. Studiem integrantul f:

f : 
 � R3 ! R, f (x; y; z) =
1p

x2 + y2 + z2
:

f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe 
:
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etapa 3. Încerc¼am s¼a determin¼am I =
RRR




1p
x2 + y2 + z2

dxdy, aplicând Teorema de reducere.

modul 1: Se observ¼a c¼a 
 nu este paralelipiped cu interior, cu fȩtele paralele cu planele de coordonate.-
NU
modul 2: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Oz-nu, este doar juxtapunere


 = 
1z [ ::: =

=

8>>>><>>>>:(x; y; z) 2 R
3; (x; y) 2 D1 = D1xy;

3p
2|{z}

z-ul din planul cercului cu r= 3p
2

� z �
p
9� (x2 + y2)| {z }

z-ul de pe sfera cu r=3

9>>>>=>>>>;[ :::
unde

D1 = prxOy

1
z =

�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 �

�
3p
2

�2�
:::

Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat )
NU apel¼am la acest mod.
modul 3: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Oy.Din cauza integrantului,
integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU apel¼am la acest mod.
modul 4: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Ox. Din cauza integrantului,
integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU apel¼am la acest mod.

etapa 4. Determin¼am I =
RRR




1p
x2 + y2 + z2

dxdy, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (x2 + y2 + z2 apare şi în legea de asociere a
f; şi în ecuaţiile suprafȩtelor ce m¼arginesc 
), facem o schimbare de variabile legat¼a de coordonate
polare. Reprezent¼am din nou 
 în Oxyz:
Fie (x; y) coordonatele carteziene a unui punct M din 
: Fie coordonatele M :8>>>><>>>>:

� = dist (O;M)

� = �

�
\��!
OM;

�!
k

�
' = �

�
\��!
OM1;

�!
i

�
;
��!
OM1 = prxOy

��!
OM

; cu

8<:
x = � sin � cos'
y = � sin � sin'
z = � cos �

Observ¼am, având în vedere interpretarea geometric¼a, c¼a
(x; y; z) parcurge 
, (�; �; ') parcurge 
s;

unde

s =

�
(�; �; ') 2 R3; 1 � � � 3; 0 � � � �; �4 � ' �

3�
4

	
= [1; 3]� [0; �]�

�
�
4 ;
3�
4

�
:

Al¼aturi de reprezentarea domeniului 
; reprezent¼am 
s în Os��'.
Alegem
F : 
s � R3 ! 
 � R3;

(�; �; ') 2 
s  F (�; �; ') =

0B@� sin � cos'| {z }
x(�;�;')

; � sin � sin'| {z }
y(�;�;')

; � cos �| {z }
z(�;�;')

1CA :
Observ¼am c¼a F este difeomor�sm pe 
s n Fr
s; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe 
s n Fr
s
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-det JF (�; �; ') =

�����������

@x

@�
(�; �; ')

@x

@�
(�; �; ')

@x

@'
(�; �; ')

@y

@�
(�; �; ')

@y

@�
(�; �; ')

@y

@'
(�; �; ')

@z

@�
(�; �; ')

@z

@�
(�; �; ')

@z

@'
(�; �; ')

�����������
=

=

������
sin � cos' � cos � cos' �� sin � sin'
sin � sin' � cos � sin' � sin � cos'
cos � �� sin � 0

������ = �2 sin � 6= 0;8 (�; �; ') 2 
s n Fr
s:
Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare 
 în 
s; care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

I =
RRR




1p
x2 + y2 + z2

dxdydz =
RRR


s
1
�

���2 sin ��� d�d�d' = RRR
s �2 sin �d�d�d':

s =

�
(�; �; ') 2 R3; 1 � � � 3; 0 � � � �; �4 � ' �

3�
4

	
= [1; 3]� [0; �]�

�
�
4 ;
3�
4

�
este un paralelipiped cu interior, cu planele paralele cu planele de coordonate Os��;Os�';Os'�:

Folosim Teorema de reducere )
I =

RRR

s
� sin �d�d�d' =

=
R 3
1

0BBBBBBBBBB@
Z �

0

0BBBB@
Z 3�

4

�
4

(� sin �) d'| {z }
I(�;�)

1CCCCA d�
| {z }

I(�)

1CCCCCCCCCCA
d�

' este var.
=

de integrare

R 3
1

0BBB@
Z �

0
(� sin �) � 'j'=

3�
4

'=�
4
d�| {z }

I(�)

1CCCA d�

=
R 3
1

0BBB@
Z �

0

��
2
� sin �

�
d�| {z }

I(�)

1CCCA d� � este var.
=

de integrare

R 3
1

0BBB@ �2 � (� cos �)����=��=0| {z }
I(�)

1CCCA d� =
=
R 3
1 ��d�

� este var.
=

de integrare

�
2 (9� 1) = 4�:

Exerci̧tiul 5: S¼a se determine volumul elipsoidului care are ecuaţia
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1;

unde a; b; c sunt constante reale pozitive.
Rezolvare. Anticip¼am c¼a, dac¼a exist¼a,

vol (
) =
RRR


 1dxdy = I:
etapa 1. Studiem domeniul
�Reprezent¼am gra�c domeniul


 =

�
(x; y; z) 2 R3; x

2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
� 1
�
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xy
z

�Studiem dac¼a 
 este domeniu de integrare. Este, deoarece�
-
 este muļtime m¼arginit¼a, D ( [�a; a]� [�b; b]� [�c; c]
-Fr
 este o suprafaţ¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a.

etapa 2. Studiem integrantul f:
f : 
 � R3 ! R, f (x; y; z) = 1:
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe 
:

etapa 3. Încerc¼am s¼a determin¼am I =
RRR


 1dxdy, aplicând Teorema de reducere.
modul 1: Se observ¼a c¼a 
 nu este paralelipiped cu interior, cu fȩtele paralele cu planele de coordonate.-
NU
modul 2: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Oz-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU apel¼am la acest
mod.
modul 3: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Oy-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU apel¼am la acest
mod.
modul 4: Studiem dac¼a 
 este domeniu compact simplu în raport cu Ox-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU apel¼am la acest
mod.
etapa 4. Determin¼am I =

RRR

 1dxdy, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
apare în ecuaţia suprafȩtei ce

m¼argineşte 
), facem o schimbare de variabile legat¼a de coordonate polare. Reprezent¼am din nou

 în Oxyz:
Fie (x; y) coordonatele carteziene a unui punct M din 
: Fie coordonatele M :8>>>><>>>>:

� = dist (O;M)

� = �

�
\��!
OM;

�!
k

�
' = �

�
\��!
OM1;

�!
i

�
;
��!
OM1 = prxOy

��!
OM

; cu

8<:
x = a� sin � cos'
y = b� sin � sin'
z = c� cos �

Observ¼am, având în vedere interpretarea geometric¼a, c¼a
(x; y; z) parcurge 
, (�; �; ') parcurge 
s;

unde

s =

�
(�; �; ') 2 R3; 0 � � � 1; 0 � � � �; 0 � ' � 2�

	
= [0; 1]� [0; �]� [0; 2�] :

Al¼aturi de reprezentarea domeniului 
; reprezent¼am 
s în Os��'.
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Alegem
F : 
s � R3 ! 
 � R3;

(�; �; ') 2 
s  F (�; �; ') =

0B@a� sin � cos'| {z }
x(�;�;')

; b� sin � sin'| {z }
y(�;�;')

; c� cos �| {z }
z(�;�;')

1CA :
Observ¼am c¼a F este difeomor�sm pe 
s n Fr
s; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe 
s n Fr
s

-det JF (�; �; ') =

�����������

@x

@�
(�; �; ')

@x

@�
(�; �; ')

@x

@'
(�; �; ')

@y

@�
(�; �; ')

@y

@�
(�; �; ')

@y

@'
(�; �; ')

@z

@�
(�; �; ')

@z

@�
(�; �; ')

@z

@'
(�; �; ')

�����������
=

=

������
a sin � cos' a� cos � cos' �a� sin � sin'
b sin � sin' b� cos � sin' b� sin � cos'
c cos � �c� sin � 0

������ = abc�2 sin � 6= 0;
8 (�; �; ') 2 
s n Fr
s:

Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare 
 în 
s; care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

I =
RRR


 1dxdydz =
RRR


s
1
��abc�2 sin ��� d�d�d' = abc RRR
s �2 sin �d�d�d':


s =
�
(�; �; ') 2 R3; 0 � � � 1; 0 � � � �; 0 � ' � 2�

	
=

= [0; 1]� [0; �]� [0; 2�]
este un paralelipiped cu interior, cu planele paralele cu planele de coordonate Os��;Os�';Os'�:

Folosim Teorema de reducere )
vol (
) = I = abc

RRR

s
�2 sin �d�d�d' =

= abc
R 1
0

0BBBBBBBBB@
Z �

0

0BBB@
Z 2�

0
�2 sin �d'| {z }
I(�;�)

1CCCA d�
| {z }

I(�)

1CCCCCCCCCA
d� =

' este var.
=

de integrare
abc
R 1
0

0BBB@
Z �

0

�
�2 (sin �) � '

���'=2�
'=0

d�| {z }
I(�)

1CCCA d� = abc R 10
0BBB@
Z �

0
2��2 (sin �) d�| {z }

I(�)

1CCCA d�
� este var.

=
de integrare

abc
R 1
0

0B@2��2 (� cos �)���=��=0| {z }
I(�)

1CA d� = abc R 10 �4��2� d�
� este var.
=

de integrare
4�abc

�3

3

�����=1
�=0

=
4�abc

3
:

11: Integrala de suprafa̧t¼a

...
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12: Formule integrale


