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CURS NR. 14
Analiza matematica, ATA

©O10. Integrale triple
10.1. Domenii de integrare in R3

Definitia 1. O multime £ C R3 are masura Lebesgue nuld (sau este neglijabila in sens Lebesgue),
si notdm m (E) = 0, daca

Ve > 0, existd o familie finitd sau numarabila de interioare de paralelipipede
{lai, bi[ x ]ei, di[ X Jui,vi[ ;i € [-multime de indici} a.d.

E C UJai, bi] x Jei, di] x Jui, v si 3 \/(bi —ai)? + (c; — di)? + (u; — v;)? < e.

K3 1

Definitia 2. O multime Q C R? se numeste domeniu de integrare spatial dacs

(i) Q este multime marginita in R3;

(ii) m (FrQ) = 0.
Observatia 1. Se poate arata ca: daca

o) C R? este multime marginits in R3 si

o Fr ) este o suprafatd simpla (injectiva), inchisa netedd pe portiuni,
atunci m (Fr Q) = 0, adica €2 este domeniu de integrare.
Definitia 3. Fie OQ; si Qo domenii de integrare din R? cu proprietatea ci int Q NintQ; = 0 si
Q1 U Qs este tot domeniu de integrare. Se numegte jurtapunerea domeniului Q1 cu domeniul o
domeniul 7 U Qs.

10.2. Integrale triple proprii

Definitia 1. Z; = [[[, f (=, y, z) dedydz— vezi curs
Teorema 1.(de reducere a unei integrale triple la integrale duble si integrale Riemann)
a) Fie

Q) = Oy = [a,b] x[c, d] X [u,v] = {(m,y,z) eER¥a<z<bc<y<du<z< v} un paralelip-
iped cu interior, cu laturile paralele cu planele de coordate; il numim gi domeniu compact simplu
in raport cu toate azele;

of :QCR*—=Ro funcgie continua.

Atunci f € R(Q) si [[[q [ (x,y,2) dedydz = f (f (Lf f(z,y, 2 )dz) dy) dx
sau [[[qo f (z,y,2) dedydz = fc (fu (f;f(a:,y, )dz) Y
sau [[[ f (z,y,2) dedydz = [ (f; (fcdf (2,9, 2) ) dx)

s.a.m.d.
b) Fie

=0, ={(z,y,2) €eR*%(z,y) €D, fi (z,y) <z < fa(z,y)}, unde fi1, fo : D C R? — R sunt
functii continue; il numim si domeniu compact simplu in raport cu Oz;

of : O C R® — R o functie continus.
Atunci f € R(Q) si ffo x,y, z) drdydz = ffD (fff((j;% (x,y,2) dz) dxdy.
c) Fie

=0, = {(x,y,z) ER3 (y,2) €D, g1 (y,2) <z < g2 (y,2 } unde g1,g2 : D C R? — R sunt
functii continue; il numim si domeniu compact simplu in raport cu Owx;

z
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of :QCR}*—=Ro funcgie continua.

Atunci f € R(Q) si [[[q f (z,y, 2) dedydz = [[} ( gglz(yyvz f(z,y,2) dx> dydz.
d) Fie

Q= Q, = {(z,y,2) €R%(z,2) € D, h1 (z,2) <y < ha (y,2)}, unde hy,hy : D C R* - R
sunt functii continue; il numim si domeniu compact simplu in raport cu Oy;

of : O C R? — R o functie continus.

Atunci f € R(Q) si [[[ f (2, y, 2) dedydz = [[}, ( ;12225)) f(z,y,2) dy) dzdz.

Observatia 2. a) Fie

Q=0Q, = {(a:,y,z) ER3; (x,y) €D, fi(w,y) <z< fo (x,y)} , un domeniu compact simplu in
raport cu Oz, unde fi, fo : D C R?> — R sunt functii continue. Preciz&m cd D este proiectia
ortogonala a domeniului 2, pe planul zOy; mai mult, este un domeniu plan de integrare. Se
observa ca frontiera domeniului este alcatuita din suprafetele

(z,y) € D . o .
(S1) { 2= fi(z,y) numitad baza inferioara a domeniului;
(z,y) € D . o —_—
(S2) { 2= fo(z,y) numita baza superioard a domeniului;

(Siat) = {(z,y,2) € R* (z,y) € Fr (D), f1 (z,y) < z < fa (x,y)} este o portiune din o suprafatad
cilindrica; aceasta suprafatd cilindrica are generatoarele paralele cu Oz si drept curba directoare
Fr (D) (aceasta este o curba inchisd neteda pe portiuni).

Mentiondm cé, daca ducem o paraleld la Oz prin un punct (z,y) € D, aceasta intersecteaza
baza inferioara a domeniului in un punct (z,y, f1 (z,y)) si baza superioara a domeniului in un punct

(xayv f2 (ZL‘, y)) .

b), ¢) Analog se pot face comentarii pentru domenii simple in raport cu Oz, cu Oy.

Exercitiul 1. Sa se calculeze

a) [[fq dedydz,

unde Q este paralelipipedul cu interior marginit de planele z =1,z =2,y =0,y =2,2 =0,z = 3.
Rezolvare.

etapa 1. Studiem domeniul

eReprezentam grafic domeniul

x = 1,z = 2 sunt plane paralele cu yOz
y = 0 este planul 20z, y = 2 e plan paralel cu z0x
z = 0 este planul xOy, z = 3 e plan paralel cu Oy
eStudiem dacd 2 este domeniu de integrare. Este, deoarece
-Q este multime marginita, Q = [1,2] x [0,2] x [0, 3]
{ - Fr Q) este suprafata simpla, inchisa, netedd pe 6 portiuni.
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etapa 2. Studiem integrantul f.

1
frQCR—R, f(z,y,2) =

(r+y+ 2)2 .

f este cAmp scalar bine definit si continuu pe 2.

1

etapa 3. Determindm 7 = [[[, ——————dxdydz, aplicand Teorema de reducere.
I (x+y+2)
modul 1. Se observa ca (Q este paralelipipedul cu interior cu planele paralele cu planele de coordonate

Q=Q.=[1,2] x[0,2] x [0,3] =

={(z,y,2) eR}1<2<2,0<y<20<z<3}

Conform Teoremei de reducere, a)=

3
1
modul 1.1. 7 = [[[,, f (x,y,2) dedydz = ff f02 / ————dz | dy | dv
0 (z+y+2)
5 I(zy)
3 1 —2
=g = r+y+2) T+y+z)dz
fO (x+y+z fO y 82( y )
z=3
1 1

z este var. <($+y+z) 1)
e S +
de integrare —1 93—|—y+3 Tty
z=
2
1 1
I=J; / - + )d da
fl 0 < r+y+3 x4y Y
()
2 1 1 y este var.
= — d L
fo( $+y+3+$+y> ydemtegrare
= (-n(@+y+3)+n(z+y))f=-n(z+5) +In(z+2)+n(z+3) - n(z)
I:fl —ln 1‘+5)+1H(1}+2)—|—]n($+3)_ln(x))dx ﬂcesgvar.

de integrare

=[2In(z+2)—zlnz+3n(z+3)—5In(z+5)+zln(z+2)+zln(zr +3) —zln(z +5)]; z

=5In5—-3n3—-2In2+6In6—"7In7.
Am folosit ca
JIn(z+p)de =pln(p+z)—z+xzln(p+z)+cVze(l,2],pe{0,2,3,5},ceR.

2
modul 1.2. 7 = [[[,, f (z,y, z) dedydz = f02 f03 / %dm dz | dy
1 (r+y+2)
5 Z(y,2)
2 2 —2
=) —————=de= [ (z+y+z2) " —(r+y+z)de=
) fl ($+y+2)2 fl( ) am( )

r=2
1 1

— +
24y+2z 1+y+z

-1
x este var. (CU +y+ Z)
de integrare -1

3
) 1 1
7= - + dz | d
J /0 < 2+y+z2 1—|—y+z> o

I(=)

r=
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1 1
I(x)=[?(- dz =
(=) fo( 2+y+z+1+y+z> ‘

z este var. ( 2=3 __

o —In2+y+z2)+In(l+y+2)|; =
(cmograrc
=—In(y+5) +In(y+4)+In(y+2)—In(y+1).
IT=[2(-In(y+5) +In(y+4) +In(y+2)—In(y+1))dy =
dyésiévar' 2ln(y+2)—In(y+1)+4ln(y+4) —5In(y+5) —yln(y+1) +
e integrare
+yln (y +2) +yl(y +4) — yln(y +5)|/=5 =
=5n5-3In3—-2In2+6In6—-7In7
Am folosit ca
JIn(z+p)de =pln(p+z)—xz+xzln(p+z)+e¢Vy€l0,2],p€{1,2,4,5},
ceR.
modul 1.3.

2
0o (x4+y+2)

I(z,y)

Exercitiul 2.Calculati integrala tripla:

1= ffo (:c2 + y2) dxdydz,
unde domeniul de integrare ) este multimea din planul euclidian tridimensional Ozyz marginita
de suprafetele: paraboloidul de rotatie cu axa de rotatie Oz si varful in origine, de ecuatie z =
% (x2 + y2) , si de planul z = 2, paralel cu planul Oxy.
Rezolvare. etapa 1. Studiem domeniul
eReprezentam grafic domeniul

Q= {(:c,y,z) € RB’;% (x2—|—y2) <z< 2}

eStudiem dacd €2 este domeniu de integrare. Este, deoarece
-Q) este multime marginita, D C [—-2,2] x [—2,2] x [0, 2]
- Fr Q este o suprafata simpld, inchisa, neteda.pe portiuni
etapa 2. Studiem integrantul f.
f:QCR? =R, f(z,y,2) =22+ %
f este cAmp scalar bine definit si continuu pe €.
etapa 3. Incercim s§ determindm 7 = If fQ (a;2 + y2) dxdy, aplicand Teorema de reducere.
modul 1. Se observa ca {2 nu este paralelipiped cu interior, cu fetele paralele cu planele de coordonate.-
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NU
modul 2. Studiem daca €2 este domeniu compact simplu in raport cu Oz.
L. s 2
Q=0Q, =< (z,y,2) € R%(x,y) € D = Dy, 5(3: +y) <z< 2 ,
— z-ul din pl. z2=2

z-ul unui punct de pe paraboloid
unde

D= pTxOsz = {(ﬂﬁ,y) € R2; (CC,y) € D,% ($2 + y2) < 2} .
Conform Teoremei de reducere=

T = [[[q (2? +y?) dadydz = [[, /2 (22 + y?) dz | dody =

3(@2+y?)

Z(z,y)

L o | 9 2 D [ dedy =l (02 +02) (2§ (24 07))) oy

de integrare

I(zy)
Calculdm integrala dublad anterioara:

eReprezentam grafic domeniul

o22 + y? = 4 este cercul cu centrul O (0,0) si raza 2
24y <d4= ..

Deci D este iteriorul unui cerc reunit cu cercul.
eStudiem daca D este domeniu de integrare. Este, deoarece

-D este multime marginita, D C [0, 2] x [0, 2]

{ -Fr D este curba simpld, inchisa, neteda.
eStudiem integrantul g.

g:DCR* =R, g(z,y) = (22 +y?) (2— 5 (2 +1?)).

g este camp scalar bine definit si continuu pe D.
eDirect, studiind forma integrantului si forma domeniului (22 + y? apare si in legea de asociere a g
si in ecuatiile curbei ce margineste D), facem o schimbare de variabile legata de coordonate polare.
Reprezentam din nou D in xOy.
Fie (z,y) coordonatele carteziene a unui punct M din D. Fie coordonatele polare ale M :

p:dist(%) x = pcosf
— cu :
azu(ox,0M> ’ 0 = psing

Observam, avand in vedere interpretarea geometricé, ca
(z,y) parcurge D < (p,0) parcurge Dy,
unde D, = {(p,0) e RE0<p <2,0<60<2rm} =[0,2] x [0, 27]
Alaturi de reprezentarea domeniului D, reprezentdm Dy in pOg6.
Alegem
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F:DsCR2—= DCR2 F(p,0)=|pcosb,psinb
SN~

z(p,0)  y(p,0)
Observam cd F este difeomorfism pe Dy \ Fr D;, adica

-F este de clasa C! pe D, \ Fr Dy

Or (p,0) = (p,6)
? ’ cosf —psinh
_det Jp (p,0) = gz ) gg o | =] cost p’;ose = p#0,¥(p,0) € D, \ Fr D,.
o (p,0) 20 (p,0)

Atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare D in D, care este tot domeniu de
integrare. Mai mult
T=[Ip (@ +y*) (2 =3 (& +v?))) dedy = [[p, (0* (2= 30%)) lpl dpdf =
= [Ip, (20" = 30°) dpdf.
Dy ={(p,0) €R%0< p<2,0<0<2r}=10,2] x [0,2n]
este un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele de coordonate Ogp, Os0.
Folosim Teorema de reducere =

2
7= [y, (20> = 3p°) dpdd = [§ / <2p3 - ;pf’) do | dp =
0

Z(p)

0 es var. o=
de C:ltt%g:re 12 ((20* = 1p°) - 6) 9:(2)” dp =

= Jo 27 (26" — 30°) dp =
pest;var. o <204 . p6>
de integrare 4 2-6
Teorema 2.(o interpretare geometrica a unei integrale triple) Fie Q un domeniu de integrare
din R3. Atunci Q are volum si
vol () = [[[,1 - dedydz.
Teorema 4.(de schimbare de "variabile" de integrare in integrala tripla) Fie Q2 un domeniu
de integrare din R3, fie Q; C R3. Fie
F:Q,cR®—QcCR?
(u,v,w) € Qg ~ F (u,v,w) = (z (u,v,w),y (u,v,w), z (u,v,w))
o functie bijectiva. Daca F' este difeomorfism pe g \ Fr g, adica
-F este de clasi C! pe Q \ FrQ,
-det Jp (u,v,w) # 0, (u,v,w) € Qg \ Fr Qs
atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare € in €, care este tot domeniu de
integrare. Fie f: Q C R? — R o functie. Daci f € R (Q) atunci f o F € R (£) si are loc

ffo f(z,y,2)dedydz = fffﬂs f(z(u,v,w),y (u,v,w), 2 (u,v,w))|det Jp (u,v,w)| dudvdw.

p=2
=2m (8 —38).

p=0

Exercitiul 3. Si se calculeze integrala tripla:
T =[[[g(x+y+ z)dedydz,
unde domeniul de integrare ) este multimea din planul euclidian tridimensional Ozyz marginita
de sfera 22 + 9% + 22 — R2 = 0.
Rezolvare.
etapa 1. Studiem domeniul
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eReprezentam grafic domeniul
Q= {(x,y,z) ER3 22 +92 4+ 22 < RQ}

eStudiem dacd 2 este domeniu de integrare. Este, deoarece
-Q este multime marginita, Q C [-R, R| X [-R, R| x [-R, R]
- Fr Q este o suprafatd simpla, inchisa, neteda
etapa 2. Studiem integrantul f.
f:QCR3 =R, f(z,y,2) =x+y+ 2
f este camp scalar bine definit gi continuu pe €.
etapa 3. Incercam sa determinam Z = [[[, (z +y + 2) dzdy, aplicand Teorema de reducere.
modul 1. Se observa ca {2 nu este paralelipiped cu interior, cu fetele paralele cu planele de coordonate.-
NU
modul 2. Studiem dacé 2 este domeniu compact simplu in raport cu Oz.
N=0Q, =

=< (x,y,2) €R¥%(2,9) € D=Duy, —VR2—((z>+1?) <2< —\/R2—£r(w2+y2)) :

TV
z-ul unui p. de pe calota inferioara z-ul unui p. de pe calota sup

unde
D = praoyQ. = {(z,y) € R?% (z,y) € D,2* +y* < R*}.
Conform Teoremei de reducere=

R2—((z*+y?))

T= [ff, (e +y+2)dedydz = [[, / (gt 2)de | dudy = .
—V (@)

/

I(z,y)
Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU

apelam la acest mod.

modul 3. Studiem daca €2 este domeniu compact simplu in raport cu Oy-este. Din cauza inte-

grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU apelam la acest

mod.

modul 4. Studiem daca € este domeniu compact simplu in raport cu Ozx-este. Din cauza inte-

grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU apelam la acest

mod.

etapa 4. Determindm Z = [ fQ (x +y + 2) dzdy, aplicand Teorema de schimbare de "variabile".
Studiind forma integrantului si forma domeniului (2% + y? + 22 apare in ecuatia suprafetei ce

marginegte ), facem o schimbare de variabile legatd de coordonate polare. Reprezentam din nou
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Q in Oxyz :
Fie (z,y) coordonatele carteziene a unui punct M din Q. Fie coordonatele M :
p =dist (O, M)
1= (o.7) = pindess
,cu ¢ y=psinfsinep
@:M<0M157>70M1 :pTxOyOM Z:pCOSQ

Observam, avand in vedere interpretarea geometrica, ca
(z,y, z) parcurge ) < (p, 0, ) parcurge s,
unde
Qs = {(p,0,9) ER}Z0<p<RO<O<T0<p<2r}
= [0, R] x [0, 7] x [0, 27].
Alituri de reprezentarea domeniului €2, reprezentdm Qg in Ozpfp.
Alegem
F:Q,CR?®— QcCR3,

(p,0,0) € Qs ~ F(p,0,p) = | psinbcos g, psinfsin p, pcos b
——

z(p,0,¢) y(p00)  z(p,0,)
Observam cd F este difeomorfism pe 2 \ Fr Q,, adicd
-F este de clasi C! pe Q \ FrQ,
oz Ox Ox

5;(m97¢) 59 (P 0:9) 5;(m0,¢)
dy dy dy
-det Jp (pa 0, 90) = % (pa 0, SO) % (pa 0, 4,0) % (p,@, CP) =
gZ(p,H,w) gZ(p,H,w) g;,uxe,w)
sinfcosyp pcosfcosy —psinfsinp
=| sinfsing pcosfsingp psinfcosp | = p?sinf # 0,V (p,0,¢) € Qs \ Fr,.

cos 6 —psinf 0

Atunci F~1 duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare  in €, care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

7= ffo ldzdydz = fffﬂs 1 ‘p2 sin 9‘ dpdfdp = fffﬂs p? sin Odpdfdp.

Qo ={(p.0,0) ER}0<p<RO<O<T0< @< 271} =

= [0, R] x [0, 7] x [0, 27]

este un paralelipiped cu interior, cu planele paralele cu planele de coordonate O;pf, Os6p, Ogpp.

Folosim Teorema de reducere =

I = [[/q, (psinfcosp + psindsing + pcos ) p? sin 0dpdfdy =

T 27
= fOR / / (p3 sin? 0 cos ©+ p3 sin? # sin ©+ p3 sin 6 cos 9) do | do | dp =
0 0

J/

Z(p,0)

Z(p)
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¢ este var. R

0 / (p3 sin? @ sin ¢ — p3sin® 0 cos ¢ 4 @p? sin 6 cos 0) ‘zzzﬂ do | dp
0

de integrare

:foR /0 (27rp3sin9(:os0)d9 dp

Z(p)

0 este var. R 3/ .. 92 O=m R p este var.
= wp° (sin® 6 dp = 0d = 0
de integrare 0 P ( ) =0 P fo P de integrare

-~

Z(p)

Exercitiul 4. Si se calculeze integrala tripla:

1

unde domeniul de integrare {2 este multimea din planul euclidian tridimensional Ozyz, situat in
semiplanul superior z > 0, ce contine o portiune din semiaxa pozitiva Oz si este delimitat de sferele
22 +y?+22=1224+y?>+ 22 =9, si de conul cu varful in origine z = /22 + y2

Rezolvare.

etapa 1. Studiem domeniul

eReprezentam grafic domeniul

Intersectam conul cu sferele in €2

{ z? +\3?LZQZ 1 z* %2 =3 e un cerc in planul z = —% paralel cu 20y
z=/x? + y? =5 V2 .

N[©

2
2= \/x2 + 12 22%

eStudiem dacd 2 este domeniu de integrare. Este, deoarece

e un cerc in planul z = % paralel cu zOy.

-Q) este multime marginita, D C [—%, %] X [—%, \%] X [%,3}

- Fr Q este o suprafata simpla, inchisad, netedd pe portiuni
etapa 2. Studiem integrantul f.

f:QCR3 =R, f(z,y,2) = !

Vi 42422

f este cAmp scalar bine definit si continuu pe €.
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1

Va2 4+ y? + 22

modul 1. Se observa cd €2 nu este paralelipiped cu interior, cu fetele paralele cu planele de coordonate.-

NU

modul 2. Studiem dacé §2 este domeniu compact simplu in raport cu Oz-nu, este doar juxtapunere
Q=0Qlu..=

etapa 3. Incercim si determindm Z = [/ Jo dxdy, aplicand Teorema de reducere.

= (z,y,2) € R% (z,y) € D' = D}

TY?

<z< V99— (2249?%) pU..
—_—

(&l

z-ul de pe sfera cu r=3

z-ul din planul cercului cu r=--
P V2

unde )

D' = proo, Q2 = {(x,y) €R%a? +y? < (%) }

Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat =
NU apeldam la acest mod.
modul 3. Studiem daca 2 este domeniu compact simplu in raport cu Oy.Din cauza integrantului,
integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU apelam la acest mod.

modul 4. Studiem daca () este domeniu compact simplu in raport cu Ox. Din cauza integrantului,
integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU apelam la acest mod.

L. 1
etapa 4. Determindm 7 = [, N
Studiind forma integrantului si forma domeniului (22 4 y? + 22 apare si in legea de asociere a
f, si in ecuatiile suprafetelor ce marginesc 2), facem o schimbare de variabile legatd de coordonate
polare. Reprezentam din nou €2 in Oxyz.
Fie (x,y) coordonatele carteziene a unui punct M din Q. Fie coordonatele M :

dxdy, aplicand Teorema de schimbare de "variabile".

p = dist (O, M)
} — x = psinfcosp
9—M<0M,k) ’Cu y:pslnesnl(,@
— z=pcosf

=\ — —
Y= OM17i>7OM1:peryOM

Observam, avand in vedere interpretarea geometrica, ca
(z,y, z) parcurge 2 < (p, 0, ) parcurge s,
unde
Qo ={(p.0,p) ER}1<p<3,0<O<mT<p< i}
= [1,3] x [0, 7] x [%’%] :
Alituri de reprezentarea domeniului €2, reprezentam Qg in Ozpf¢p.
Alegem
F:Q,CcR— QCR3,

(p,0,0) € Qs ~ F(p,0,p) = | psinf cos p, psinfsin ¢, p cos O
——

z(p,0,) y(p,0,0)  z(p,0,0)
Observam cd F' este difeomorfism pe Q; \ Fr Q,, adica

-F este de clasa C! pe Q \ FrQ;
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gi (p, 0, ) % (p.0, ) gz (p: 0, )
dy dy dy
-det Jp (p,0,¢) = afp(pﬁwp) 3 (P:0:¢) %(pﬁ,«p) =
gz (p: 0, ) g; (p: 0, ) g; (p: 0, )
sinfcosyp pcosfcosy —psinfsinp
=| sinfsing pcosfsinp psinfcosep | = p?sinf # 0,V (p,0,¢) € Qs \ Fr,.

cosd —psinf 0

Atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare € in ), care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

Z=[[lq \/ﬁdxdydz = [[fq, L |p*sin | dpdbdi = [[f, p*sinbdpddyp.

Q= {(p,0,0) ER}1<p<3,0<h<Tm,T<p< 3
=[1,3] x [0,7] x [§, 3]
este un paralelipiped cu interior, cu planele paralele cu planele de coordonate Ogpf, Os0p, Ospp.
Folosim Teorema de reducere =

I = ffos psin Odpdfdyp =

3n

= f13 / / 4 (p sin 9) d(,O do dp P e~ste:va1‘. fl?) / (p sin 9) gp|w_£f do dp
0 z de integrare 0 1

Z(p,0) Z(p)

Z(p)
_ 13 T 0 este_var. 3| T O=n B
o fl /O ( 2 p sin 0> d0 d de 1ntegrare fl 2 p ( o8 0) 6=0 dp N

Z(p) Z(p)

_fl 7T,0d pCStCVdI g(g_l):él’]r

de integrare

Exercitiul 5. S& se determine volumul elipsoidului care are ecuatia
22 2 22
-+ 5+—=5=1
a2 b2 2 ’ .

unde a, b, c sunt constante reale pozitive.

Rezolvare. Anticipdm c&, dacé exista,

vol (Q) = [[ [, 1dzdy = T.
etapa 1. Studiem domeniul
eReprezentam grafic domeniul

2 2 2’2
QZ{(w,y,)GR?’ 'ZQ+<1}
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eStudiem dacd () este domeniu de integrare. Este, deoarece

-Q este multime marginita, D C [—a,a] x [=b,b] X [—¢, (]

- Fr Q este o suprafata simplé, inchisa, neteda.
etapa 2. Studiem integrantul f.

f:QCR? =R, f(z,y,2) =1.
f este cAmp scalar bine definit gi continuu pe €.
etapa 3. Incercim si determinim Z = [ Jq 1dzdy, aplicand Teorema de reducere.
modul 1. Se observa ca {2 nu este paralelipiped cu interior, cu fetele paralele cu planele de coordonate.-
NU
modul 2. Studiem dacd €2 este domeniu compact simplu in raport cu Oz-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU apelam la acest
mod.
modul 3. Studiem daca ) este domeniu compact simplu in raport cu Oy-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU apelam la acest
mod.
modul 4. Studiem daca €2 este domeniu compact simplu in raport cu Oz-este. Din cauza inte-
grantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU apelam la acest
mod.
etapa 4. Determindm 7 = [ fQ ldxdy, aplicand Teorema de schimbare de "variabile".
2 2 2

Z2teEte
margineste ), facem o schimbare de variabile legatd de coordonate polare. Reprezentam din nou
Q in Ozyz.
Fie (z,y) coordonatele carteziene a unui punct M din Q. Fie coordonatele M :

p =dist (O, M)

=
0=u OM,k>

Studiind forma integrantului gi forma domeniului ( apare in ecuatia suprafetei ce

T = apsinfcosp
,cu ¢ y=bpsinfhsing
z =cpcosb

=\ — e ——
p=p|{OMq, i ) ,OM1 = pryoy,OM
Observam, avand in vedere interpretarea geometrica, ca
(z,y, z) parcurge Q < (p, 0, @) parcurge (),
unde
Q= {(p,0,0) ER}0<p<1,0<O<m,0< < 2m}
= [0,1] x [0, 7] x [0, 27] .
Alédturi de reprezentarea domeniului €2, reprezentam €25 in Ogzpfp.
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Alegem
F:Q,CR?®— QcCR3,

(p,0,0) € Qs ~ F(p,0,p) = | apsinb cos p, bpsin b sin p, cp cos O
~——

-~~~

z(p,0,) y(p,0,) z(p,0,¢)
Observam cd F este difeomorfism pe 2 \ Fr Q,, adicd

-F este de clasi C! pe Q \ FrQ,

oz ox ox
gp(pveago) ge(paeagp) giso (/%9790)
| % 9y 9y _
-det Jp (p,0,¢) = gp (p,0,9) gg (p,0,9) f(?)so (p,0,9)
z z z
%(p797¢) %<p701§0> %(079790)

asinfcosy apcosfcosp —apsinfsing
=| bsinfsinp bpcoshsingy bpsinb cos = abcp?sinf # 0,
ccosf —cpsinf 0
Y (p,0,p) € Qs \ FrQ,.
Atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare € in ), care este tot domeniu de
integrare. Mai mult
I = [[[qldzdydz = [[[, 1 |abep? sin 6| dpdfde = abe I, p? sin Odpdfdep.
Q= {(p,0,0) ER}0<p<1,0<h<T0< <27} =
= [0, 1] x [0, 7] x [0, 27]
este un paralelipiped cu interior, cu planele paralele cu planele de coordonate Ogpf, Os0¢p, Ospp.
Folosim Teorema de reducere =
vol (Q) =7 = abe ffog p?sin Odpdfdyp =

T 2m
= abe fol /0 /0 p*sinfde | d | dp =
—_—

pestevar pe fol / (p* (sind) - ) \iiﬁ” df | dp = abc fol / 2mp? (sin6) dé | dp
0 0

de integrare

Z(p) Z(p)

b estevar- o be fol 21 p? (— cos 9)}225 dp = abc fol (4mp?) dp

de integrare

Z(p)
=1
p este var. Arab ,03 p 4dmabe
= aoc — = .
de integrare 3 p=0 3

O11. Integrala de suprafata
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O12. Formule integrale
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