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CURS NR. 6
Analiz¼a matematic¼a, AIA

8:2: Serii de puteri în R

De�ni̧tia 8:2:1: Fie a 2 R şi (an)n2N un şir de numere reale. Se numeşte serie de puteri ale x� a
sau centrat¼a în a seria

a0 + a1 (x� a)1 + a2 (x� a)2 + :::+ an (x� a)n + :::; 8x 2 R sau

a0 +

1X
n=1

an (x� a)n ;8x 2 R.

Observa̧tia 8:2:1: O serie de puteri centrat¼a în a este o serie de funçtii putere reale
fn : R! R; fn (x) = an (x� a)n

şi, din acest motiv, se poate studia natura seriei (chiar şi suma seriei, care este o funçtie), ca la
serii de funçtii. Exist¼a şi teoreme speci�ce.

Teorema 8:2:1 (Cauchy-Hadamard): Fie � = lim
n!1

n
p
janj 2 [0;+1] şi R =

1

�
; numit¼a raz¼a

de convergenţ¼a. Atunci:
a) Seria de puteri centrat¼a în a este o serie absolut convergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� aj < R,
adic¼a pentru 8x 2 ]a�R; a+R[ :
b) Seria de puteri centrat¼a în a este o serie divergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� aj > R, adic¼a pentru
8x 2 ]�1; a�R[ [ ]a+R;+1[ :
c) Pentru x 2 R cu jx� aj = R, adic¼a pentru x = a � R şi x = a + R nu se poate preciza natura
seriei, se face studiu separat.

Observa̧tia 8:2:2: Dac¼a în Teorema 8:2:1:
lim
n!1

n
p
janj = 0) R = +1 )seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R:

lim
n!1

n
p
janj = +1) R = 0 )seria este absolut convergent¼a pentru x = a şi divergent¼a pentru

8x 2 Rn fag.

Observa̧tia 8:2:3: Dac¼a an 6= 0;8n 2 N, şi 9�1 = lim
n!1

jan+1j
janj

atunci R =
1

�1
:

Observa̧tia 8:2:4: Fie m 2 N. Teoria anterioar¼a este valabil¼a şi pentru (an)n2Nm şi
am (x� a)m + am+1 (x� a)m+1 + :::+ an (x� a)n + :::; 8x 2 R sau
1X
n=m

an (x� a)n ;8x 2 R.

Exemplul 8:2:1. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de puteri:
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a) 1 +
1P
n=1

3n (x+ 2)n ;8x 2 R

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x+ 2) sau centrat¼a în a = �2, cu
an = 3

n;8n 2 N:
Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

Modul 1: � = lim
n!1

n
p
j3nj = lim

n!1
3 = 3) R = 1

3 :

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N şi

9�1 = lim
n!1

��3n+1��
j3nj = lim

n!1
3 = 3) R = 1

3 :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx+ 2j < 1

3 , adic¼a pentru 8x 2
�
�2� 1

3 ;�2 +
1
3

�
=�

�7
3 ;�

5
3

�
:

�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx+ 2j > 1
3 , adic¼a pentru 8x 2

�
�1;�7

3

�
[
�
�5
3 ;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jx+ 2j = 1
3 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = �7
3 se obţine seria

1P
n=0

3n
�
�7
3 + 2

�n are aceeaşi�
natur¼a

1P
n=0

(�1)n. Ultima serie este divergent¼a,

conform condi̧tiei su�ciente de divergenţ¼a (@ lim
n!1

(�1)n) sau ca serie armonic¼a alternant¼a cu � = 0:

-pentru x = �5
3 se obţine seria

1P
n=0

3n
�
�5
3 + 2

�n are aceeaşi�
natur¼a

1P
n=0

1. Ultima serie este divergent¼a,

conform condi̧tiei su�ciente de divergenţ¼a ( lim
n!1

1 = 1 6= 0) sau ca serie armonic¼a cu � = 0:
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
�
�7
3 ;�

5
3

�
;

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1;�7

3

�
[
�
�5
3 ;+1

�
:

b)
1P
n=1

(�5)n

n
xn;8x 2 R;

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu

an =
(�5)n

n
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

Modul 1: � = lim
n!1

n

r��� (�5)nn

��� = lim
n!1

5
npn = 5) R = 1

5 :

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi

9�1 = lim
n!1

��� (�5)n+1n+1

������ (�5)nn

��� = lim
n!1

5n+1

5n
n
n+1 = 5) R = 1

5 :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j < 1

5 , adic¼a pentru 8x 2
�
�1
5 ;
1
5

�
�Seria este divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j > 1

5 , adic¼a pentru 8x 2
�
�1;�1

5

�
[
�
1
5 ;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jx� 0j = 1
5 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
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-pentru x = �1
5 se obţine seria

1P
n=1

(�5)n

n

�
�1
5

�n are aceeaşi�
natur¼a

1P
n=1

1
n , care este divergent¼a ca serie

armonic¼a cu � = 1:

-pentru x = 1
5 se obţine seria

1P
n=1

(�5)n

n

�
1
5

�n are aceeaşi�
natur¼a

1P
n=1

(�1)n
n , care este semiconvergent¼a ca serie

armonic¼a alternant¼a cu � = 1:
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
�
�1
5 ;
1
5

�
;

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1;�1

5

�
[
�
1
5 ;+1

�
semiconvergent¼a pentru x = 1

5 :

c) 1 +
1P
n=1

2n(�1)
n

xn;8x 2 R;

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu
an = 2

n(�1)n ;8n 2 N:
Deoarece N =

n
2ek;ek 2 No [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

an =

(
2n, dac¼a n = 2ek;ek 2 N
1
2n , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

Modul 1: � = lim
n!1

n

q��n(�1)n��:
Deoarece N =

n
2ek;ek 2 No [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

vn =
n

q��2n(�1)n�� = ( 2, dac¼a n = 2ek;ek 2 N
1
2 , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a8<:
limek!1 v2ek = 2
limek!1 v2ek+1 = 1

2

) L
�
(vn)n2N�

�
=
�
2; 12
	
)

8<: lim
n!1

vn =
1
2

lim
n!1

vn = 2

) � = lim
n!1

vn = 2) R = 1
� =

1
2 :

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N şi 9?�1 = lim
n!1

���2(n+1)(�1)n+1�����2n(�1)n�� :

Deoarece N =
n
2ek;ek 2 No [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

un =

���2(n+1)(�1)n+1�����2n(�1)n�� =

(
1

22n+1
, dac¼a n = 2ek;ek 2 N

2n+1+n, dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:
Se determin¼a8<:

limek!1u2ek = 0
limek!1u2ek+1 = +1

) L
�
(un)n2N

�
= f0;+1g )

8<: lim
n!1

un = 0

lim
n!1

un = +1
) @�1 = lim

n!1
un )nu se poate aplica Modul 2:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj < 1

2 , adic¼a pentru 8x 2
�
�1
2 ;
1
2

�
:

�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj > 1
2 , adic¼a pentru 8x 2

�
�1;�1

2

�
[
�
1
2 ;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jxj = 1
2 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
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-pentru x = �1
2 se obţine seria 1+

1P
n=1

2n(�1)
n ��1

2

�n
care este divergent¼a din condi̧tia su�cient¼a de

divergenţ¼a. Într-adev¼ar, termenul general al seriei este
xn = (�1)n 2n(�1)

n�n;8n 2 N�.
Deoarece N =

n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

xn =

(
1, dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

� 1
22n
, dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a8<:
limek!1x2ek = 1;
limek!1x2ek+1 = 0:

) L
�
(xn)n2N�

�
= f0; 1g )

8<: lim
n!1

xn = 0

lim
n!1

xn = 1
) @ lim

n!1
xn

CS de Divergenţ¼a) seria este divergent¼a.

-pentru x = 1
2 se obţine seria 1 +

1P
n=1

2n(�1)
n �1

2

�n
care este divergent¼a, analog.

Concluzie. Seria este:
absolut convergent¼a pentru 8x 2

�
�1
2 ;
1
2

�
;

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1;�1

2

�
[
�
1
2 ;+1

�
:

d)
1P
n=1

7nx2n;8x 2 R.

Rezolvare. Seria are aceeaşi natur¼a cu seria
1P
en=1 aenxen, unde

aen =
�
7n, dac¼a en = 2n;n 2 N�
0, dac¼a en = 2n+ 1;n 2 N:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei
Modul 1: � = limen!1 enpjaenj:
Deoarece N� = f2n;n 2 N�g [ f2n+ 1;n 2 Ng, se expliciteaz¼a

ven = enpjaenj = � 2n
p
7n, dac¼a en = 2n;n 2 N�

2n+1
p
0, dac¼a en = 2n+ 1;n 2 N:

Se determin¼a(
lim
n!1

v2n =
p
7

lim
n!1

v2n+1 = 0
) L

�
(ven)en2N�� = �0;p7	)

8<: limen!1ven = 0
limen!1ven =

p
7

) � = limen!1ven =
p
7) R = 1p

7
:

Modul 2: Nu se poate aplica, deoarece a2n+1 = 0;8n 2 N:
Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.

�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj < 1p
7
, adic¼a pentru 8x 2

i
� 1p

7
; 1p

7

h
:

�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj > 1p
7
, adic¼a pentru 8x 2

i
�1;� 1p

7

h
[
i
1p
7
;+1

h
:

�Pentru x 2 R cu jxj = 1p
7
nu se poate preciza natura seriei se face studiu separat.

-pentru x = � 1p
7
se obţine seria 1 +

1P
n=1

7n
�
� 1p

7

�2n are aceeaşi�
natur¼a

1P
n=0

1, care este divergent¼a din

Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a, deoarece lim
n!1

xn = lim
n!1

1 = 1 6= 0.

-pentru x = 1p
7
se obţine seria 1 +

1P
n=0

7n
�
1p
7

�2n are aceeaşi�
natur¼a

1P
n=0

1, care este divergent¼a din Condi̧tia
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su�cient¼a de divergenţ¼a, deoarece lim
n!1

xn = lim
n!1

1 = 1 6= 0.
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
i
� 1p

7
; 1p

7

h
;

divergent¼a pentru 8x 2
i
�1;� 1p

7

i
[
h
1p
7
;+1

h
:

e)
1X
n=1

1

(n+ 1)!
(x+ 1)n ;8x 2 R

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x+ 1) sau centrat¼a în a = �1, cu
an =

1
(n+1)! ;8n 2 N

�:
Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.
Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi

9�1 = lim
n!1

��� 1
(n+2)!

������ 1
(n+1)!

��� = lim
n!1

1
n+2 = 0) R = +1:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx+ 1j < +1, adic¼a 8x 2 R.

f)
1X
n=1

nn (x� �)n ;8x 2 R.

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x� �) sau centrat¼a în �, cu
an = n

n;8n 2 N�:
Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.
Modul 1: � = lim

n!1
n
p
jnnj = lim

n!1
n = +1) R = 0:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� �j < 0, adic¼a pentru niciun x:
�Seria este divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� �j > 0, adic¼a pentru 8x 2 ]�1; �[ [ ]�;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jx� �j = 0 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = � se obţine seria
1X
n=1

nn (� � �)n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

0: Ultima serie este absolut con-

vergent¼a.
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru x = �;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1; �[ [ ]�;+1[ = R n f�g :

Seria geometric¼a.
1X
n=m

xn;8x 2 R este

�punctual şi absolut convergent¼a, dac¼a x 2 ]�1; 1[, cu suma
s : ]�1; 1[! R; s (x) = xm

1

1� x ;
�divergent¼a, dac¼a x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ :

Pentru m = 0, se convine s¼a se noteze 1 +
1X
n=1

xn; adic¼a

(�) 1 + x+ x2 + :::+ xn + ::: = 1

1� x;8x 2 ]�1; 1[ sau jxj < 1:

Opera̧tii cu serii de puteri
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Observa̧tia 8:2:1: În orice serie de puteri se poate face schimbare de variabil¼a de funçtie putere
pe intervalul de convergenţ¼a.
În (�) ; din x = �y )

(�1) 1� y + y2 + :::+ (�1)n yn + ::: =
1

1 + y
;8y 2 R cu �y 2 ]�1; 1[ ; adic¼a y 2 ]�1; 1[ :

În (�) ; din x = �y2 )

(�2) 1� y2 + y4 + :::+ (�1)n y2n + ::: =
1

1 + y2
;8y 2 R cu �y2 2 ]�1; 1[ ; adic¼a y 2 ]�1; 1[ :

Teorema 8:2:2: Fie a0+
1X
n=1

an (x� a)n ;8x 2 R o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de conver-

genţ¼a R1 şi cu funçtia sum¼a s1 de�nit¼a pe A1. Fie b0 +
1X
n=1

bn (x� a)n ;8x 2 R o serie de puteri

centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R2 şi cu funçtia sum¼a s2 de�nit¼a pe A2. Fie � 2 R�. Atunci
a) seria sum¼a a celor dou¼a serii

(a0 + b0) +

1X
n=1

(an + bn) (x� a)n ;8x 2 R

este tot o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R � min fR1; R2g şi cu funçtia sum¼a
ssum�a = s1 + s2 de�nit¼a cel puţin pe A1 \A2, adic¼a 

a0 +

1X
n=1

an (x� a)n
!
+

 
b0 +

1X
n=1

bn (x� a)n
!
= (a0 + b0)+

1X
n=1

(an + bn) (x� a)n ;8x 2 A1\

A2:
b) seria produsul scalar al unei serii cu un scalar nenul

(�a0) +

1X
n=1

(�an) (x� a)n ;8x 2 R

este tot o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R1 şi cu funçtia sum¼a sprodus = �s1
de�nit¼a cel puţin pe A1, adic¼a

�

 
a0 +

1X
n=1

an (x� a)n
!
= (�a0) +

1X
n=1

(�an) (x� a)n ;8x 2 A1:

Teorema 8:2:3: Fie a0+
1X
n=1

an (x� a)n ;8x 2 R o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de conver-

genţ¼a R şi cu funçtia sum¼a s de�nit¼a pe A, adic¼a

s : A � R! R, s (x) = a0 +
1X
n=1

an (x� a)n.

Atunci: a) funçtia sum¼a s este continu¼a pe A;
b) funçtia sum¼a s este derivabil¼a pe A şi seria derivat¼a

1 +
1X
n=2

nan (x� a)n�1 ;8x 2 R

este tot o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R şi suma sderivat�a (x) = s0 (x) de�nit¼a
pe A, adic¼a

d

dx

 
a0 +

1X
n=1

an (x� a)n
!

| {z }
s(x)

= 1 +

1X
n=2

nan (x� a)n�1 ;8x 2 A;
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(orice serie de puteri poate � derivat¼a termen cu termen pe intervalul de convergenţ¼a):
c) funçtia sum¼a s este integrabil¼a pe A şi seria integral¼a

a0x+

1X
n=1

an
(x� a)n+1

n+ 1

este tot o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R şi suma si (x) =
R
s (x) dx de�nit¼a

m¼acar pe A, cu o constant¼a de integrare unic determinat¼a, adic¼aR  
a0 +

1X
n=1

an (x� a)n
!

| {z }
s(x)

dx = a0x+
1X
n=1

an
(x� a)n+1

n+ 1
+ c;8x 2 A;

cu c unic determinat¼a din x = a (orice serie de puteri poate � integrat¼a termen cu termen pe
intervalul de convergenţ¼a):

d) funçtia sum¼a s este integrabil¼a Riemann pe orice interval
hea;ebi � AZ eb

ea
 
a0 +

1X
n=1

an (x� a)n
!

| {z }
s(x)

dx =

 
a0x+

1X
n=1

an
(x� a)n+1

n+ 1

!�����
x=eb
x=ea :

Exemplul 8:2:2. S¼a se determine intervalul de convergenţ¼a şi suma seriei
1P
n=1

nxn;8x 2 R:

Rezolvare. Este o serie de puteri ale x� 0 sau centrat¼a în 0; cu
an = n;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei
Modul 1: � = lim

n!1
n
p
jnj = lim

n!1
( n
p
n) = 1) R = 1:

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi
9�1 = lim

n!1
jn+ 1j
jnj = 1) R = 1:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� 0j < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ :

�Seria deste divergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� 0j > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jx� 0j = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = �1 se obţine seria

1P
n=1

n (�1)n ; care este divergent¼a sau din Condi̧tia su�cient¼a de

divergenţ¼a, deoarece @ lim
n!1

xn = lim
n!1

n (�1)n sau ca serie armonic¼a generalizat¼a alternant¼a cu
� = �1:
-pentru x = 1 se obţine seria

1P
n=1

n; care este divergent¼a sau din Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a,

deoarece 9 lim
n!1

xn = lim
n!1

n = +1 6= 0 sau ca serie armonic¼a generalizat¼a cu � = �1:
Deci seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ :
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Intervalul de convergenţ¼a este IC = ]�1; 1[ :
Etapa 2: Se determin¼a suma seriei.

1P
n=1

nxn = s (x) ;8x 2 IC :

1x1 + 2x2 + 3x3 + :::+ nxn + ::: =?;8x 2 IC :
Se observ¼a c¼a n poate s¼a apar¼a ca factor lui xn prin operaţia de derivare.
Se ştie de la seria geometric¼a

(�) 1 + x+ x2 + :::+ xn + ::: = 1

1� x;8x 2 ]�1; 1[
���� ddx

Se aplic¼a Teorema 3, şi prin derivare termen cu termen

) 1 + 2x+ :::+ nxn�1 + ::: =
1

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[

���� � x 2 ]�1; 1[ n f0g
) x+ 2x2 + :::+ nxn + ::: =

x

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[ n f0g :

Egalitatea precedent¼a se veri�c¼a şi pentru x = 0, adic¼a
) x+ 2x2 + :::+ nxn + ::: =

x

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[

Deci suma seriei din enunţ este s (x) =
x

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[ ; adic¼a

1P
n=1

nxn =
x

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[ ;

sau x+ 2x2 + :::+ nxn + ::: =
x

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[ :

Comentariu. Dac¼a se cerea suma seriei de puteri
1P
n=1

nxn; se obţinea

1P
n=2

nxn =
x

(1� x)2
� x;8x 2 ]�1; 1[ :

Exemplul 8:2:3. Fie seria logaritmic¼a
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn;8x 2 R: S¼a se determine muļtimea de

convergenţ¼a şi suma ei.
Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0; cu

an = (�1)n�1 1n ;8n 2 N
�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n

r���(�1)n�1 1n ��� = lim
n!1

1
npn = 1) R = 1:

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi.

9�1 = lim
n!1

���(�1)n 1
n+1

������(�1)n�1 1n ��� = lim
n!1

�
n

n+ 1

�
= 1) R = 1:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 R cu jxj < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[
�Seria deste divergent¼a, pentru 8x 2 R cu jxj > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jxj = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = �1 se obţine seria

1P
n=1

(�1)n�1 1
n
(�1)n are aceeaşi�

natur¼a
�

1P
n=1

1

n
; care este divergent¼a ca serie

armonic¼a cu � = 1:

-pentru x = 1 se obţine seria
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
(1)n

are aceeaşi�
natur¼a

1P
n=1

(�1)n�1 1
n
; care este semiconvergent¼a
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ca serie armonic¼a alternant¼a cu � = 1.
Deci seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�1] [ ]1;+1[ ;
semiconvergent¼a pentru x = 1:

Intervalul de convergenţ¼a este IC = ]�1; 1] :
Etapa 3: Se determin¼a suma seriei.

1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn = s (x) ;8x 2 IC :

1

1
x1 +

�1
2
x2 +

1

3
x3 +

�1
4
x4:::+

(�1)n�1

n
xn + ::: =?;8x 2 IC :

Se intuieşte c¼a
1

n
poate s¼a apar¼a ca factor lui xn prin operaţia de integrare.

Se ştie de la seria geometric¼a

(�) 1 + x+ x2 + :::+ xn + ::: = 1

1� x;8x 2 ]�1; 1[ :
Se face schimbarea de variabil¼a y = �x. Se observ¼a c¼a

�1 < x < 1, �1 < �y < 1, �1 < y < 1
şi se obţine

1� y + y2 + :::+ (�1)n yn + ::: = 1

1 + y
;8y 2 ]�1; 1[ :

Se aplic¼a Teorema 8:2:3 şi, prin integrare termen cu termen, se obţine

y � y
2

2
+
y3

3
+ :::+ (�1)n y

n+1

n+ 1
+ :::+ c = ln (1 + y) ;8y 2 ]�1; 1[ :

Pentru y = 0 ce corespunde pentru x = a = 0, din relaţia anterioar¼a, se g¼aseşte c = 0: Se renoteaz¼a
y = x)

x� x
2

2
+
x3

3
+ :::+ (�1)n�1 x

n

n
+ (�1)n x

n+1

n+ 1
+ ::: = ln (1 + x) ;8x 2 ]�1; 1[

sau
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn = ln (1 + x) ;8x 2 ]�1; 1[ :

Deci suma seriei din enunţ este s (x) = ln (1 + x) ;8x 2 ]�1; 1[ :
În plus, când s-a determinat intervalul de convergenţ¼a, s-a obţinut c¼a seria

1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn este

convergent¼a şi pentru x = 1. A = ]�1; 1] este muļtimea de convergenţ¼a pentru seria de put-
eri. Atunci funçtia sum¼a a seriei de puteri are în x = 1 valoarea obţinut¼a prin prelungirea prin
continuitate, adic¼a s (1) = ln 2, adic¼a

1� 1
2
+
1

3
+ :::+ (�1)n�1 1

n
+ (�1)n 1

n+ 1
+ ::: = ln (1 + x) ;8x 2 ]�1; 1]

sau

1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn = ln (1 + x) ;8x 2 ]�1; 1]

În particular,
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
= ln 2:

Exemplul 8:2:4. Fie seria exponenţial¼a 1 +
1P
n=1

1

n!
xn;8x 2 R: S¼a se determine muļtimea de

convergenţ¼a şi suma ei.
Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0; cu



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 10

an =
1

n!
;8n 2 N:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

an 6= 0;8n 2 N şi 9�1 = lim
n!1

��� 1
(n+1)!

����� 1
n!

�� = lim
n!1

1
n+1 = 0) R = +1:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard:
Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R.

Etapa 3: Se determin¼a suma seriei, adic¼a funçtia

s : A = R! R; s (x) = 1 +
1P
n=1

1

n!
xn:

Se aplic¼a Teorema 8:2:3, se deriveaz¼a termen cu termen

s (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

1

n!
xn + :::;8x 2 R

���� ddx
) s0 (x) =

1

1!
+
1

2!
2x+ :::+

1

n!
nxn�1 + :::; 8x 2 R.

Se observ¼a c¼a s0 (x) = s (x) ;8x 2 R.

Cum s (x) 6= 0;8x 2 R) s0 (x)

s (x)
= 1;8x 2 R)

ln js (x)j = x+ c1;8x 2 R; c1 2 R
c1=ln c2;c2>0) js (x)j = c2ex;8x 2 R; c2 > 0)

s (x) = cex;8x 2 R; c 2 R�:
Deoarece s(0) = 1 +

1P
n=1

1

n!
0n = 1) c = 1:

Atunci s (x) = ex;8x 2 R.

Deci 1 +
1P
n=1

1

n!
xn = ex;8x 2 R sau 1 +

1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

1

n!
xn + ::: = ex;8x 2 R.
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8:3: Dezvoltarea în serie Taylor (de puteri) a unei funçtii reale cu valori reale

Observa̧tia 8:3:1: Formula lui Taylor permite o aproximare a funçtiilor transcendente (ex; sinx; cosx; :::)
cu funçtii polinomiale de ordin n oarecare pe o vecin¼atate a lui a = 0. Eroarea de aproximare este
dat¼a de modulul restului Taylor. A se vedea Cursul 5 şi pentru interpretarea gra�c¼a.

Funçtia f : R! R; f (x) =
�
x4 � 6x2 + 1; dac¼a x � 1
4x4 � 8x3; dac¼a x > 1

se poate aproxima doar cu formula lui Taylor de ordin maxim n = 1 pe o vecin¼atate a lui a = 1 cu
rest Lagrange:

f (x) = �4 + �8
1!
(x� 1)| {z }

T1;1(x)

+
f 00 (c1)

2!
(x� 1)2| {z }

R1;1(x)

;

cu c1 = 1 + �1 (x� 1) ; �1 2 ]0; 1[. A se vedea Seminarul 4:
Seriile Taylor se vor ataşa funçtiilor derivabile de orice ordin n 2 N� pe un interval I:
A se studia pentru interpretare şi aplicaţii "Taylor series j Chapter 11, Essence of calculus",

realizat de 3Blue1Brown pe
https://www.youtube.com/watch?v=3d6DsjIBzJ4

sau "Dear Calculus 2 Students, This is why you�re learning Taylor Series", realizat de Zachary S.
pe

https://www.youtube.com/watch?v=eX1hvWxmJVE .

De�ni̧tia 8:3:1: a) Fie I � R interval cu interior nevid şi a 2 int I. Fie f : I � R ! R o funçtie
derivabil¼a de orice ordin n 2 N� pe I; f 2 C1 (I;R). Se numeşte serie Taylor asociat¼a funcţiei f
într-o vecin¼atate a punctului a seria de puteri reale

f (a) +
f 0 (a)

1!
(x� a) + f

00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(x� a)n + :::;8x 2 I (1)

sau, restrâns, f (a) +
1P
n=1

f (n) (a)

n!
(x� a)n ;8x 2 I: (10)

Pentru a = 0; seria anterioar¼a se numeşte serie MacLaurin asociat¼a funcţiei f:
b) Fie IC � I intervalul de convergenţ¼a a seriei de puteri (1) : Funçtia f se numeşte dezvoltabil¼a în
serie Taylor pe IC dac¼a f este suma seriei de puteri (1) pe IC ; adic¼a

f (x) = f (a) +
f 0 (a)

1!
(x� a) + f

00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(x� a)n + :::;8x 2 IC (2)

sau, restrâns, f (x) = f (a) +
1P
n=1

f (n) (a)

n!
(x� a)n ;8x 2 IC : (20)

Teorema 8:3:1: Fie I � R interval cu interior nevid şi a 2 int I. Fie f : I � R ! R o funçtie
derivabil¼a de orice ordin n 2 N� pe I; f 2 C1 (I;R). Fie IC � I intervalul de convergenţ¼a a seriei
de puteri (1) : Funçtia f este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe o vecin¼atate punctului a; pe eI � IC ;
dac¼a şi numai dac¼a

lim
n!1

Rn;a (x) = 0;8x 2 eI;
unde Rn;a (x) este un rest Taylor ataşat lui f pe o vecin¼atate punctului a.
Teorema 8:3:2: Fie I =(a� r; a+ r) � R un interval simetric. Fie f 2 C1 (I;R) : Dac¼a

9M > 0 a.î.
��f (n) (x)�� �M;8x 2 (a� r; a+ r) ;8n 2 N;

atunci lim
n!1

Rn;a (x) = 0;8x 2 I:

Exerci̧tiul 8:3:1: S¼a se dezvolte în serie MacLaurin funçtiile:
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a) f : R! R; f (x) = ex;
b) f : R! R; f (x) = cosx;c) f : R! R; f (x) = sinx;
d) f : R! R; f (x) = chx;e) f : R! R; f (x) = shx:
Rezolvare. a) Seria exponeņtial¼a. Fie f : R! R; f (x) = ex:
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a,
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R şi, în particular, în a = 0:

f (x) = ex f (0) = 1

f 0 (x) = ex f 0 (0) = 1
f 00 (x) = ex f 00 (0) = 1
::: :::

f (n) (x) = ex f (n) (0) = 1

::: :::
Atunci seria MacLaurin este:

1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

1

n!
xn + :::;8x 2 I = R (�1)

sau, restrâns, 1 +
1X
n=1

1

n!
xn;8x 2 I = R (�10)

etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1) :
Seria (�1) este o serie de puteri ale x� 0; cu raza de convergenţ¼a:

9�1 = lim
n!1

���� 1

(n+ 1)!

�������� 1n!
���� = lim

n!1
1

n+ 1
= 0) R = +1:

Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard) Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 IC = R.
etapa 3: Se studiaz¼a dac¼a f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin şi intervalul pe care este dezvolta-
bil¼a:
modul 1: Fie � > 0 arbitrar �xat. Cum 9M = e� > 0 a.î.��f (n) (x)�� = ex � e�;8x 2 (��; �) ;8n 2 N; atunci

lim
n!1

Rn;0 (x) = 0;8x 2 (��; �) :

Cum � este arbitrar) eI = R:
etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe R (în raport cu puteri ale x� 0) şi

ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

1

n!
xn + :::;8x 2 R (3)

sau, restrâns, ex = 1 +
1P
n=1

1

n!
xn;8x 2 R: (30)

Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor, ce reprezint¼a funçtii - termeni din şirul
sumelor paŗtiale,

T1;0 (x) = 1 +
1

1!
x;

T2;0 (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2;

T3;0 (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3

T4;0 (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4

T5;0 (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 +

1

5!
x5
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T6;0 (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 +

1

5!
x5 +

1

6!
x6

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

b) Seria cosinus. Fie f : R! R; f (x) = cosx:
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R şi, în particular, în a = 0:

f (x) = cosx f (0) = 1

f 0 (x) = � sinx f 0 (0) = 0
f 00 (x) = � cosx f 00 (0) = �1
f 000 (x) = sinx f 000 (0) = 0

f (4) (x) = cosx f (4) (0) = 1

::: :::

f (n) (x) = cos
�
x+ n�

2

�
f (n) (0) = cos

�
n�
2

�
::: :::

Atunci seria MacLaurin este:

1 +
0

1!
x+

�1
2!
x2 + :::+

cos
�
n�
2

�
n!

xn + :::; 8x 2 I = R (�1)

sau, restrâns, 1 +
1X
n=1

cos
�
n�
2

�
n!

xn;8x 2 I = R (�10)

Deoarece:

f (n) (x) =

(
(�1)k cosx; dac¼a n = 2k; k 2 N
(�1)k+1 sinx; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

) f (n) (0) =

�
(�1)k ; dac¼a n = 2k; k 2 N
0; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N ;

renotând k din nou cu n se obţine c¼a seria MacLaurin este:

1 +
�1
2!
x2 +

1

4!
x4 + :::+

(�1)n

(2n)!
x2n + :::;8x 2 I = R

sau, restrâns, 1 +
1X
n=1

(�1)n

(2n)!
x2n;8x 2 I = R.
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etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1) :
Seria (�1) este o serie de puteri ale x�0; cu raza de convergenţ¼a R = +1: Atunci seria este absolut
convergent¼a, pentru 8x 2 IC = R.
etapa 3: Se studiaz¼a dac¼a f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin şi intervalul pe care este dezvolta-
bil¼a:

Cum 9M = e� > 0 a.î.
��f (n) (x)�� = ��cos �n�2 ��� � 1;8x 2 R;8n 2 N; atunci

lim
n!1

Rn;0 (x) = 0;8x 2 eI = R:
etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe R (în raport cu puteri ale x� 0) şi

cosx = 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4:::+

(�1)n

(2n)!
x2n + :::;8x 2 R (4)

sau, restrâns, cosx = 1 +
1P
n=1

(�1)n

(2n)!
x2n;8x 2 R: (40)

Se menţioneaz¼a c¼a dezvoltarea (4) se poate face folosind dezvoltarea în serie pentru ex: Vezi co-
mentariu.

Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor, ce reprezint¼a funçtii - termeni din
şirul sumelor paŗtiale,

T0;0 (x) = 1;

T2;0 (x) = 1�
1

2!
x2;

T4;0 (x) = 1�
1

2!
x2 +

1

4!
x4;

T6;0 (x) = 1�
1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 1

6!
x6;

T8;0 (x) = 1�
1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 1

6!
x6 +

1

8!
x8;

T10;0 (x) = 1�
1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 1

6!
x6 +

1

8!
x8 � 1

10!
x10

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

x

y

x

y

x

y
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x

y

x

y

c) Seria sinus. Fie f : R! R; f (x) = sinx:
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R şi, în particular, în a = 0:

f (x) = sinx f (0) = 0

f 0 (x) = cosx f 0 (0) = 1
f 00 (x) = � sinx f 00 (0) = 0
f 000 (x) = � cosx f 000 (0) = �1
f (4) (x) = sinx f (4) (0) = 0

::: :::

f (n) (x) = sin
�
x+ n�

2

�
f (n) (0) = sin

�
n�
2

�
::: :::

Atunci seria MacLaurin este:

0 +
1

1!
x+

0

2!
x2 + :::+

sin
�
n�
2

�
n!

xn + :::; 8x 2 I = R

sau, restrâns, 0 +
nX
n=1

sin
�
n�
2

�
n!

xn;8x 2 I = R.

Deoarece

f (n) (x) =

(
(�1)k sinx; dac¼a n = 2k; k 2 N
(�1)k+1 cosx; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

) f (n) (0) =

�
0; dac¼a n = 2k; k 2 N

(�1)k+1 ; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N ;

renotând k din nou cu n; se obţine c¼a seria MacLaurin este:
1

1!
x� 1

3!
x3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 + :::;8x 2 I = R (�1)

sau, restrâns,
1X
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1;8x 2 I = R (�10)

etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1) :
Seria (�1) este o serie de puteri ale x � 0; cu raza de convergenţ¼a R = +1: Atunci seria este

absolut convergent¼a, pentru 8x 2 IC = R.
etapa 3: Se studiaz¼a dac¼a f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin şi intervalul pe care este dezvolta-
bil¼a:

Cum 9M = e� > 0 a.î.
��f (n) (x)�� = ��sin �n�2 ��� � 1;8x 2 R;8n 2 N; atunci

lim
n!1

Rn;0 (x) = 0;8x 2 eI = R:
etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe R (în raport cu puteri ale x� 0) şi

sinx =
1

1!
x� 1

3!
x3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 + :::; 8x 2 R (5)
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sau, restrâns, sinx =
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1;8x 2 R: (50)

Se menţioneaz¼a c¼a dezvoltarea (5) se poate face şi folosind dezvoltarea în serie pentru ex: Vezi
comentariu.
Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor, ce reprezint¼a funçtii - termeni din şirul
sumelor paŗtiale,

T1;0 (x) =
1

1!
x;

T3;0 (x) =
1

1!
x� 1

3!
x3;

T5;0 (x) =
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5;

T7;0 (x) =
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5 � 1

7!
x7;

T9;0 (x) =
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5 � 1

7!
x7 +

1

9!
x9;

T11;0 (x) =
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5 � 1

7!
x7 +

1

9!
x9 � 1

11!
x11;

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

d) Seria cosinus hiperbolic. Fie f : R! R; f (x) = chx:
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R şi, în particular, în a = 0:
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f (x) = chx f (0) = 1

f 0 (x) = shx f 0 (0) = 0
f 00 (x) = chx f 00 (0) = 1
::: :::

f (n) (x) = ::: f (n) (x) = :::

::: :::
Atunci seria MacLaurin este:

1 +
0

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

f (n) (0)

n!
xn + :::;8x 2 I = R

sau, restrâns, 1 +
nX
n=1

f (n) (0)

n!
xn;8x 2 I = R.

Deoarece:

f (n) (x) =

�
chx; dac¼a n = 2k; k 2 N
shx; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N ; f (n) (0) =

�
1; dac¼a n = 2k; k 2 N
0; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N ;

renotând k din nou cu n; se obţine c¼a seria MacLaurin este:

1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x4 + :::+

1

(2n)!
x2n + :::;8x 2 I = R (�1)

sau, restrâns, 1 +
1X
n=1

1

(2n)!
x2n;8x 2 I = R (�10)

etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1)
Seria (�1) este o serie de puteri ale x�0; cu raza de convergenţ¼a R = +1: Atunci seria este absolut
convergent¼a, pentru 8x 2 IC = R.
etapa 3: Se studiaz¼a dac¼a f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin şi intervalul pe care este dezvolta-
bil¼a:

Se arat¼a c¼a lim
n!1

Rn;0 (x) = 0;8x 2 eI = R:
etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe R (în raport cu puteri ale x� 0) şi

chx = 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x4:::+

1

(2n)!
x2n + :::;8x 2 R (6)

sau, restrâns, chx = 1 +
1P
n=1

1

(2n)!
x2n;8x 2 R: (60)

Se menţioneaz¼a c¼a dezvoltarea (6) se poate face şi folosind dezvoltarea în serie pentru ex: Vezi
comentariu.
e) Seria sinus hiperbolic. Fie f : R! R; f (x) = shx:
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R şi, în particular, în a = 0:

f (x) = shx f (0) = 0

f 0 (x) = chx f 0 (0) = 1
f 00 (x) = shx f 00 (0) = 0
::: :::

f (n) (x) = ::: f (n) (0) = :::

::: :::
Atunci seria MacLaurin este:

0 +
1

1!
x+

0

2!
x2 + :::+

f (n) (0)

n!
xn + :::;8x 2 I = R
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sau, restrâns, 0 +
nX
n=1

f (n) (0)

n!
xn;8x 2 I = R

Deoarece:

f (n) (x) =

�
shx; dac¼a n = 2k; k 2 N
chx; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N ; f (n) (0) =

�
0; dac¼a n = 2k; k 2 N
1; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N :

renotând k din nou cu n; se obţine c¼a seria MacLaurin este:
1

1!
x1 +

1

3!
x3 + :::+

1

(2n+ 1)!
x2n+1 + :::; 8x 2 I = R (�1)

sau, restrâns,
1X
n=0

1

(2n+ 1)!
x2n+1;8x 2 I = R (�10)

etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1)
Seria (�1) este o serie de puteri ale x � 0; cu raza de convergenţ¼a R = +1: Atunci seria este

absolut convergent¼a, pentru 8x 2 IC = R.
etapa 3: Se studiaz¼a dac¼a f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin şi intervalul pe care este dezvolta-
bil¼a:

Se arat¼a c¼a lim
n!1

Rn;0 (x) = 0;8x 2 eI = R:
etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe R (în raport cu puteri ale x� 0) şi

shx =
1

1!
x+

1

3!
x3 + :::+

1

(2n+ 1)!
x2n+1 + :::; 8x 2 R (7)

sau, restrâns, shx =
1P
n=0

1

(2n+ 1)!
x2n+1;8x 2 R: (70)

Se menţioneaz¼a c¼a dezvoltarea (7) se poate face şi folosind dezvoltarea în serie pentru ex: Vezi
comentariu.

Comentariu. Dezvoltarea în serie MacLaurin a funçtiilor transcendente sinx; cosx; chx; shx se
poate face şi folosind dezvoltarea în serie a funçtiei ex şi de�ni̧tia funçtiei ez ca funçtie complex¼a
de o variabil¼a complex¼a.
Pe domeniul de PC/SC într-o serie de funçtii se poate schimba variabila:

x = �� în (3) pentru e
x

)
e�� = 1� 1

1!
� +

1

2!
�2 + :::+

(�1)n

n!
�n + :::;8� 2 R cu �� 2 R, adic¼a � 2 R,

sau, renotând � cu x)
e�x = 1� 1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

(�1)n

n!
xn + :::; 8x 2 R (31)

x = j �
în (3) pentru ex)

ej � = 1 +
1

1!
(j �) +

1

2!
(j �)2 + :::+

1

n!
(j �)n + :::; 8� 2 R cu j � 2 R, adic¼a � 2 R,

sau, renotând � cu x)
ejx = 1 +

1

1!
(jx)� 1

2!
x2 + :::+

1

n!
jn xn + :::;8x 2 R (32)

x = � j � în (3) pentru e
x

)
e� j � = 1 +

1

1!
(� j �) + 1

2!
(� j �)2 + :::+ 1

n!
(� j �)n + :::; 8� 2 R cu j � 2 R, adic¼a � 2 R,

sau, renotând � cu x)
e� jx = 1 +

1

1!
(� jx)� 1

2!
x2 + :::+

1

n!
(� j)n xn + :::;8x 2 R (33)

Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen dou¼a serii, şi se poate înmuļti o
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serie cu un scalar nenul. Atunci, renotând � cu x)

cosx =
ejx + e� jx

2

(32) şi (33)
=

1

2

�
1 +

1

1!
(jx) +

1

2!
(jx)2 + :::+

1

n!
(jx)n + :::

�
+

+
1

2

�
1 +

1

1!
(� jx) + 1

2!
(� jx)2 + :::+ 1

n!
(� jx)n + :::

�
=

= 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 1

6!
x6:::+

(�1)n

(2n)!
x2n + :::; 8x 2 R

sinx =
ejx � e� jx

2 j

(32) şi (33)
=

1

2 j

�
1 +

1

1!
(jx) +

1

2!
(jx)2 + :::+

1

n!
(jx)n + :::

�
�

� 1
2 j

�
1 +

1

1!
(� jx) + 1

2!
(� jx)2 + :::+ 1

n!
(� jx)n + :::

�
=

=
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 + :::; 8x 2 R

chx =
ex + e�x

2

(3) şi (31)
=

1

2

�
1 +

1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

1

n!
xn + :::

�
+

+
1

2

�
1 +

1

1!
(�x) + 1

2!
(�x)2 + :::+ 1

n!
(�x)n + :::

�
=

= 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x4 +

1

6!
x6:::+

1

(2n)!
x2n + :::;8x 2 R

shx =
ex � e�x

2

(3) şi (31)
=

1

2

�
1 +

1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

1

n!
xn + :::

�
�

�1
2

�
1 +

1

1!
(�x) + 1

2!
(�x)2 + :::+ 1

n!
(�x)n + :::

�
=

=
1

1!
x+

1

3!
x3 +

1

5!
x5 + :::+

1

(2n+ 1)!
x2n+1 + :::; 8x 2 R

Exerci̧tiul 8:3:2: S¼a se dezvolte în serie Taylor dup¼a puterile lui x funçtia
f : R! R; f (x) = sin3 x.

Rezolvare. Folosind formula
sin 3x = 3 sinx� 4 sin3 x;8x 2 R) f (x) = sin3 x =

1

4
(3 sinx� sin 3x) = 3

4 sinx+
�1
4 sin 3x:

Conform exerci̧tiului 1; se ştie c¼a

sinx =
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 + ::: =

=
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1;8x 2 R:

Pe domeniul de PC/SC se schimb¼a variabila x 3x)

sin 3x =
1

1!
(3x)� 1

3!
(3x)3 +

1

5!
(3x)5 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
(3x)2n+1 + ::: =

=
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
(3x)2n+1 ;8x 2 R cu 3x 2 R; adic¼a x 2 R:

Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen dou¼a serii, se poate înmuļti o serie
cu un scalar nenul. Atunci)

f (x) =
1

4
(3 sinx� sin 3x) =

=
1

4

�
3
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 �

1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
(3x)2n+1

�
=

=
1

4

1P
n=0

�
3� 32n+1

� (�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1;8x 2 R:
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Exerci̧tiul 8:3:3: a) Fie � 2 R n N: S¼a se dezvolte în serie Taylor în jurul originii funçtia
f : [�1;+1[! R; f (x) = (1 + x)�.

Cazuri particulare sau obţinute din cazuri particulare:

b) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1

1 + x
;c) f : ]�1; 1[! R; f (x) =

1

1� x ;

d)f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1

1 + x2
;e) f : ]�1; 1[! R; f (x) =

1

1� x2 ;
f) f : ]�1;+1[! R; f (x) = ln (1 + x) ;g) f : ]�1; 1[! R; f (x) = ln (1� x) ;
h) f : R! R; f (x) = arctg x;
i) f : ]�1; 1[! R; f (x) =

p
1 + x;j) f : ]�1; 1[! R; f (x) =

p
1� x;

k) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1 + x

;l) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1� x

;

m) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1 + x2

;n) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1� x2

;

o) f : ]�1; 1[! R; f (x) = ln
�
x+

p
1 + x2

�
;p) f : ]�1; 1[! R; f (x) = arcsinx:

Rezolvare.
a) Seria binomial¼a. Fie � 2 R n N şi f : [�1;+1[! R; f (x) = (1 + x)� :
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe [�1;+1[ şi, în particular, în a = 0:

f (x) = (1 + x)� f (0) = 1

f 0 (x) = � (1 + x)��1 f 0 (0) = �

f 00 (x) = � (�� 1) (1 + x)��2 f 00 (0) = � (�� 1)
f 000 (x) = � (�� 1) (�� 2) (1 + x)��3 f 000 (0) = � (�� 1) (�� 2)
::: :::

f (n) (x) = � (�� 1) ::: (�� n+ 1) (1 + x)��n f (n) (0) = � (�� 1) (�� 2) ::: (�� n+ 1)
::: :::

Atunci seria MacLaurin ataşat¼a este:

1 +
�

1!
x+

� (�� 1)
2!

x2 + :::+
� (�� 1) (�� 2) ::: (�� n+ 1)

n!
xn + :::;8x 2 I = [�1;+1[ (�1)

sau, restrâns, 1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� n+ 1)
n!

xn;8x 2 I = [�1;+1[ : (�10)

etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1)
Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei de puteri (�1) ale x� 0 :

9�1 = lim
n!1

����� (�� 1) (�� 2) ::: (�� n+ 1) (�� n)(n+ 1)!

��������� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))n!

���� = lim
n!1

������ nn+ 1

���� � 6=n= 1)

) R = 1:
Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard)

Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 ]�1; 1[ :
Seria este divergent¼a, pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[

Pentru x = �1; x = 1 nu se poate preciza natura seriei cu teorema, se face studiu separat:
��Dac¼a � > 0; � =2 N atunci

- x = �1  1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

(�1)n :

Se foloseşte criteriul Raabe-Duhamel:
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lim
n!1

n

0BB@
����� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))n!

��������� (�� 1) (�� 2) ::: (�� n+ 1) (�� n)(n+ 1)!

���� � 1
1CCA =

= lim
n!1

n

�
n+ 1

n� � � 1
�
= �+ 1

�>0;�=2N
> 1)este absolut convergent¼a.

- x = 1  1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

analog)este absolut convergent¼a.
��Dac¼a � 2 ]�1; 0[ ; atunci

- x = �1  1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

(�1)n �

�
are aceeaşi natur¼a

1 +
1P
n=1

(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)
n!

Se foloseşte criteriul Raabe-Duhamel:

lim
n!1

n

0BB@
(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)

n!
(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1) (��+ n)

(n+ 1)!

� 1

1CCA = lim
n!1

n

�
n+ 1

n� � � 1
�
=

= �+ 1
�2]�1;0[
< 1

)este divergent¼a
- x = 1  1 +

1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

�
are aceeaşi natur¼a

1 +
1P
n=1

(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)
n!

(�1)n :

Se foloseşte criteriul Raabe-Duhamel pentru seria modulelor şi se obţine c¼a seria modulelor de
divergent¼a.

Se foloseşte criteriul lui Leibinz pentru serie. Se noteaz¼a

bn =
(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)

n!
;8n 2 N�:

Se observ¼a c¼a
-̧sirul (bn)n2N� este cu termeni strict pozitivi

bn > 0;8n 2 N�;
-̧sirul (bn)n2N� este monoton strict descresc¼ator

bn+1
bn

=
n� �
n+ 1

��2]0;1[
< 1;8n 2 N�;

-̧sirul (bn)n2N� este m¼arginit

0 <
(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)

n!
<
1 � 2 � 3 � ::: � n

n!
= 1;8n 2 N�;

-̧sirul (bn)n2N� are limita 0: Într-adev¼ar, deoarece este monoton şi m¼arginit, şirul (bn)n2N� este
convergent şi are limita b 2 [0; 1] :

Se construieşte şirul (cn)n2N� asfel încât s¼a �e convergent, cu limita c şi astfel încât şirul (bn)n2N�
s¼a aib¼a ca termen general media aritmetic¼a a primilor n termeni ai (cn)n2N� ; adic¼a

bn =
c1 + c2 + :::+ cn

n
;8n 2 N�:

Dintr-o consecinţ¼a a Criteriului Stolz-Cesaro) b = c: Mai mult, se observ¼a c¼a

bn+1 =
nbn + cn+1
n+ 1

;8n 2 N� )
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cn+1 = (n+ 1) bn+1 � nbn;8n 2 N� )

cn+1 = (n+ 1)
(��) (��+ 1) ::: (��+ n)

(n+ 1)!
� n(��) (��+ 1) ::: (��+ n� 1)

n!
=

= (��+ n� n) bn = (��) bn;8n 2 N�
Se trece la limit¼a în

cn+1 = (��) bn;8n 2 N� ) b = (��) b ��2]0;1[) b = 0:
Conform Criteriului Leibniz, seria studiat¼a este convergent¼a, simplu convergent¼a.
��Dac¼a � 2 ]�1;�1] ; atunci

- x = �1  1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

(�1)n �

�
are aceeaşi natur¼a

1 +
1P
n=1

(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)
n!

Se foloseşte criteriul Raabe-Duhamel:

lim
n!1

n

0BB@
(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)

n!
(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1) (��+ n)

(n+ 1)!

� 1

1CCA =

= lim
n!1

n

�
n+ 1

n� � � 1
�
= �+ 1 < 1)este divergent¼a

- x = 1  1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

�
are aceeaşi natur¼a

1 +
1P
n=1

(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)
n!

(�1)n :
Deoarece

(��) (��+ 1) (��+ 2) ::: (��+ n� 1)
n!

���1
� 1 � 2 � 3 � ::: � n

n!
= 1;8n 2 N� ) limita ter-

menului general al seriei anterioare nu poate � 0) seria anterioar¼a este divergent¼a.
etapa 3: Se studiaz¼a dac¼a f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin şi intervalul pe care este dezvolta-
bil¼a:
modul 1: Se arat¼a c¼a

lim
n!1

Rn;0 (x) = 0;8x 2 eI = R�greoi
modul 2: Suma seriei (�1) veri�c¼a o ecuaţie diferenţial¼a pe intervalul de convergenţ¼a şi este tocmai
f (x) pe intervalul de convergenţ¼a.

Se noteaz¼a cu s : ]�1; 1[! R suma seriei (�1) pe ]�1; 1[ ; adic¼a

s (x) = 1 +
�

1!
x+

� (�� 1)
2!

x2 + :::+
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

n!
xn + :::; 8x 2 ]�1; 1[ :

���� ddx
Se foloseşte teorema de derivare a seriilor de puteri şi se deriveaz¼a termen cu termen)
s0 (x) = 0 +

�

1!
1 +

� (�� 1)
2!

2x+ :::+
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

n!
nxn�1 + :::;8x 2 ]�1; 1[ :

Se înmuļteşte relaţia anterioar¼a cu x 2 ]�1; 1[ n f0g ; apoi veri�c¼am şi pentru x = 0)

xs0 (x) = 0 +
�

1!
x+

� (�� 1)
2!

2x2 + :::+
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

n!
nxn + :::; 8x 2 ]�1; 1[ :

Se folosesc propriet¼aţile de adunare termen cu termen a unor serii de puteri pe domeniul comun
de convergenţ¼a)

(1 + x) s0 (x) = �s (x) ;8x 2 ]�1; 1[ :
Rezolvând ecuaţia diferenţial¼a anterioar¼a)
s (x) = f (x) ;8x 2 ]�1; 1[ :
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În extremit¼aţile intervalului ]�1; 1[ ; când este de�nit¼a, suma seriei se determin¼a folosind teorema
de trecere la limit¼a a unei sume de serii de puteri, adic¼a

s (�1) = lim
x!�1
x>1

f (x) = 0 şi s (+1) = lim
x!1
x<1

f (x) = 2�:

etapa 4: Concluzii:
Dac¼a � 2 ]0;+1[ n N; seria (�1) este�

(AC); dac¼a x 2 [�1; 1]
(D); dac¼a x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ ) IC = [�1; 1]

Dac¼a � 2 ]�1; 0[ ; seria (�1) este8<:
(AC); dac¼a x 2 ]�1; 1[
(SC); dac¼a x = 1
(D); dac¼a x 2 ]�1;�1] [ ]1;+1[

) IC = ]�1; 1]

Dac¼a � 2 ]�1;�1] ; seria (�1) este�
(AC); dac¼a x 2 ]�1; 1[
(D); dac¼a x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ ) IC = ]�1; 1[

Mai mult, s (x) = f (x) ;8x 2 eI = IC :
Deci f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe eI = IC (în raport cu puteri ale x � 0) şi seria

binomial¼a este

(1 + x)� = 1 +
�

1!
x+

� (�� 1)
2!

x2 + :::+
� (�� 1) ::: (�� n+ 1)

n!
xn + :::; 8x 2 eI = IC (8)

sau, restrâns,

(1 + x)� = 1 +
1P
n=1

� (�� 1) ::: (�� n+ 1)
n!

xn;8x 2 eI = IC : (80)

Observa̧tie: Pentru � = n 2 N� )
(1 + x)n = 1 +

n

1!
x+

n (n� 1)
2!

x2 + :::+
n (n� 1) (n� 2) ::: (n� (n� 1))

n!
xn + 0 � xn+1 + 0

(1 + x)n = C0n + C
1
nx+ C

2
nx
2 + :::+ Cnnx

n;8x 2 R
adic¼a s-a obţinut binomul lui Newton.

b) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1

1 + x
;

Din a), pentru � = �1)
1

1 + x
= 1� x+ x2 � x3 + :::+ (�1)n xn + :::;8x 2 R cu jxj < 1 (9)

sau, restrâns,
1

1 + x
= 1 +

1P
n=1

(�1)n xn;8x 2 R cu jxj < 1 (90)

adic¼a s-a obţinut seria geometric¼a alternant¼a.

c) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1

1� x ;
Din b), f¼acând schimbarea de variabil¼a x �x pe domeniul de convergenţ¼a)

1

1� x = 1 + x+ x
2 + x3 + :::+ xn + :::; 8x 2 R cu jxj < 1 (10)

sau, restrâns,
1

1� x = 1 +
1P
n=1

xn;8x 2 R cu jxj < 1 (100)

adic¼a s-a obţinut seria geometric¼a.
Prin derivare termen cu termen de m ori se obţine
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1P
n=m

n(n� 1):::(n�m+ 1)xn�m = m!

(1� x)m+1 ;8x 2 ]�1; 1[. (1000)

d) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1

1 + x2
;

Din b), f¼acând schimbarea de variabil¼a x x2 pe domeniul de convergenţ¼a)
1

1 + x2
= 1� x2 + x4 � x6 + :::+ (�1)n x2n + :::;8x 2 R cu jxj < 1 (11)

sau, restrâns,
1

1 + x2
= 1 +

1P
n=1

(�1)n x2n;8x 2 R cu jxj < 1: (110)

e) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1

1� x2 ;
Din c), f¼acând schimbarea de variabil¼a x x2 pe domeniul de convergenţ¼a)

1

1� x2 = 1 + x
2 + x4 + x6 + :::+ x2n + :::;8x 2 R cu jxj < 1 (12)

sau, restrâns,
1

1� x2 = 1 +
1P
n=1

x2n;8x 2 R cu jxj < 1: (120)

f) f : ]�1;+1[! R; f (x) = ln (1 + x) :

Se foloseşte seria geometric¼a alternant¼a de la b). Se integreaz¼a termen cu termen pe domeniul
de uniform¼a convergenţ¼a (în sensul primitivei))

ln (1 + x) = c+
x

1
� x

2

2
+ :::+

(�1)n�1 xn
n

+
(�1)n xn+1
n+ 1

+ :::; 8x 2 R cu jxj < 1:
Pentru x = 0 2 fx 2 R; jxj < 1g )

ln (1 + 0) = c+
0

1
� 0

2

2
+ :::+

(�1)n�1 0n
n

+
(�1)n 0n+1
n+ 1

+ :::) c = ln 1 = 0:

Atunci
ln (1 + x) = x� 1

2
x2 +

1

3
x3 + :::+ (�1)n�1 1

n
xn + :::;8x 2 R cu jxj < 1;

sau, restrâns, ln (1 + x) =
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn;8x 2 R cu jxj < 1:

Prin integrare a unei serii de puteri este posibil s¼a se m¼areasc¼a intervalul de convergenţ¼a spre
capete. Dac¼a se parcurgeau etapele 1 şi 2 de la a), în etapa 2 se g¼asea:
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe ]�1;+1[ şi, în particular, în a = 0:

f (x) = ln (1 + x) f (0) = 0

f 0 (x) = (1 + x)�1 f 0 (0) = 1

f 00 (x) = �1 (1 + x)�2 f 00 (0) = �1
f 000 (x) = (�1) (�2) (1 + x)�3 f 000 (0) = (�1) (�2)
::: :::

f (n) (x) = (�1)n�1 (n� 1)! (1 + x)�n f (n) (0) = (�1)n�1 (n� 1)!
::: :::

Atunci seria MacLaurin ataşat¼a este:

0 +
1

1!
x+

�1
2!
x2 + :::+

(�1)n�1 (n� 1)!
n!

xn + :::; 8x 2 I = [�1;+1[ (�1)

sau, restrâns, 0 +
1P
n=1

(�1)n�1

n
xn;8x 2 I = [�1;+1[ : (�10)
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etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1)
Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei de puteri (�1) ale x� 0 :

9�1 = lim
n!1

����(�1)nn+ 1

���������(�1)n�1n

�����
= lim
n!1

���� n

n+ 1

���� = 1) R = 1:

Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard)
Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 ]�1; 1[ :
Seria este divergent¼a, pentru 8x 2 ]1;+1[
Pentru x = 1 se obţine seria

1P
n=1

(�1)n�1 1
n
(1)n

are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
; care este semi-

convergent¼a, ca serie armonic¼a alternant¼a cu � = 1 > 0.
Deci IC = ]�1; 1] :

etapa 3: Este abordat¼a înaintea etapei 1; pe eI = IC = ]�1; 1[[f1g ; cu menţiunea c¼a funçtia sum¼a a
seriei de puteri are în x = 1 valoarea obţinut¼a prin prelungirea prin continuitate, adic¼a s (1) = ln 2,
adic¼a1P

n=1
(�1)n�1 1

n
= ln 2:

etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe eI = IC (în raport cu puteri ale x�0)
şi

ln (1 + x) = x� 1
2
x2 +

1

3
x3 + :::+ (�1)n�1 1

n
xn + :::;8x 2 ]�1; 1] ; (13)

sau, restrâns ln (1 + x) =
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn;8x 2 ]�1; 1] : (130)

g) f : ]�1; 1[! R; f (x) = ln (1� x) ;

Se foloseşte seria geometric¼a de la c). O integr¼am termen cu termen pe domeniul de uniform¼a
convergenţ¼a (în sensul primitivei))

� ln (1� x) = c+ x
1
+
x2

2
+ :::+

xn

n
+
xn+1

n+ 1
+ :::; 8x 2 R cu jxj < 1:

Pentru x = 0 2 fx 2 R; jxj < 1g )

� ln (1� 0) = c+ 0
1
+
02

2
+ :::+

0n

n
+
0n+1

n+ 1
+ :::) c = � ln 1 = 0

Atunci
� ln (1� x) = x+ 1

2
x2 +

1

3
x3 + :::+

1

n
xn + :::; 8x 2 R cu jxj < 1;

sau, restrâns, � ln (1� x) =
1P
n=1

1

n
xn;8x 2 R cu jxj < 1:

Prin integrare a unei serii de puteri este posibil s¼a se m¼areasc¼a inetrvalul de convergenţ¼a spre
capete. Dac¼a se parcurgeau etapele 1 şi 2 de la a), în etapa 2 se g¼asea:
etapa 1: Se ataşeaz¼a funçtiei f seria Taylor în jurul lui 0; adic¼a seria MacLaurin. Se observ¼a c¼a
8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe ]�1;+1[ şi, în particular, în a = 0:
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f (x) = ln (1� x) f (0) = 0

f 0 (x) = (�1) (1� x)�1 f 0 (0) = �1
f 00 (x) = (�1)2 (�1) (1 + x)�2 f 00 (0) = �1
f 000 (x) = (�1)3 (�1) (�2) (1 + x)�3 f 000 (0) = (�1)3 (�1) (�2)
::: :::

f (n) (x) = � (n� 1)! (1 + x)�n f (n) (0) = � (n� 1)!
::: :::

Atunci seria MacLaurin ataşat¼a este:

0 +
�1
1!
x+

�1
2!
x2 + :::+

� (n� 1)!
n!

xn + :::; 8x 2 I = [�1;+1[ (�1)

sau, restrâns, 0 +
1P
n=1

�1
n
xn;8x 2 I = [�1;+1[ : (�10)

etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei (�1)
Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei de puteri (�1) ale x� 0 :

9�1 = lim
n!1

���� �1n+ 1

���������1n
���� = lim

n!1

���� n

n+ 1

���� = 1) R = 1:

Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard)
Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 ]�1; 1[ :
Seria este divergent¼a, pentru 8x 2 ]�1;�1[
Pentru x = �1 se obţine seria

1P
n=1

�1
n
(�1)n care este semiconvergent¼a, ca serie armonic¼a

alternant¼a cu � = 1 > 0.
Deci IC = [�1; 1[ :

etapa 3: Este abordat¼a înaintea etapei 1; pe eI = IC = ]�1; 1[ [ f�1g ; cu menţiunea c¼a funçtia
sum¼a a seriei de puteri are în x = �1 valoarea obţinut¼a prin prelungirea prin continuitate, adic¼a
s (�1) = ln 2, adic¼a

1P
n=1

(�1)n�1 1
n
= ln 2:

etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe eI = IC (în raport cu puteri ale x�0)
şi

ln (1� x) = �x� 1
2
x2 � 1

3
x3 � :::� 1

n
xn � :::; 8x 2 [�1; 1[ ; (14)

sau, restrâns

ln (1� x) =
1P
n=1

�1
n
xn;8x 2 [�1; 1[ : (140)

h) f : R! R; f (x) = arctg x;
Se foloseşte seria de la d). Se integreaz¼a termen cu termen pe domeniul de uniform¼a convergenţ¼a

(în sensul primitivei)
1

1 + x2
= 1� x2 + x4 � x6 + :::+ (�1)n x2n + :::;8x 2 R cu jxj < 1)

arctg x = c+ x� x
3

3
+
x5

5
+ :::+ (�1)n x

2n+1

2n+ 1
+ :::;8x 2 R cu jxj < 1:

Pentru x = 0 2 fx 2 R; jxj < 1g )

arctg x = c+ 0� 0
3

3
+
05

5
+ :::+ (�1)n 0

2n+1

2n+ 1
+ :::) c = arctg x = 0
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Atunci

arctg x = x� x
3

3
+
x5

5
+ :::+ (�1)n x

2n+1

2n+ 1
+ :::;8x 2 R cu jxj < 1;

sau, restrâns, arctg x =
1P
n=0

(�1)n

2n+ 1
x2n+1;8x 2 R cu jxj < 1:

Prin integrare a unei serii de puteri este posibil s¼a se m¼areasc¼a inetrvalul de convergenţ¼a spre
capete. Dac¼a se parcurgea etapa 2 de la a) se g¼asea:
etapa 2: Se determin¼a intervalul de convergenţ¼a a seriei MacLaurin:
Raza de convergenţ¼a este R = 1:
Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard)

Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 ]�1; 1[ :
Seria este divergent¼a, pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :
Pentru x = �1 şi x = 1 se face studiu separat:

-pentru x = �1 se obţine seria
1P
n=0

(�1)n+1

2n+ 1
care este semiconvergent¼a;

-pentru x = �1 se obţine seria
1P
n=0

(�1)n

2n+ 1
care este semiconvergent¼a;

Deci IC = [�1; 1] :
etapa 3: Este abordat¼a înaintea etapei 2; pe eI = IC = ]�1; 1[ [ f�1; 1g = [�1; 1] ; cu menţiunea
c¼a funçtia sum¼a a seriei de puteri are în x = �1 şi x = 1 valoarea obţinut¼a prin prelungirea prin
continuitate, adic¼a

s (�1) = arctg (�1) = ��
4
, adic¼a

1P
n=0

(�1)n+1

2n+ 1
= ��

4
şi

s (1) = arctg 1 =
�

4
, adic¼a

1P
n=0

(�1)n

2n+ 1
=
�

4
:

Seria 1� 1
3
+
1

5
+ :::+

(�1)n

2n+ 1
+ ::: =

�

4
a fost folosit¼a la aproximarea num¼arului � cu un num¼ar de chiar 707 zecimale exacte, înainte de
folosirea calculatorului.
etapa 4: Concluzii: f este dezvoltabil¼a în serie MacLaurin pe eI = IC (în raport cu puteri ale x�0)
şi

arctg x = c+ x� x
3

3
+
x5

5
+ :::+ (�1)n x

2n+1

2n+ 1
+ :::; 8x 2 [�1; 1] ; (15)

sau, restrâns arctg x =
1P
n=0

(�1)n

2n+ 1
x2n+1;8x 2 [�1; 1] : (150)

i) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
p
1 + x;

Din a), pentru � = 1
2 )

p
1 + x = 1 +

1
2

1!
x +

1
2

�
1
2 � 1

�
2!

x2 + ::: +
1
2

�
1
2 � 1

�
:::
�
1
2 � n+ 1

�
n!

xn + :::;8x 2 R cu jxj < 1 şi
x = �1:

p
1 + x = 1 +

1

2 � 1!x�
1

22 � 2!x
2 + :::+ (�1)n�1 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 3)

2n � n! xn + :::;8x 2 [�1; 1] (16)

sau, restrâns,
p
1 + x = 1 +

1P
n=1

(�1)n�1 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 3)
2n � n! xn;8x 2 [�1; 1] : (160)

j) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
p
1� x;
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Din i), f¼acând schimbarea de variabil¼a x �x pe domeniul de convergenţ¼a)
p
1� x = 1 � 1

2 � 1!x +
1

22 � 2!x
2 + ::: + (�1)n�1 (�1)n 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 3)

2n � n! xn + :::; 8x 2 R cu
jxj < 1 şi x = �1:

p
1� x = 1� 1

2 � 1!x�
1

22 � 2!x
2 � :::� 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 3)

2n � n! xn + :::;8x 2 [�1; 1] (17)

sau, restrâns,
p
1� x = 1 +

1P
n=1

(�1) 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 3)
2n � n! xn;8x 2 [�1; 1] : (170)

k) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1 + x

;

Din a), pentru � = �1
2 )

1p
1 + x

= 1+
�1
2

1!
x+

�1
2

��1
2 � 1

�
2!

x2+:::+
�1
2

��1
2 � 1

�
:::
��1
2 � n+ 1

�
n!

xn+:::;8x 2 R cu jxj < 1
şi x = 1:

1p
1 + x

= 1� 1

2 � 1!x+
1

22 � 2!x
2 + :::+ (�1)n 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)

2n � n! xn + :::;8x 2 ]�1; 1] (18)

sau, restrâns,
1p
1 + x

= 1 +
1P
n=1

(�1)n 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! xn;8x 2 ]�1; 1] : (180)

l) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1� x

;

Din k), f¼acând schimbarea de variabil¼a x �x pe domeniul de convergenţ¼a)
1p
1� x

= 1+
1

2 � 1!x+
1

22 � 2!x
2+ :::+

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! xn+ :::;8x 2 R cu jxj < 1 şi x = �1:

1p
1� x

= 1 +
1

2 � 1!x+
1

22 � 2!x
2 + :::+

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! xn + :::;8x 2 [�1; 1[ (19)

sau, restrâns,
1p
1� x

= 1 +
1P
n=1

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! xn;8x 2 [�1; 1[ : (190)

m) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1 + x2

;

Din k), f¼acând schimbarea de variabil¼a x x2 pe domeniul de convergenţ¼a )
1p
1 + x2

= 1� 1

2 � 1!x
2 +

1

22 � 2!x
4 + :::+ (�1)n 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)

2n � n! x2n + :::;8x 2 [�1; 1] (20)

sau, restrâns,
1p
1 + x2

= 1 +
1P
n=1

(�1)n 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! x2n;8x 2 [�1; 1] : (200)

n) f : ]�1; 1[! R; f (x) =
1p
1� x2

;

Din l), f¼acând schimbarea de variabil¼a x x2 pe domeniul de convergenţ¼a )
1p
1� x2

= 1 +
1

2 � 1!x
2 +

1

22 � 2!x
4 + :::+

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! x2n + :::;8x 2 ]�1; 1[ (21)

sau, restrâns,
1p
1� x2

= 1 +
1P
n=1

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! xn;8x 2 ]�1; 1[ : (210)

o) f : ]�1; 1[! R; f (x) = ln
�
x+

p
1 + x2

�
;
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Din m), prin integrare pe domeniul de uniform¼a convergenţ¼a)

ln
�
x+

p
1 + x2

�
= x� 1

2 � 1!
x3

3
+

1

22 � 2!
x5

5
+ :::+ (�1)n 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)

2n � n!
x2n+1

2n+ 1
+ :::;8x 2 [�1; 1]

(22)

sau, restrâns, ln
�
x+

p
1 + x2

�
= x+

1P
n=1

(�1)n 1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! � (2n+ 1) x2n+1;8x 2 [�1; 1] : (220)

Pentru detalii, c = 0 ş.a, am procedat ca la f).
p) f : ]�1; 1[! R; f (x) = arcsinx;
Din n), prin integrare pe domeniul de uniform¼a convergenţ¼a)

arcsinx = x+
1

2 � 1!
x3

3
+

1

22 � 2!
x5

5
+ :::+

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n!

x2n+1

2n+ 1
+ :::; 8x 2 ]�1; 1[ (23)

sau, restrâns, arcsinx = x+
1P
n=1

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
2n � n! � (2n+ 1) x2n+1;8x 2 ]�1; 1[ : (230)

Pentru detalii, c = 0 ş.a., s-a procedat ca la f).
Luând x = 1

2 2 ]�1; 1[ ; se obţine:
�

6
=
1

2
+

1

24 � 1! � 3 +
1 � 3

27 � 2! � 5 +
1 � 3 � 5
23 � 3! � 7 + :::+

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
23n+1n! � (2n+ 1) + ::::

sau
�

6
=
1

2
+

1P
n=1

1 � 3 � 5 � ::: � (2n� 1)
23n+1n! � (2n+ 1) :

Şi cu ajutorul seriei anterioare se poate determina valoarea lui � cu aproximaţie.


