
Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 1

CURS NR. 8
Analiz¼a matematic¼a, AIA

12: Teoria difereņtiabilit¼a̧tii pentru f : A � Rn ! Rp în a 2 A \A0

Se va studia noţiunea diferenţiabilitate pentru funçtii de�nite pe muļtimi dintr-un spaţiu Rn; n 2
N� cu valori într-un spaţiu Rp; p 2 N�; în a 2 A \A0:

12:1: Derivata de ordin 1 dup¼a o direçtie; derivatele paŗtiale de ordin 1 în raport cu
"variabilele" funçtiei; diferenţiala de ordin 1

În tot acest capitol, �e A � Rn o muļtime nevid¼a şi deschis¼a (caz în care A \A0 = A).
De�ni̧tia 12:1:1: Fie f : A � Rn ! R, a 2 A şi h 2 Rn n f�Rng o direçtie.
a) Funçtia f are derivat¼a de ordinul 1 în punctul a dup¼a direcţia h dac¼a

9 lim
t!0;t2V

1

t
(f (a+ th)� f (a)) se not.=

df

dh
(a) 2 R; unde V 2 V (0) :

b) Funçtia f este derivabil¼a de ordinul 1 în punctul a dup¼a direcţia h dac¼a exist¼a limita anterioar¼a

şi este �nit¼a, 9 df
dh
(a) 2 R: Dac¼a exist¼a, num¼arul df

dh
(a) 2 R se numeşte derivata funcţiei f de

ordinul 1 în a dup¼a direcţia h.
c) Funçtia este derivabil¼a de ordinul 1 în punctul a dup¼a direcţia h pe mulţimea deschis¼a A dac¼a
este derivabil¼a de ordinul 1 dup¼a direçtia h în �ecare a 2 A:

Exermplul 12:1:1. S¼a se determine derivata funçtiei f de ordinul 1 în a dup¼a direçtia h pentru
f : R2 ! R; f (x; y) = �x2 � 2y2 + 4;a = (0; 1) ;h = (1; 2) :

z
xy

z
xy

xyz y xz

Rezolvare. 9 lim
t!0;t2V

1

t
(f ((0; 1) + t (1; 2))� f ((0; 1))) = lim

t!0;t2V

1

t
(f ((0 + t; 1 + 2t))� f ((0; 1))) ((�))=(�)=

= lim
t!0;t2V

1

t
(f (t; 1 + 2t)� f (0; 1)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
�t2 � 2 (1 + 2t)2 + 4 + 02 + 2 � 12 � 4

�
=

= lim
t!0;t2V

1

t

�
�t2 � 2� 8t� 8t2 + 2

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
�9t2 � 8t

�
= �8:

Deci 9 df
dh
(0; 1) = �8, unde h = (1; 2) :

Conform interpret¼arii geometrice ulterioare, num¼arul
df

dh
(0; 1) = �8 reprezint¼a panta dreptei tan-

gente la curba obţinut¼a din interseçtia suprafȩtei-reprezentare a gra�cului cu un plan perpendicular
pe (xOy) ce trece prin (a1; a2; f (a1; a2)) = (0; 1; 0) ; dup¼a direçtia h = (1; 2) din planul xOy: Mai

mult, deoarece
df

dh
(0; 1) = �8 < 0 ) câmpul scalar f descreşte într-o vecin¼atate a punctului

(a1; a2) = (0; 1) dup¼a direçtia h = (1; 2).
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A se vedea profesor Eugene Khutoryansky, "Gradients and Partial Derivatives"
https://www.youtube.com/watch?v=GkB4vW16QHI.

Interpretarea geometric¼a a derivatei dup¼a o direçtie pentru f : A � R2 ! R

Fie funçtia f : A � R2 ! R al c¼arei gra�c Gf =
�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; z = f (x; y)

	
are ca reprezentare o suprafaţ¼a în spaţiu. Fie M (a1; a2; b) un punct pe aceast¼a suprafaţ¼a, adic¼a
b = f (a1; a2) :

Fie h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în xOy. Se construieşte vectorul liber h cu punctul
de aplicaţie în M 0 (a1; a2; 0) ; adic¼a în proieçtia lui M (a1; a2; b) pe xOy: Se construieşte curba C ca
�ind obţinut¼a prin interseçtia suprafȩtei S cu planul perpendicular pe xOy ce trece prin M şi prin
h:

Panta dreptei tangente înM la C este
df

dh
(a1; a2) = lim

t!0;t2V

1

t
(f ((a1; a2) + t (h1; h2))� f ((a1; a2))) :

De exemplu, s¼a se determine derivata funçtiei f de ordinul 1 în a dup¼a direçtia h pentru
f : R2 ! R; f (x; y) = x3 � 3xy + 4y2;a = (1; 2) ;h =

�
cos �6 ; sin

�
6

�
;

xy
z

xy
z

y x
z

y x
z

Rezolvare. 9 lim
t!0;t2V

1

t

�
f
�
(1; 2) + t

�
cos �6 ; sin

�
6

��
� f ((1; 2))

� ((�))=(�)
=

= lim
t!0;t2V

1

t

�
f
�
1 + t cos �6 ; 2 + t sin

�
6

�
� f (1; 2)

�
=

= lim
t!0

1

t

��
1 + t cos �6

�3 � 3 �1 + t cos �6 � �2 + t sin �6 �+ 4 �2 + t sin �6 �2 � 13 + 3 � 1 � 2� 4 � 22� =
= lim
t!0

1

t

��
1 + t �

p
3
2

�3
� 3

�
1 + t �

p
3
2

� �
2 + t � 12

�
+ 4

�
2 + t � 12

�2 � 11� =
= lim
t!0

1

t

�
3
8

p
3t3 � t2

�
3
4

p
3� 13

4

�
� t
�
3
2

p
3� 13

2

��
= �

�
3
2

p
3� 13

2

�
= 13�3

p
3

2 :



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 3

Deci 9 df
dh
(1; 2) = 13�3

p
3

2 > 0, unde h =
�
cos �6 ; sin

�
6

�
:

Teorema 12:1:1: (de leg¼atur¼a între derivata dup¼a direçtie şi continuitatea dup¼a direçtie)
Fie h 2 Rn nf�Rng o direçtie. Fie f : A � Rn ! R un câmp scalar şi a 2 A�deschis¼a. Dac¼a funçtia
f este derivabil¼a de ordin 1 în a dup¼a direçtia h atunci f este continu¼a în a dup¼a direçtia h; adic¼a
9 lim
t!0

f (a+ th) = f (a) :

Teorema 12:1:2: (opera̧tii cu derivate dup¼a direçtie) Fie h2 Rn n f�Rng o direçtie. Fie
f; g : A � Rn ! R câmpuri scalare derivabile de ordin 1 pe muļtimea deschis¼a A dup¼a direçtia h:
Fie � 2 R. Atunci funçtiile f + g; �f şi f � g sunt derivabile de ordin 1 pe A dup¼a direçtia h şi

d (f + g)

dh
(a) =

df

dh
(a) +

dg

dh
(a) ;8a 2 A; d (� � f)

dh
(a) = �

df

dh
(a) ;8a 2 A;

d (f � g)
dh

(a) =
df

dh
(a) � g (a) + f (a) � dg

dh
(a) ;8a 2 A:

Dac¼a, în plus, g (a) 6= 0;8a 2 A atunci funçtia f
g este derivabil¼a de ordin 1 pe A dup¼a direçtia h şi

d
�
f
g

�
dh

(a) =
1

g2 (a)

�
df

dh
(a) � g (a)� f (a) � dg

dh
(a)

�
;8a 2 A:

Teorema 12:1:4: (teorema lui Lagrange pentru câmpuri scalare) Fie h 2 Rn n f�Rng o
direçtie şi f : A � Rn ! R câmp scalar. Fie t > 0 şi a 2 A�deschis¼a cu proprietatea c¼a, pentru
orice � 2 [0; t] rezult¼a c¼a a + �h 2 A şi c¼a 9 df

dh
(a+ �h) 2 R, adic¼a funçtia f este derivabil¼a de

ordin 1 în a+ �h dup¼a direçtia h: Atunci 9� 2 ]0; 1[ a.î.
f (a+ th)� f (a) = t � df

dh
(a+ �th) :

Teorema 12:1:5: (aditivitatea şi omogeneitatea derivatei de ordin 1 dup¼a direçtie în
raport cu direçtia) Fie f : A � Rn ! R un câmp scalar pe A�deschis¼a.
a) Fie h 2 Rn n f�Rng ;k 2 Rn n f�Rng dou¼a direçtii. Dac¼a 9

df

dh
: A � Rn ! R şi este continu¼a

în a 2 A şi dac¼a 9 df
dk
(a) 2 R; atunci f este derivabil¼a de ordin 1 în a dup¼a direçtia h + k (adic¼a

9 df

d (h+ k)
(a) 2 R) şi

df

d (h+ k)
(a) =

df

dh
(a) +

df

dk
(a) :

b) Fie h 2 Rn n f�Rng o direçtie şi � 2 R: Dac¼a 9
df

dh
: A � Rn ! R şi este continu¼a în a 2 A;
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atunci f este derivabil¼a de ordin 1 în a 2 A dup¼a direçtia �h (adic¼a 9 df

d (�h)
(a) 2 R) şi

df

d (�h)
(a) = �

df

dh
(a) :

c) Fie h1; :::;hr 2 Rn n f�Rng r - direçtii şi �1; :::; �r 2 R r - numere reale. Dac¼a 9 df
dh1

; :::;
df

dhr�1
:

A � Rn ! R şi sunt continue în a 2 A atunci f este derivabil¼a de ordin 1 în a dup¼a direçtia

�1h
1 + :::+ �rh

r (adic¼a 9 df

d (�1h1 + :::+ �rhr)
(a) 2 R) şi

df

d (�1h1 + :::+ �rhr)
(a) = �1

df

dh1
(a) + :::+ �r

df

dhr
(a) :

De�ni̧tia 12:1:2: Fie f : A � Rn ! R;a 2 A�deschis¼a şi C = (e1; :::; en) baza canonic¼a din Rn.
a) Fie j 2 f1; :::; ng. Funçtia f are derivat¼a parţial¼a de ordinul 1 în punctul a în raport cu variabila
xj dac¼a

9 df
dej

(a) = lim
t!0;t2V

1

t
(f (a+ tej)� f (a))

se not.
=

@f

@xj
(a) 2 R; unde V 2 V (0) : (1)

b) Fie j 2 f1; :::; ng. Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 1 în a în raport cu variabila

xj , dac¼a exist¼a limita anterioar¼a şi este �nit¼a,
@f

@xj
(a) 2 R: Dac¼a exist¼a, num¼arul @f

@xj
(a) 2 R se

numeşte derivata parţial¼a a funcţiei f de ordinul 1 în a în raport cu variabila xj :
c) Fie j 2 f1; :::; ng. Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 1 pe mulţimea deschis¼a A în raport
cu variabila xj , dac¼a este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 în 8a 2 A în raport cu variabila xj :
d) Funçtia f este de clas¼a C1 pe mulţimea deschis¼a A (şi not¼am f 2 C1 (A;R)) dac¼a este derivabil¼a
paŗtial de ordinul 1 pe A în raport cu toate variabilele xj , 8j 2 f1; :::; ng şi funçtiile derivate paŗtiale
de ordinul 1;

@f

@xj
: A � Rn ! R sunt continue, 8j 2 f1; :::; ng :

Observa̧tia 12:1:1: a) În particular, pentru f : A � R2 ! R; f (x; y) = :::, derivatele paŗtiale ale
funçtiei f în a = (a1; a2) 2 A sunt date de

@f

@x
(a1; a2) =

df

de1
(a1; a2) = lim

t!0;t2V

1

t
(f ((a1; a2) + t (1; 0))� f ((a1; a2))) =

= lim
t!0;t2V

1

t
(f (a1 + t; a2)� f (a1; a2)) ;

@f

@y
(a1; a2) =

df

de2
(a1; a2) = lim

t!0;t2V

1

t
(f ((a1; a2) + t (0; 1))� f ((a1; a2))) =

= lim
t!0;t2V

1

t
(f (a1; a2 + t)� f (a1; a2)) :

b) În particular, pentru f : A � R3 ! R; f (x; y; z) = :::, derivatele paŗtiale ale funçtiei f în
(a1; a2; a3) 2 A, dac¼a exist¼a şi sunt �nite, sunt date de

@f

@x
(a1; a2; a3) =

df

de1
(a1; a2; a3) = lim

t!0;t2V

1

t
(f ((a1; a2; a3) + t (1; 0; 0))� f ((a1; a2; a3))) =

= lim
t!0;t2V

1

t
(f (a1 + t; a2; a3)� f (a1; a2; a3)) ;

@f

@y
(a1; a2; a3) =

df

de2
(a1; a2; a3) = lim

t!0;t2V

1

t
(f ((a1; a2; a3) + t (0; 1; 0))� f ((a1; a2; a3))) =

= lim
t!0;t2V

1

t
(f (a1; a2 + t; a3)� f (a1; a2; a3)) ;
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@f

@z
(a1; a2; a3) =

df

de3
(a1; a2; a3) = lim

t!0;t2V

1

t
(f ((a1; a2; a3) + t (0; 0; 1))� f ((a1; a2; a3))) =

= lim
t!0;t2V

1

t
(f (a1; a2; a3 + t)� f (a1; a2; a3)) :

Teorema 12:1:6: (opera̧tii cu derivate paŗtiale) Fie j 2 f1; :::; ng. Fie f; g : A � Rn ! R
câmpuri scalare derivabile paŗtial de ordin 1 pe muļtimea deschis¼a A în raport cu variabila xj : Fie
� 2 R. Atunci funçtiile f + g; �f şi f � g sunt derivabile paŗtial de ordin 1 pe muļtimea A în raport
cu variabila xj şi

@ (f + g)

@xj
(a) =

@f

@xj
(a) +

@g

@xj
(a) ;8a 2 A; @ (� � f)

@xj
(a) = �

@f

@xj
(a) ;8a 2 A;

@ (f � g)
@xj

(a) =
@f

@xj
(a) � g (a) + f (a) � @g

@xj
(a) ;8a 2 A:

Dac¼a, în plus, g (a) 6= 0;8a 2 A atunci funçtia f
g este derivabil¼a paŗtial de ordin 1 pe muļtimea A

în raport cu variabila xj şi

@
�
f
g

�
@xj

(a) =
1

g2 (x)

�
@f

@xj
(a) � g (a)� f (a) � @g

@xj
(a)

�
;8a 2 A:

Teorema 12:1:7: (de leg¼atur¼a între derivata de ordin 1 dup¼a o direçtie şi derivatele
paŗtiale de ordin 1) Fie f : A � Rn ! R şi a 2 A�deschis¼a. Dac¼a

(i) f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe A în raport cu variabila xj , adic¼a

9 @f
@xj

: A � Rn ! R, pentru 8j 2 f1; :::; ng şi

(ii)
@f

@xj
sunt funçtii continue în a, pentru 8j 2 f1; :::; ng,

atunci 9 df
dh
(a) 2 R, pentru 8h 2 Rn n f�Rng, h = (h1; :::; hn). În acest caz

df

dh
(a) =

@f

@x1
(a) � h1 + :::+

@f

@xn
(a) � hn: (2)

Observa̧tia 12:1:2: Fie f : A � Rn ! R, a 2 A�deschis¼a. Fie j 2 f1; :::; ng. Se observ¼a c¼a funçtia
f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 în a în raport cu variabila xj dac¼a exist¼a şi este �nit¼a limita

lim
xj!aj

1

xj � aj
(f (a1; :::; ai�1; xi; ai+1; :::; an)� f (a1; :::; ai�1; ai; ai+1; :::; an))

Dac¼a exist¼a, num¼arul dat de limita anterioar¼a este chiar
@f

@xj
(a) 2 R, adic¼a derivata paŗtial¼a a

funçtiei f de ordinul 1 în a:
a) În particular, pentru f : A � R2 ! R; f (x; y) = :::; derivatele paŗtiale ale funçtiei f în
(a1; a2) 2 A, dac¼a exist¼a şi sunt �nite, sunt date şi de

@f

@x
(a1; a2) = lim

x!a1

f (x; a2)� f (a1; a2)
x� a1

;
@f

@y
(a1; a2) = lim

y!a2

f (a1; y)� f (a1; a2)
y � a2

: (3)

b) În particular, pentru f : A � R3 ! R; f (x; y; z) = :::, derivatele paŗtiale ale funçtiei f în
(a1; a2; a3) 2 A, dac¼a exist¼a şi sunt �nite, sunt date şi de

@f

@x
(a1; a2; a3) = lim

x!a1

f (x; a2; a3)� f (a1; a2; a3)
x� a1

;
@f

@y
(a1; a2; a3) = lim

y!a2

f (a1; y; a3)� f (a1; a2; a3)
y � a2

;

@f

@z
(a1; a2; a3) = lim

z!a3

f (a1; a2; z)� f (a1; a2; a3)
z � a3

: (4)
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Exemplul 12:1:2. S¼a se studieze dac¼a exist¼a
@f

@x
(1; 2) şi

@f

@y
(1; 2) pentru

f : R2 ! R; f (x; y) = xy2 + 3x:

xy
z

xy
z

y
z

x y
z

x

Rezolvare.
modul 1 9@f

@x
(1; 2) =

df

de1
(1; 2) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (1 + t; 2)� f (1; 2)) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
(1 + t) � 22 + 3 (1 + t)� 1 � 22 � 3 � 1

�
= lim
t!0;t2V

1

t
(7t) = 7: Deci 9@f

@x
(1; 2) = 7:

Conform interpret¼arii geometrice pentru f : A � R2 ! R, num¼arul
@f

@x
(1; 2) = 7 reprezint¼a panta

dreptei tangente la curba obţinut¼a din interseçtia suprafȩtei-reprezentare a gra�cului cu un plan
perpendicular pe (xOy) ce trece prin (a1; a2; f (a1; a2)) = (1; 2; 7) ; dup¼a direçtia e1 = (1; 0) a axei

Ox; adic¼a plan paralel cu xOz: Mai mult, deoarece
@f

@x
(1; 2) = 7 > 0 ) câmpul scalar f creşte

într-o vecin¼atate a punctului (a1; a2) = (1; 2) dup¼a direçtia e1 = (1; 0) a axei Ox.

9@f
@y
(1; 2) =

df

de2
(1; 2) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (1; 2 + t)� f (1; 2)) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
1 � (2 + t)2 + 3 � 1� 1 � 22 � 3 � 1

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
t2 + 4t

�
= 4: Deci 9@f

@y
(1; 2) = 4:

Conform interpret¼arii geometrice pentru f : A � R2 ! R, num¼arul
@f

@y
(1; 2) = 4 reprezint¼a panta

dreptei tangente la curba obţinut¼a din interseçtia suprafȩtei-reprezentare a gra�cului cu un plan
perpendicular pe (xOy) ce trece prin (a1; a2; f (a1; a2)) = (1; 2; 7) ; dup¼a direçtia e2 = (0; 1) a axei

Oy; adic¼a plan paralel cu yOz: Mai mult, deoarece
@f

@y
(1; 2) = 4 > 0 ) câmpul scalar f creşte

într-o vecin¼atate a punctului (a1; a2) = (1; 2) dup¼a direçtia e2 = (0; 1) a axei Oy.
modul 2: Conform observaţiei 12:1:1)

9@f
@x
(1; 2) = lim

x!1

f (x; 2)� f (1; 2)
x� 1 = lim

x!1

x � 22 + 3x� 22 � 3
x� 1 = lim

x!1

22 (x� 1) + 3 (x� 1)
x� 1 = 7:

9@f
@y
(1; 2) = lim

y!2

f (1; y)� f (1; 2)
y � 2 = lim

y!2

1 � y2 + 3 � 1� 22 � 3
y � 2 = lim

y!2
(y + 2) = 4:

Comentariu- modul 3: Deoarece f este de�nit¼a pe muļtimea deschis¼a A = R2 se pot determina,
dac¼a exist¼a, funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
xy2 + 3x

� x este variabil¼a
=

de derivare
y2 + 3;A1 = A:

Cum (1; 2) 2 A1 ) 9@f
@x
(1; 2) = 22 + 3 = 7:

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
xy2 + 3x

� y este variabil¼a
=

de derivare
x � 2y + 0;A2 = A:
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Cum (1; 2) 2 A2 ) 9@f
@y
(1; 2) = 2 � 1 � 2 = 4:

b) S¼a se studieze dac¼a exist¼a
@f

@x
(0; 0) şi

@f

@y
(0; 0) pentru

f : R2 ! R; f (x; y) = xy2 � x3 (monkey saddle)

x
z
y xy

z
xy

z
xy

z

c) S¼a se studieze dac¼a exist¼a
@f

@x
(0; 0) şi

@f

@y
(0; 0) pentru

f : R2 ! R; f (x; y) = xy3 � yx3 (dog saddle)

x
z
y x

z
y y

z
x y

z
x

Interpretarea geometric¼a a derivatelor paŗtiale pentru f : A � R2 ! R

Fie funçtia f : A � R2 ! R al c¼arei gra�c Gf =
�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; z = f (x; y)

	
are ca reprezentare o suprafaţ¼a în spaţiu. Fie M (a1; a2; b) un punct pe aceast¼a suprafaţ¼a, adic¼a
f (a1; a2) = b: Se construiesc curbele

C1 =
�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; f (x; y) = z; y = a2

	
-interseçtia suprafȩtei cu planul y = a2;

paralel cu xOz:
C2 =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; f (x; y) = z; x = a1

	
-interseçtia suprafȩtei cu planul x = a1;

paralel cu yOz:
Ele trec prin M:

Cum C1 este reprezentarea gra�cului funçtiei u (x) = f (x; a2) ; atunci panta tangentei în M la

C1 este u0 (a1) =
@f

@x
(a1; a2) :

Cum C2 este reprezentarea gra�cului funçtiei v (y) = f (a1; y) ; atunci panta tangentei în M la

C2 este v0 (a2) =
@f

@y
(a1; a2) :
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De exemplu, �e f : R2 ! R; f (x; y) = 4� x2 � 2y2: Gra�cul funçtiei,
Gf =

�
(x; y; z) 2 R3; 4� x2 � 2y2 = z

	
;

este un paraboloid eliptic, reprezentat la exemplul 12:1:1. Se calculeaz¼a:
f (x; y) = 4� x2 � 2y2;8 (x; y) 2 R2 ) f (1; 1) = 1 şi
@f

@x
(x; y) = �2x şi @f

@y
(x; y) = �4x;8 (x; y) 2 R2 ) @f

@x
(1; 1) = �2 şi @f

@y
(1; 1) = �4:

Fie M (a1; a2; f (a1; a2)) =M (1; 1; 1) un punct pe suprafaţa paraboloidului. Se construiesc curbele
C1 =

�
(x; y; z) 2 R3; 4� x2 � 2y2 = z; y = 1

	
, interseçtia suprafȩtei cu planul y = 1; paralel cu

xOz:
C2 =

�
(x; y; z) 2 R3; 4� x2 � 2y2 = z; x = 1

	
, interseçtia suprafȩtei cu planul x = 1; paralel cu

yOz:
Ele trec prin M:

Cum C1 este reprezentarea gra�cului funçtiei u (x) = f (x; 1) ; atunci panta tangentei în M la

C1 este u0 (1) =
@f

@x
(1; 1) :

Cum C2 este reprezentarea gra�cului funçtiei v (y) = f (1; y) ; atunci panta tangentei în M la

C2 este v0 (1) =
@f

@y
(1; 1) :

O alt¼a interpretarea geometric¼a a derivatelor paŗtiale.pentru f : A � R2 ! R
Fie funçtia f : A � R2 ! R al c¼arei gra�c Gf =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; z = f (x; y)

	
are ca reprezentare o suprafaţ¼a în spaţiu. Fie M (a1; a2; b) un punct pe aceast¼a suprafaţ¼a, adic¼a
f (a1; a2) = b:

Dac¼a f are derivate paŗtiale continue, atunci ecuaţia planului tangent la suprafaţa S în punctul

M este z � b = @f

@x
(a1; a2) � (x� a1) +

@f

@y
(a1; a2) � (y � a2).
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Se poate construi liniarizata funcţiei f în apropierea punctului (a1; a2) ca �ind

L (x; y) = f (a1; a2) +
@f

@x
(a1; a2) � (x� a1) +

@f

@y
(a1; a2) � (y � a2) :

(aproximarea Gf cu planul tangent a f în (a1; a2)):
De exemplu, �e f : R2 ! R; f (x; y) = 2x2 + y2: Reprezentarea gra�cului funçtiei,
Gf =

�
(x; y; z) 2 R3; 2x2 + y2 = z

	
; este un paraboloid eliptic.

z
y x y

z
x y x

z

y x
z

f (x; y) = 2x2 + y2;8 (x; y) 2 R2 ) f (1; 1) = 3 şi
@f

@x
(x; y) = 4x şi

@f

@y
(x; y) = 2x;8 (x; y) 2 R2 ) @f

@x
(1; 1) = 4 şi

@f

@y
(1; 1) = 2:

Fie M (a1; a2; f (a1; a2)) =M (1; 1; 3) un punct pe suprafaţa paraboloidului. Se construieşte planul
tangent la S în M; de ecuaţie

(�) : z � 3 = 4 (x� 1) + 2 (y � 1), (�) : z = 4x+ 2y � 3:
Se construieşte liniarizata funcţiei f;

L (x; y) = 4x+ 2y � 3; al c¼arei gra�c este chiar planul tangent la S în M:
Se observ¼a c¼a L (x; y) aproximeaz¼a f (x; y) într-o vecin¼atate apropiat¼a a punctului (1; 1) :

f (x; y) ' L (x; y) ;8 (x; y) 2 V:
De exemplu,
f (1:1; 0:95) = 2 (1:1)2 + (0:95)2 = 3:3225;L (1:1; 0:95) = 4 (1:1) + 2 (0:95)� 3 = 3:3;
f (1:1; 0:95) ' L (1:1; 0:95) :

Dar dac¼a se ia un punct dep¼artat de (1; 1) ; precum (2; 3) :
f (2; 3) = 2 � (2)2 + (3)2 = 17;L (2; 3) = 4 � 2 + 2 � 3 = 14:
f (2; 3) � L (2; 3) :

Se menţioneaz¼a c¼a, în apropierea punctului M; la zoom, planul tangent are gra�cul suprapus
peste gra�cul funçtiei.
Interpret¼ari �zice / economice. Derivatele paŗtiale apar în ecuaţii cu derivate paŗtiale ce ex-
prim¼a anumite legi �zice sau legi economice.

Economi̧stii americani Charles Cobb şi Paul Douglas au modelat matematic produçtia total¼a a
unui sistem economic P în funçtie de cantitatea de munc¼a L (num¼arul total de persoane-ore lucrate
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într-un an) şi de investi̧tia de capital K (valoarea monetar¼a a tuturor echipamentelor, maşinilor şi
cl¼adirilor): În 1928 au studiat creşterea economiei S.U.A. în perioada 1899�1922: Folosind metoda
celor mai mici p¼atrate şi tabelul de mai jos (de la guvern), au obţinut

P (L;K) = 1:01L0:75K0:25; din al c¼arei gra�c

y x

300
200

z 100

300300
200200

100100
0 0

0

se observ¼a c¼a produçtia P creşte atunci când L sau K cresc, aşa cum era de aşteptat.

Ulterior s-a obţinut acelaşi rezultat prin modelare. În cazul în care funçtia de produçtie este

notat¼a cu P (L;K) ; (L;K) 2
�
(L;K) 2 R2; L � 0;K � 0

	
atunci derivata paŗtial¼a

@P

@L
este rata

de modi�care a produçtiei în ceea ce priveşte cantitatea de munc¼a. Economi̧stii o numesc pro-
duçtia marginal¼a cu privire la munca depus¼a sau productivitatea marginal¼a a muncii. De asemenea,
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derivata paŗtial¼a
@P

@K
este rata de schimbare a produçtiei cu privire la investi̧tia de capital şi se nu-

meşte productivitatea marginal¼a a capitalului. În aceşti termeni, rezultatul dat de Cobb şi Douglas
poate � stabilit, dup¼a cum urmeaz¼a:

(i) În cazul în care munca sau capitalul devin nule, atunci şi produçtia devine nul¼a.
(ii) Productivitatea marginal¼a a muncii este propoŗtional¼a cu cantitatea de produçtie pe unitatea

de munc¼a.
(iii) Productivitatea marginal¼a a capitalului este propoŗtional¼a cu cantitatea de produçtie pe

unitatea de capital.

Deoarece cantitatea de produçtie pe unitatea de munc¼a este
P

L
se deduce c¼a funçtia P (L;K)

veri�c¼a ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul 1 :
@P

@L
(L;K) = �

P (L;K)

L
;8 (L;K) 2 D;

unde � este o constant¼a. Procedând ca la disciplina "Ecuaţii diferenţiale", se obţine c¼a P este dat¼a
de funçtia Cobb-Douglass

P (L;K) = bL�K1��;
unde b este o constant¼a independent¼a de L şi K:

Exemplul 12:1:3. S¼a se studieze dac¼a exist¼a
@f

@x
(0; 1) şi

@f

@y
(0; 1) pentru

f : R2 ! R; f (x; y) =
q
x2 + (y � 1)2:

y
z

x y
z

x
y x

z

y x

z

Rezolvare. modul 1:

9@f
@x
(0; 1) =

df

de1
(0; 1) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (t; 1)� f (0; 1)) = lim

t!0;t2V

1

t

�q
t2 + (1� 1)2 �

q
02 + (1� 1)2

�
= lim
t!0;t2V

jtj
t
:

Cum lim
t!0;t<0

jtj
t
= �1 şi lim

t!0;t>0

jtj
t
= 1) @ lim

t!0;t2V

jtj
t
: Deci @

@f

@x
(0; 1) :

9@f
@y
(0; 1) =

df

de2
(0; 1) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (0; 1 + t)� f (0; 1)) = lim

t!0;t2V

1

t

�q
02 + (1 + t� 1)2 �

q
02 + (1� 1)2

�
= lim
t!0;t2V

jtj
t
:

Cum lim
t!0;t<0

jtj
t
= �1 şi lim

t!0;t>0

jtj
t
= 1) @ lim

t!0;t2V

jtj
t
: Deci @

@f

@y
(0; 1) :

modul 2: Conform observaţiei 12:1:1)

@f

@x
(0; 1) = lim

x!0

f (x; 1)� f (0; 1)
x� 0 = lim

x!0

q
x2 + (1� 1)2 �

q
02 + (1� 1)2

x� 1 = lim
x!0

jxj
x
:

Cum lim
x!0;x<0

jxj
x
= �1 şi lim

x!0;x>0

jxj
x
= 1) @ lim

x!0

jxj
x
: Deci @

@f

@x
(0; 1) :
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9@f
@y
(0; 1) = lim

y!1

f (0; y)� f (0; 1)
y � 1 = lim

y!1

q
02 + (y � 1)2 �

q
02 + (1� 1)2

y � 1 = lim
y!1

jy � 1j
y � 1 :

Cum lim
y!1;y<1

jy � 1j
y � 1 = �1 şi lim

y!0;y>0

jy � 1j
y � 1 = 1) @ lim

y!1

jy � 1j
y � 1 : Deci @

@f

@y
(0; 1) :

Comentariu- modul 3: Deoarece f este de�nit¼a pe muļtimea deschis¼a R2 se pot determina, dac¼a
exist¼a, funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�q
x2 + (y � 1)2

�
x este variabil¼a

=
de derivare

1

2
q
x2 + (y � 1)2

(2x+ 0) :

A1 =
�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 1)

	
şi A1 este muļtime deschis¼a. Deci

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

xq
x2 + (y � 1)2

:

(0; 1) =2 A1:

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�q
x2 + (y � 1)2

�
y este variabil¼a

=
de derivare

1

2
q
x2 + (y � 1)2

(0 + 2 (y � 1)) :

Se observ¼a c¼a A2 =
�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 1)

	
, şi c¼a A2 este muļtime deschis¼a. Deci

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

y � 1q
x2 + (y � 1)2

:

(0; 1) =2 A2:
Comentariu. În (0; 1) ; gra�cul lui f are un "coļt", nu are plan tangent ataşat.

Exemplul 12:1:4. Fie f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x2y

x4 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Se arat¼a c¼a exist¼a
@f

@x
(0; 0) şi

@f

@y
(0; 0), adic¼a este o funçtie care este derivabil¼a parţial de ordinul

1 în a = (0; 0) şi totuşi nu este continu¼a în a = (0; 0) :

z
y x

z
y x xy

z
xy

z

Rezolvare. R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

�Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R2, în raport cu x, respectiv y:
��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, se va deriva paŗtial folosind regulile de derivare

paŗtial¼a.
��în a = (0; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale în raport cu x, respectiv

cu y.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;

@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
x2y

x4 + y2

�
x este variabil¼a

=
de derivare

2xy
�
x4 + y2

�
� x2y

�
4x3 + 0

�
(x4 + y2)2

;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :
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@f

@x
(0; 0)

modul 1
=

df

de1
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (t; 0)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
t2 � 0
t4 + 02

� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

1

t
� 0 = lim

t!0;t2V
0 = 0) 9@f

@x
(0; 0) = 0:

9@f
@x
(0; 0)

modul 2
= lim

x!0

f (x; 0)� f (0; 0)
x� 0 = lim

x!0

x2 � 0
x4 + 02

� 0

x� 0 = lim
x!0

0 = 0:

9@f
@x

: A1 = R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

8<:
2xy

�
�x4 + y2

�
(x4 + y2)2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

z
y x

z
y x xy

z
xy

z

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;

@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
x2y

x4 + y2

�
y este variabil¼a

=
de derivare

x2
�
x4 + y2

�
� x2y (0 + 2y)

(x4 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@f

@y
(0; 0)

modul 1
=

df

de2
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (0; t)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
02 � t
04 + t2

� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

1

t
� 0 = lim

t!0;t2V
0 = 0) 9@f

@y
(0; 0) = 0:

9@f
@y
(0; 0)

modul 2
= lim

y!0

f (0; y)� f (0; 0)
y � 0 = lim

y!0

02 � y
04 + y2

� 0

y � 0 = lim
y!0

0 = 0:

9@f
@y

: A2 = R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

8<:
x2
�
x4 � y2

�
(x4 + y2)2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

z
y x

z
y x

z xy z xy

�Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe R2.
��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, f este continu¼a ca �ind obţinut¼a prin operaţii

algebrice cu funçtii continue.
��în a = (0; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0, f este continu¼a, 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) = f (0; 0) :
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*Se studiaz¼a dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0
caracterizarea "��,

[8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu
0 < jx� 0j < � şi 0 < jy � 0j < � ) jf (x; y)� 0j < "]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu 0 < jx� 0j < � şi
0 < jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x2y

x4 + y2
� 0
���� = x2 jyj

x4 + y2
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �

::: < ":

Se încearc¼a x4 + y2 > 2x2 jyj ) jf (x; y)� 0j < x2 jyj
2x2 jyj =

1

2
< "�contradiçtie cu " oarecare,

> 0, de exemplu " = 1
10 :

Se încearc¼a x4 + y2 > x4 ) jf (x; y)� 0j < x2 jyj
x4

=
jyj
jxj2

<
�

jxj2
< "�nu se poate "sc¼apa" de x:

Se încearc¼a x4 + y2 > y2 ) jf (x; y)� 0j < x2 jyj
y2

=
x2

jyj <
�2

jyj < "�nu se poate "sc¼apa" de y:
Se intuieşte c¼a
-sau s-a majorat prea tare, înainte de a scrie ::: < ":
-sau nu exist¼a limita lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :

*Se arat¼a c¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) cu şiruri. Se aleg:

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
2 R2 n f(0; 0)g ;8n 2 N� astfel încât lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) =

�
1
n

�2 � 1
n

��
1
n

�4
+
�
1
n

�2 ; limn!1
f (xn; yn) = lim

n!1
n

n2 + 1
= 0:

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n2

�
2 R2 n f(0; 0)g ;8n 2 N� astfel încât lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) =

�
1
n

�2 � 1
n2

��
1
n

�4
+
�
1
n2

�2 ; limn!1
f (xn; yn) = lim

n!1
1

2
=
1

2
:

Cum 0 6= 1
2 ) @ lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :

Deci f nu este continu¼a în (0; 0) :

Comentariu. Chiar dac¼a exist¼a
@f

@x
(0; 0) şi

@f

@y
(0; 0) ; funçtiile

@f

@x
şi
@f

@y
nu sunt continue în (0; 0) :

Concluzie. Continuitatea (global¼a) în a nu este condi̧tie necesar¼a pentru existenţa derivatelor
paŗtiale în a; în raport cu x; respectiv y: Se ştie, conform Teoremei 1; c¼a

9@f
@x
(a)) f este continu¼a în a doar dup¼a direçtia e1 = (1; 0) (dup¼a axa Ox); nu global;

9@f
@y
(a)) f este continu¼a în a doar dup¼a direçtia e2 = (0; 1) (dup¼a axa Oy); nu global.

Exemplul 12:1:5. S¼a se studieze dac¼a exist¼a
@f

@x
şi
@f

@y
pentru

f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
y3

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:
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xy
z

xy
z

y x
z

xy
z

Rezolvare. R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

(continuitatea nu este o condiţie necesar¼a pentru existenţa derivatelor parţiale):
�Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R2, în raport cu x, respectiv y:

��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, se va deriva paŗtial folosind regulile de derivare
paŗtial¼a.

��în a =(0; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale în raport cu x, respectiv cu

y.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;

@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
y3

x2 + y2

�
x este variabil¼a

=
de derivare

0
�
x2 + y2

�
� y3 (2x+ 0)

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

9@f
@x
(0; 0)

modul 1
=

df

de1
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (t; 0)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
03

t2 + 02
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

1

t
� 0 = lim

t!0;t2V
0 = 0) 9@f

@x
(0; 0) = 0:

9@f
@x
(0; 0)

modul 2
= lim

x!0

f (x; 0)� f (0; 0)
x� 0 = lim

x!0

03

x2 + 02
� 0

x� 0 = lim
x!0

0 = 0:

9@f
@x

: A1 = R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

8<:
�2xy3

(x2 + y2)2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

z
y x

z
y x xy

z
xy

z

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;

@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
y3

x2 + y2

�
y este variabil¼a

=
de derivare

3y2
�
x2 + y2

�
� y3 (0 + 2y)

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

9@f
@y
(0; 0)

modul 1
=

df

de2
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (0; t)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
t3

02 + t2
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

t3

t3
= 1) 9@f

@y
(0; 0) = 1:
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9@f
@y
(0; 0)

modul 2
= lim

y!0

f (0; y)� f (0; 0)
y � 0 = lim

y!0

y3

02 + y2
� 0

y � 0 = lim
y!0

1 = 1:

9@f
@y

: A2 = R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

8<:
y2
�
3x2 + y2

�
(x2 + y2)2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

1; dac¼a (x; y) = (0; 0)

y x
z

y x
z

y

z

x y

z

x

De�ni̧tia 12:1:3: FieA � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! Rp; f (x1; :::; xn) = (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fp (x1; :::; xn))
şi a 2 A:
a) Fie j 2 f1; :::; ng : Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 1 în a în raport cu variabila xj
dac¼a toate funçtiile f1; :::; fp sunt derivabile paŗtial de ordinul 1 în a în raport cu variabila xj . În
plus

@f

@xj
(a) =

�
@f1
@xj

(a) ; :::;
@fp
@xj

(a)

�
: (5)

Dac¼a exist¼a, p-upla
@f

@xj
(a) 2 Rp se numeşte derivata parţial¼a a funcţiei f de ordinul 1 în a în

raport cu variabila xj :
b) Fie j 2 f1; :::; ng : Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 1 pe mulţimea deschis¼a A în raport
cu variabila xj dac¼a este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 în 8a 2 A în raport cu variabila xj :
c) Funçtia f este de clas¼a C1 pe mulţimea deschis¼a A (şi se noteaz¼a f 2 C1 (A;Rp)) dac¼a este
derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe A în raport cu toate variabilele xj ; j 2 f1; :::; ng şi funçtiile
derivate paŗtiale

@f

@xj
: A � Rn ! Rp sunt continue.

De�ni̧tia 12:1:4: Fie f : A � Rn ! Rp; f ((x1; :::; xn)) = (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fp (x1; :::; xn)) şi
a 2 A�deschis¼a.
a) Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 în a 2 A în raport cu toate variabilele
xj ; j 2 f1; :::; ng. Se numeşte matricea jacobian¼a a funcţiei f în punctul a (derivata total¼a a funcţiei
f în punctul a) matricea0BBB@

@f1
@x1

(a) :::
@f1
@xn

(a)

::: ::: :::
@fp
@x1

(a) :::
@fp
@xn

(a)

1CCCA se not.
= Jf (a)

�
se not.
= J(f1;:::;fp) (a)

�
: (6)

Dac¼a p = n, se numeşte jacobianul a funcţiei f în punctul a determinantul

det Jf (a) = det J(f1;:::;fn) (a)
se not.
=

@ (f1; :::; fn)

@ (x1; :::; xn)
: (7)

b) Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe A în raport cu toate variabilele xj ,
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j 2 f1; :::; ng. Se numeşte funcţia-matrice Jacobian¼a a funcţiei f în punctul a matricea funçtional¼a

J : A � Rn !Mp�n (R) ; Jf (x1; :::; xn) =

0BBB@
@f1
@x1

(x1; :::; xn) :::
@f1
@xn

(x1; :::; xn)

::: ::: :::
@fp
@x1

(x1; :::; xn) :::
@fp
@xn

(x1; :::; xn)

1CCCA :

Dac¼a p = n se numeşte funcţia-jacobian a funcţiei f în punctul a determinantul funçtional
det Jf : A � Rn ! R;det Jf (x1; :::; xn) = :::

Exemplul 12:1:6. S¼a se determine funçtiile derivate paŗtiale şi funçtia matrice jacobian¼a pentru

f : D � R2 ! R3; f (x; y) =
�
e2x+3y; arctg

x

y
;
p
x4 + 3y2

�
:

Rezolvare. D =
�
(x; y) 2 R2; y 6= 0

	
: Se alege A = D- este muļtime deschis¼a.

n = 2; p = 3; f = (f1; f2; f3), unde
f1 : A � R2 ! R; f1 (x; y) = e2x+3y,

f2 : A � R2 ! R; f2 (x; y) = arctg
x

y
;

f3 : A � R2 ! R; f3 (x; y) =
p
x4 + 3y2:

Se determin¼a, dac¼a exist¼a, funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1.

9@f
@x

: A1 � A � R2 ! R3;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
e2x+3y; arctg

x

y
;
p
x4 + 3y2

�
=

x este variabil¼a
=

de derivare

0B@e2x+3y � 2; 1

1 +
�
x
y

�2 � 1y ; 1

2
p
x4 + 3y2

�
4x3 + 0

�1CA ;A1 = A.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R3;
@f

@x
(x; y) =

0BBBBB@2e2x+3y| {z }
@f1
@x
(x;y)

;
y

x2 + y2| {z }
@f2
@x
(x;y)

;
2x3p
x4 + 3y2| {z }
@f3
@x
(x;y)

1CCCCCA :

9@f
@y

: A2 � A � R2 ! R3;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
e2x+3y; arctg

x

y
;
p
x4 + 3y2

�
=

y este variabil¼a
=

de derivare

0B@e2x+3y � 3; 1

1 +
�
x
y

�2 � �� x

y2

�
;

1

2
p
x4 + 3y2

(0 + 6y)

1CA ;A2 = A.

9@f
@y

: A2 � R2 ! R3;
@f

@y
(x; y) =

0BBBBB@e2x+3y � 3| {z }
@f1
@y
(x;y)

;
�x

x2 + y2| {z }
@f2
@y
(x;y)

;
3yp

x4 + 3y2| {z }
@f3
@y
(x;y)

1CCCCCA :

Matricea jacobian¼a este

Jf (x; y) =

0BBBBB@
@f1
@x

(x; y)
@f1
@y

(x; y)

@f2
@x

(x; y)
@f2
@y

(x; y)

@f3
@x

(x; y)
@f3
@y

(x; y)

1CCCCCA =

0BBBB@
e2x+3y � 2 e2x+3y � 3

y

x2 + y2
�x

x2 + y2

2x3p
x4 + 3y2

3yp
x4 + 3y2

1CCCCA ;8 (x; y) 2 A1 \A2:
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Este o matrice având drept componente funçtii, Jf : A1 \A2 � R2 !M3�2 (R) :
Nu are sens calculul jacobianului, nu este o matrice p¼atratic¼a. Matricea se foloseşte la scrierea
diferenţialei funcţiei f , precum şi la derivarea parţial¼a a funcţiilor compuse.

Exemplul 12:1:7. S¼a se determine funçtiile derivate paŗtiale şi funçtia matrice jacobian¼a pentru
f : D � R2 ! R2; f (�; �) = (� cos �; � sin �) :

Rezolvare. D = R2: Se alege A = D = R2- este muļtime deschis¼a.
n = 2; p = 2:f = (f1; f2), unde
f1 : A � R2 ! R2; f1 (�; �) = � cos �; f2 : A � R2 ! R2; f2 (�; �) = � sin �:
Deoarece f este de�nit¼a pe muļtimea deschis¼a A se pot determina, dac¼a exist¼a, funçtiile derivate

paŗtiale de ordinul 1.

9@f
@�

: A1 � A � R2 ! R2;
@f

@�
(�; �)

� este variabil¼a
=

de derivare

0BB@ cos �|{z}
@f1
@�
(�;�)

; sin �|{z}
@f2
@�
(�;�)

1CCA ;A1 = A.

9@f
@�

: A2 � A � R2 ! R2;
@f

@�
(�; �)

� este variabil¼a
=

de derivare

0BB@�� sin �| {z }
@f1
@�
(�;�)

; � cos �| {z }
@f2
@�
(�;�)

1CCA ;A2 = A.

Matricea jacobian¼a este

Jf (�; �) =

0B@
@f1
@�

(�; �)
@f1
@�

(�; �)

@f2
@�

(�; �)
@f2
@�

(�; �)

1CA =

�
cos � �� sin �
sin � � cos �

�
;8 (�; �) 2 A1 \A2:

Este o matrice p¼atratic¼a, având drept componente funçtii, Jf : A1 \A2 � R2 !M2�2 (R) :
Are sens calculul jacobianului.

det Jf (�; �) =

���� cos � �� sin �
sin � � cos �

���� = �;8 (�; �) 2 A1 \A2:

Este un determinant funçtional, folosit în schimbarea de variabile din coordonate carteziene în
coordonate polare, în integrala dubl¼a.

Aļti jacobieni, ca de exemplu cel ataşat funçtiei

f : D � R2 ! R2; f (x; y) =
�
ln
p
x2 + y2; arctg

y

x

�
;

se folosesc pentru determinarea modulului derivatei unor funcţii complexe, precum a ramurii
Logk (z) = ln jzj+ i (arg z + 2k�) :

De�ni̧tia 12:1:5: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! Rp şi a 2 A.
a) Funçtia f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a dac¼a

9T 2 L (Rn;Rp) astfel încât lim
h!�Rn

1

khk2;Rn
(f (a+ h)� f (a)� T (h)) = �Rp ; (8)

unde k(h1; :::; hn)k2;Rn =
p
h21 + :::+ h

2
n. Dac¼a exist¼a, funçtia liniar¼a T

se not.
= (df) (a) de�nit¼a prin

T : Rn ! Rp, T (h) se not.= ((df) (a)) (h) (9)
se numeşte diferenţiala funcţiei f de ordinul 1 în a:
b) Funçtia f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 pe mulţimea deschis¼a A dac¼a este diferenţiabil¼a de
ordinul 1 în 8a 2 A.
Teorema 12:1:8: (de unicitate a diferenţialei de ordin 1) Fie A � Rn deschis¼a, f : A �
Rn ! Rp şi a 2 A. Dac¼a f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a, atunci diferenţiala ei în punctul a;
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T = (df) (a) este unic determinat¼a.
Propozi̧tia 12:1:1: Fie f : Rn ! Rp o funçtie constant¼a. Atunci f este diferenţiabil¼a pe Rn şi

T = (df) (a) = 0;8a 2Rn:
Propozi̧tia 12:1:2: Fie f : Rn ! Rp o funçtie liniar¼a. Atunci f este diferenţiabil¼a pe Rn şi

T = (df) (a) = f;8a 2Rn:
Observa̧tia 12:1:3: Se reaminteşte "Fie A = I � R un interval nevid şi deschis. Fie f : I � R! R
şi a 2 I. Funçtia f este diferenţiabil¼a în a dac¼a şi numai dac¼a este derivabil¼a în a. În acest caz

((df) (a)) (h) = f 0 (a) � h;8h 2 R".
De menţionat c¼a dac¼a f este derivabil¼a pe I, atunci

(df) (x) = f 0 (x) � dx;8x 2 I:
Pentru n � 2, diferenţiabilitatea unei funçtii f nu este echivalent¼a cu derivabilitatea paŗtial¼a a

funçtiei f:
Teorema 12:1:9: (CN de diferenţiabilitate de ordin 1 a unui câmp scalar, cu derivate
dup¼a direçtii de ordin 1, respectiv cu derivate paŗtiale de ordin 1) Fie A � Rn deschis¼a,
f : A � Rn ! R şi a 2 A. Dac¼a f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a, atunci f este derivabil¼a în
raport cu orice direçtie în a şi

df

dh
(a) = ((df) (a)) (h) ;8h 2 Rn n f�Rng : (10)

În particular f este şi derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 în a în raport cu �ecare variabil¼a şi, pentru
8h 2 Rn n f�Rng ;h = (h1; :::; hn)

((df) (a)) (h) =
@f

@x1
(a) � h1 + :::+

@f

@xn
(a) � hn:

(11)
Reciproc nu.
Teorema 12:1:10: (CN de diferenţiabilitate de ordin 1 a unui câmp vectorial, bazat¼a
pe continuitate) Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! Rp şi a 2 A. Dac¼a f este diferenţiabil¼a de
ordinul 1 în a, atunci f este continu¼a în a:
Teorema 12:1:11: (CS de diferenţiabilitate de ordin 1 a unui câmp scalar, bazat¼a pe
continuitatea derivatelor paŗtiale) Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R şi a 2 A: Dac¼a f
este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe A în raport cu �ecare variabil¼a şi funçtiile derivate paŗtiale
@f

@xj
: A � Rn ! R; j 2 f1; :::; ng sunt continue în a, atunci f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a şi

(df) (a) (h) =
@f

@x1
(a) � h1 + :::+

@f

@xn
(a) � hn: (12)

Observa̧tia 12:1:4: a) Cum aplicaţia proieçtie
pj : Rn ! R; pj (h1; :::; hj ; :::; hn) = hj

este o aplicaţie liniar¼a) dpj (a) = pj : Mai scriem dxj (a) = pj : Atunci:

(df) (a) =
@f

@x1
(a) � dx1 + :::+

@f

@xn
(a) � dxn:

b) Pentru n = 2; f : A � R2 ! R, f (x; y) = :::; relaţiile devin

((df) (a)) (h) =
@f

@x
(a) � h1 +

@f

@y
(a) � h2;8h = (h1; h2) 2 R2 (13)

respectiv (df) (a) =
@f

@x
(a) � dx+ @f

@y
(a) � dy (14)

S-a utilizat convenţia c¼a dx = p1; dy = p2 sunt funçtiile proieçtie a R2 pe Ox, respectiv Oy, adic¼a
p1 : R2 ! R; p1 (h1; h2) = h1; p2 : R2 ! R; p2 (h1; h2) = h2:

c) Pentru n = 3; f : A � R3 ! R, f (x; y; z) = :::; relaţiile devin
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((df) (a)) (h) =
@f

@x
(a) � h1 +

@f

@y
(a) � h2 +

@f

@z
(a) � h3;8h = (h1; h2; h3) 2 R3: (15)

respectiv (df) (a) =
@f

@x
(a) � dx+ @f

@y
(a) � dy + @f

@z
(a) � dz (15)

S-a utilizat convenţia c¼a dx; dy; dz sunt funçtiile proieçtie a R3 pe Ox, Oy, respectiv Oz, adic¼a
p1;2;3 : R3 ! R; p1 (h1; h2; h3) = h1; p2 (h1; h2; h3) = h2; p2 (h1; h2; h3) = h3:

Observa̧tia 12:1:5: a) Dac¼a f : A � R2 ! R este diferenţiabil¼a pe muļtimea deschis¼a A, atunci

(df) (x; y) =
@f

@x
(x; y) � dx+ @f

@y
(x; y) � dy;8 (x; y) 2 A (16)

b) Dac¼a f : A � R3 ! R este diferenţiabil¼a pe muļtimea deschis¼a A, atunci

(df) (x; y; z) =
@f

@x
(x; y; z) � dx+ @f

@y
(x; y; z) � dy + @f

@z
(x; y; z) � dz;8 (x; y; z) 2 A (17)

Exemplul 12:1:8. Fie f : R2 ! R; f (x; y) = y sin
�
x2y
�
: S¼a se studieze dac¼a f este diferenţiabil¼a

pe R2. S¼a se determine (df) (x; y) ;8 (x; y) 2 R2; (df)
�
1; �2

�
;
�
(df)

�
1; �2

��
(�1; 2) :

xy
z

xy
z

y x
z

y x
z

Rezolvare. Se va folosi Teorema 12:1:11, dac¼a e posibil. Deoarece f este de�nit¼a pe muļtimea
deschis¼a R2 se pot determina, dac¼a exist¼a, funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1.
9@f
@x

: A1 � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
y sin

�
x2y
�� x este variabil¼a

=
de derivare

y
�
cos
�
x2y
��
� 2xy;A1 = R2.

Mai mult,
@f

@x
este funçtie continu¼a pe R2:

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
y sin

�
x2y
�� y este variabil¼a

=
de derivare

1 �sin
�
x2y
�
+y �

�
cos
�
x2y
��
�x2;A2 =

R2.
Mai mult,

@f

@y
este funçtie continu¼a pe R2:

Conform Teoremei 12:1:11) f este diferenţiabil¼a pe A1 \A2 = R2 şi
(df) (x; y) =

�
2xy2 cos

�
x2y
��
� dx+

�
sin
�
x2y
�
+ x2y cos

�
x2y
��
� dy;8 (x; y) 2 R2:

Atunci (df)
�
1; �2

�
= 0 � dx+ 1 � dy| {z }
T pentru a=(1;�2 )

:

��������se aplic¼a în (h1; h2))�
(df)

�
1; �2

��
(h1; h2) = 0 � h1 + 1 � h2| {z }

T (h1;h2) pentru a=(1;�2 )

)
�
(df)

�
1; �2

��
(�1; 2) = 0 � (�1) + 1 � 2:

Interpretarea geometric¼a a diferenţialei pentru f : A � R2 ! R.
Fie funçtia f : A � R2 ! R al c¼arei gra�c Gf =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; z = f (x; y)

	
are ca reprezentare o suprafaţ¼a în spaţiu. Fie M (a1; a2; b) un punct pe aceast¼a suprafaţ¼a, adic¼a
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f (a1; a2) = b:
Se reaminteşte c¼a, la o alt¼a interpretare geometric¼a a derivatelor paŗtiale, s-a observat c¼a, dac¼a

f are derivate paŗtiale continue, atunci ecuaţia planului tangent la suprafaţa S în punctul M este

z � b = @f

@x
(a1; a2) � (x� a1) +

@f

@y
(a1; a2) � (y � a2)

şi c¼a, în apropierea punctului M; la zoom, planul tangent are gra�cul suprapus peste gra�cul
funçtiei. S-a construit liniarizata funcţiei f în apropierea punctului (a1; a2) ca �ind

L (x; y) = f (a1; a2) +
@f

@x
(a1; a2) � (x� a1) +

@f

@y
(a1; a2) � (y � a2) :

(aproximarea Gf cu planul tangent a f în (a1; a2)):
Dac¼a, în limbajul de la diferenţial¼a, se consider¼a dx = �x = x� a1; dy = �y = y � a2; atunci
df (a1; a2) =

@f

@x
(a1; a2) � dx+

@f

@y
(a1; a2) � dy )

f (x; y)� f (a1; a2) '
@f

@x
(a1; a2) � dx+

@f

@y
(a1; a2) � dy| {z }

df(a1;a2)=T pentru (a1;a2)

;

adic¼a, renotând df = dz ) f (x; y)� f (a1; a2)| {z }
�z

' dz:

De exemplu, �e f : R2 ! R; f (x; y) = x2+3xy�y2:Gra�cul funçtiei, Gf =
�
(x; y; z) 2 R3;x2 + 3xy � y2 = z

	
;

este reprezentat mai jos.

x
z
y x

z
y xy

z
xy

z

f (x; y) = x2 + 3xy � y2;8 (x; y) 2 R2 ) f (2; 3) = 13 şi
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@f

@x
(x; y) = 2x+ 3y şi

@f

@y
(x; y) = 3x� 2y;8 (x; y) 2 R2 ) @f

@x
(2; 3) = 13 şi

@f

@y
(2; 3) = 0:

FieM (a1; a2; f (a1; a2)) =M (2; 3; 13) un punct pe suprafaţa paraboloidului. Se construieşte planul
tangent la S în M; de ecuaţie

(�) : z � 13 = 13 (x� 2) + 0 (y � 3), (�) : z = 13x� 13:
Se construieşte liniarizata funcţiei f;

L (x; y) = 13x� 13;
al c¼arei gra�c este chiar planul tangent la S în M:
Se observ¼a c¼a L (x; y) aproximeaz¼a f (x; y) într-o vecin¼atate a punctului (2; 3) : f (x; y) ' L (x; y) ;8 (x; y) 2
V:

Atunci şi dz aproximeaz¼a �z într-o vecin¼atate apropiat¼a a punctului (2; 3) ; de exemplu pentru
(x; y) = (2:05; 2:96) : Într-adev¼ar

df (x; y) = (2x+ 3y) � dx+ (3x� 2y) � dy:
Consider¼am x = 2; dx = �x = 0:05; y = 3; dy = �y = �0:04)

dz = (2 � 2 + 3 � 3) � 0:05 + (3 � 2� 2 � 3) � (�0:04) = 0:65
�z = f (2:05; 2:96)� f (2; 3) =

�
(2:05)2 + 3 (2:05) (2:96)� (2:96)2

�
� 13 = 0:6449:

Exemplul 12:1:9. S¼a se studieze dac¼a f este diferenţiabil¼a pe R2, unde

f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
y3

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Rezolvare. R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

�Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R2, în raport cu x, respectiv y (derivabilitatea
parţial¼a este o condiţie necesar¼a pentru diferenţiabilitate): S-a ar¼atat c¼a

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

8<:
�2xy3

(x2 + y2)2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

8<:
y2
�
3x2 + y2

�
(x2 + y2)2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

1; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

) f poate � diferenţiabil¼a pe R2.
�Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe R2 (continuitatea este o condiţie necesar¼a pentru diferenţia-
bilitate):

��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, f este continu¼a.
��În a = (0; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0, f este continu¼a , 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) = f (0; 0)

, [8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu
0 < jx� 0j < � şi 0 < jy � 0j < � ) jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu
0 < jx� 0j < � şi 0 < jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� y3

x2 + y2
� 0
���� = y2 jyj

x2 + y2
"sc¼ap¼am" de x;y

<
r¼amâne �

1 � jyj < � < "

din Teorema de densitate)
a R în R

9� (") între 0 şi ", de exemplu � (") = "

2
:

9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0: Deci f este continu¼a în (0; 0) :

) f poate � diferenţiabil¼a pe R2
�Se studiaz¼a dac¼a f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 pe R2:
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��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, se va utiliza Teorema 12:1:11: Deoarece 9@f
@x
;9@f
@y

şi sunt continue pe R2 n f(0; 0)g Teorema 12:1:11) f este diferenţiabil¼a pe R2 n f(0; 0)g şi
(df) (x; y) =

@f

@x
(x; y) � dx+ @f

@y
(x; y) � dy;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g

(df) (x; y) =
�2xy3

(x2 + y2)2
dx+

y2
�
3x2 + y2

�
(x2 + y2)2

dy;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g

��în a =(0; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia diferenţialei de ordinul 1:

Deoarece 9@f
@x
(0; 0) ;9@f

@y
(0; 0))se poate de�ni

T : R2 ! R; T (h1; h2) =
@f

@x
(0; 0) � h1 +

@f

@y
(0; 0) � h2 = 0 � h1 + 1 � h2 = h2:

Se observ¼a c¼a T 2 L
�
R2;R

�
:Se veri�c¼a dac¼a

lim
(h1;h2)!(0;0)

1p
h21 + h

2
2

(f (a+ h)� f (a)� T (h)) = 0; cu a = (0; 0) ; adic¼a:

lim
(h1;h2)!(0;0)

1p
h21 + h

2
2

(f ((0; 0) + (h1; h2))� f ((0; 0))� T (h1; h2)) = 0:

lim
(h1;h2)!(0;0)

1p
h21 + h

2
2

(f ((0; 0) + (h1; h2))� f ((0; 0))� T (h1; h2))

((�))=(�)
= lim

(h1;h2)!(0;0)

1p
h21 + h

2
2

(f (h1; h2)� f (0; 0)� T (h1; h2))

= lim
(h1;h2)!(0;0)

1p
h21 + h

2
2

�
h32

h21 + h
2
2

� 0� h2
�
= lim
(h1;h2)!(0;0)

�h21h2�
h21 + h

2
2

�p
h21 + h

2
2

:

Se face schimbarea de variabile de trecere la limit¼a h1 = x; h2 = y: Se consider¼a

g : D � R2 ! R; g (x; y) =
�x2y

(x2 + y2)
3
2

şi se veri�c¼a dac¼a lim
(x;y)!(0;0)

g (x; y) = 0:

modul 1: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei g în (0; 0) cu direçtii.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9 lim
t!0;t2U

g ((0; 0) + t (h1; h2))
((�))=(�)
= lim

t!0;t2U
g (th1; th2) = lim

t!0;t2U

� (th1)2 (th2)�
(th1)

2 + (th2)
2
� 3
2

= lim
t!0;t2U

�t3
t3

h21h2�
h21 + h

2
2

� 3
2

=
�h21h2�
h21 + h

2
2

� 3
2

-depinde de (h1; h2)

)exist¼a limita funçtiei g în (0; 0) dup¼a o direçtie h, dar depinde de direçtia h ) nu exist¼a
limita global¼a a funçtiei g în (0; 0)) f nu este diferenţiabil¼a în (0; 0).
modul 2: (nu mai e necesar aici, este doar o alternativ¼a pentru modul 1). Se arat¼a c¼a lim

(x;y)!(0;0)
g (x; y) 6=

0 (în sensul c¼a sau nu exist¼a limita, sau nu are valoarea 0), cu şiruri.
Se alege (xn; yn) =

�
1
n ;

1
n

�
2 R2 nf(0; 0)g ;8n 2 N� astfel încât lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). Se observ¼a

c¼a

g (xn; yn) =
�
�
1
n

�2 � 1
n

���
1
n

�2
+
�
1
n

�2� 32 ) lim
n!1

g (xn; yn) = lim
n!1

�1
2
p
2
=
�1
2
p
2
:

lim
(x;y)!(0;0)

g (x; y), chiar dac¼a ar exista, nu ar � 0:

Deci f nu este diferenţiabil¼a în (0; 0).



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 24

Exemplul 12:1:10. Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x2 + y2p
x+

p
y
; dac¼a x > 0; y > 0

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

unde D =
�
(x; y) 2 R2;x � 0; y � 0

	
: În Seminar se arat¼a c¼a f are derivate paŗtiale în raport cu

x; respectiv y pe D; mai mult, f este diferenţiabil¼a pe D:

Exemplul 12:1:11. Fie f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
�
x2 + y2

�
sin

1p
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

În Seminar se arat¼a c¼a f are derivate paŗtiale în raport cu x; respectiv y pe R2; mai mult, f este
diferenţiabil¼a pe D:
Observa̧tia 12:1:6: Conform Teoremei 12:1:9) C1 (A;R) � C (A;R) :

f 2 C1 (A;R), 9 @f
@xj

: A � Rn ! R şi
@f

@xj
2 C (A;R), 9df : A � Rn ! R)

) f 2 C (A;R) :
Teorema 12:1:12: (opera̧tii cu diferenţiale) Fie A � Rn deschis¼a, f; g : A � Rn ! R câmpuri
scalare diferenţiabile de ordin 1 în a 2 A: Fie � 2 R. Atunci funçtiile f + g; �f şi f � g sunt
diferenţiabile de ordin 1 în a 2 A şi

d (f + g) (a) = df (a) + dg (a) ; d (� � f) (a) = �df (a) ;

d (f � g) (a) = df (a) � g (a) + f (a) � dg (a) :
Dac¼a, în plus, g (a) 6= 0;8a 2 A atunci funçtia f

g este diferenţiabil¼a de ordin 1 în a şi

d
�
f
g

�
(a) =

1

g2 (a)
(df (a) � g (a)� f (a) � dg (a)) :

Observa̧tia 7: Dac¼a f : A � Rn ! Rp este diferenţiabil¼a pe muļtimea deschis¼a A, atunci

(df) (x1; :::; xn) =
@f

@x1
(x1; :::; xn) � dx1 + :::+

@f

@xn
(x1; :::; xn) � dxn;8 (x1; :::; xn) 2 A (18)

(df) (x1; :::; xn) �= Jf (x1; :::; xn) �

0@ dx1
:::
dxn

1A ;8 (x1; :::; xn) 2 A (19)

simbolul �= înţelegându-se în sensul c¼a matricea coloan¼a obţinut¼a se identi�c¼a cu p�upla corespun-
z¼atoare.

De exemplu, dac¼a f : A � R2 ! R3; f (x; y) = (f1 (x; y) ; f2 (x; y) ; f3 (x; y)) este diferenţiabil¼a
pe muļtimea deschis¼a A, atunci;8 (x; y) 2 A;

(df) (x; y) =

�
@f1
@x

(x; y) ;
@f2
@x

(x; y) ;
@f3
@x

(x; y)

�
� dx+

�
@f1
@y

(x; y) ;
@f2
@y

(x; y) ;
@f3
@y

(x; y)

�
� dy

(df) (x; y) �= Jf (x; y) �
�
dx
dy

�
=

0BBBBB@
@f1
@x

(x; y)
@f1
@y

(x; y)

@f2
@x

(x; y)
@f2
@y

(x; y)

@f3
@x

(x; y)
@f3
@y

(x; y)

1CCCCCA �
�
dx
dy

�
;8 (x; y) 2 A

(df) (x; y) =

0BBB@@f1@x (x; y) dx+ @f1
@y

(x; y) dy| {z }
(df1)(x;y)

;
@f2
@x

(x; y) dx+
@f2
@y

(x; y) dy| {z }
(df2)(x;y)

;
@f3
@x

(x; y) dx+
@f3
@y

(x; y) dy| {z }
(df3)(x;y)

1CCCA
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Exemplul 12:1:12. S¼a se arate c¼a funçtia
f : D � R2 ! R; f (x; y) =

�
x2 � y2

�
arctg

y

x
+
�
x2 + y2

�
sin

x

y
;

unde D =
�
(x; y) 2 R2;x 6= 0; y 6= 0

	
; veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a cu derivate paŗtiale de ordinul

întâi

x
@f

@x
(x; y) + y

@f

@y
(x; y) = 2f (x; y) ;8 (x; y) 2 D:

x
z
y x

z
y xy

z
xy

z

Rezolvare. �Se observ¼a c¼a funçtia f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe D în raport cu x;
respectiv y; adic¼a

9@f
@x

: D � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

��
x2 � y2

�
arctg

y

x
+
�
x2 + y2

�
sin

x

y

�
x este variabil¼a

=
de derivare

(2x� 0) arctg y
x
+
�
x2 � y2

� 1

1 +
�y
x

�2 ��yx2
�
+(2x+ 0) sin

x

y
+
�
x2 + y2

��
cos

x

y

��
1

y

�
:

9@f
@y

: D � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

��
x2 � y2

�
arctg

y

x
+
�
x2 + y2

�
sin

x

y

�
y este variabil¼a

=
de derivare

(0� 2y) arctg y
x
+
�
x2 � y2

� 1

1 +
�y
x

�2 �1x
�
+(0 + 2y) sin

x

y
+
�
x2 + y2

��
cos

x

y

��
�x
y2

�
:

�Se veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a:

x
@f

@x
(x; y) + y

@f

@y
(x; y) = x

 
2x arctg

y

x
+
�y
�
x2 � y2

�
x2 + y2

+ 2x sin
x

y
+
x2 + y2

y
cos

x

y

!
+

+y

 
�2y arctg y

x
+
x
�
x2 � y2

�
x2 + y2

+ 2y sin
x

y
+
�x
�
x2 + y2

�
y2

cos
x

y

!
= 2f (x; y) ;8 (x; y) 2 D:

Exemplul 12:1:13. S¼a se arate c¼a funçtia

f : D � R3 ! R; f (x; y; z) =
xy

z
lnx+ x arctg

y + z

x
;

unde D =
�
(x; y; z) 2 R3;x > 0; z 6= 0

	
; veri�c¼a ecuaţia cu derivate paŗtiale de ordinul întâi:

x
@f

@x
(x; y; z) + y

@f

@y
(x; y; z) + z

@f

@z
(x; y; z) = f (x; y; z) +

xy

z
;8 (x; y; z) 2 D:

Rezolvare. Se observ¼a c¼a funçtia f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe D în raport cu x;
respectiv y; z; adic¼a

9@f
@x

: D � R3 ! R;
@f

@x
(x; y; z) =

@

@x

�
xy

z
lnx+ x arctg

y + z

x

�
=

x este variabil¼a
=

de derivare

y

z
lnx+

xy

z

1

x
+ arctg

y + z

x
+ x

1

1 +

�
y + z

x

�2 � (y + z)2x2
:
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9@f
@y

: D � R3 ! R;
@f

@y
(x; y; z) =

@

@y

�
xy

z
lnx+ x arctg

y + z

x

�
=

y este variabil¼a
=

de derivare

x

z
lnx+ x

1

1 +

�
y + z

x

�2 1x:
9@f
@z

: D � R3 ! R;
@f

@z
(x; y; z) =

@

@z

�
xy

z
lnx+ x arctg

y + z

x

�
=

z este variabil¼a
=

de derivare

�xy
z2

lnx+ x
1

1 +

�
y + z

x

�2 1x:
Atunci

x
@f

@x
(x; y; z) + y

@f

@y
(x; y; z) + z

@f

@z
(x; y; z) =

= x

0BBB@yz lnx+ xy

z

1

x
+ arctg

y + z

x
+ x

1

1 +

�
y + z

x

�2 � (y + z)2x2

1CCCA+

+y

0BBB@xz lnx+ x 1

1 +

�
y + z

x

�2 1x
1CCCA+ z

0BBB@�xyz2 lnx+ x
1

1 +

�
y + z

x

�2 1x
1CCCA =

= f (x; y; z) +
xy

z
;8 (x; y; z) 2 D:

12:10: Derivarea paŗtial¼a şi diferenţierea funçtiilor de�nite prin compunere

Teorema 12:10:1:(chain rule-regula lanţului).Fie f : D1 � Rn ! D2 � Rm şi g : D2 � Rm !
Rp; cu D1 şi D2 muļtimi deschise a.î. f (D1) � D2:

D1 � Rn
f�! D2 � Rm

g�! Rp
8x  f (x)  g (f (x)) = F (x)
j__________________________"

Dac¼a f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a 2 D1 şi g este diferenţiabil¼a de ord 1 în f (a) 2 D2,
atunci F = g � f este diferenţiabil¼a de ordin 1 în a şi

JF (a) = Jg (f (a)) � Jf (a) : (1)

Convenţie.

Cu
df

dx
se noteaz¼a derivata unei funçtii de o singur¼a variabil¼a x:

Cu
@f

@x
se noteaz¼a derivata paŗtial¼a în raport cu x a unei funçtii cu "mai multe variabile", pe

lâng¼a x:

Exemplul 12:10:1.
a) Fie f : D1 � R! R2; f (x) = (u (x) ; v (x)) ; g : D2 � R2 ! R; g (u; v) = ::::

D1 � R
f�! D2 � R2

g�! R
8x f (x) = (u (x) ; v (x)) g (u (x) ; v (x)) = F (x)

j________________________________"
Se presupune c¼a D1 şi D2 sunt muļtimi deschise a.î. f (D1) � D2: Se presupune c¼a f este diferenţi-
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abil¼a de ordinul 1 în 8x 2 D1 şi g este diferenţiabil¼a de ord 1 în f (x) 2 D2. Atunci F = g � f este
diferenţiabil¼a de ordin 1 în 8x 2 D1 şi

JF (x) = Jg (f (x)) � Jf (x) ;8x 2 D1; adic¼a�
dF

dx
(x)

�
=

�
@g

@u
(u (x) ; v (x))

@g

@v
(u (x) ; v (x))

�
�

0B@ du

dx
(x)

dv

dx
(x)

1CA ;8x 2 D1;adic¼a

dF

dx
(x) =

@g

@u
(u (x) ; v (x)) � du

dx
(x) +

@g

@v
(u (x) ; v (x)) � dv

dx
(x) ;8x 2 D1

Pe scurt, subînţelegând argumentele, pentru F (x) = g (u (x) ; v (x)) ;

dF

dx
=
@g

@u
� du
dx
+
@g

@v
� dv
dx

b) Fie f : D1 � R2 ! R2; f (x; y) = (u (x; y) ; v (x; y)) ; g : D2 � R2 ! R; g (u; v) = ::::

D1 � R2
f�! D2 � R2

g�! R
8 (x; y) f (x; y) = (u (x; y) ; v (x; y)) g (u (x; y) ; v (x; y)) = F (x; y)

j___________________________________________"
Se presupune c¼a D1 şi D2 sunt muļtimi deschise a.î. f (D1) � D2: Se presupune c¼a f este diferenţi-
abil¼a de ordinul 1 în 8 (x; y) 2 D1 şi g este diferenţiabil¼a de ord 1 în f (x; y) 2 D2. Atunci F = g �f
este diferenţiabil¼a de ordin 1 în 8 (x; y) 2 D1 şi

JF (x; y) = Jg (f (x; y)) � Jf (x; y) ;8 (x; y) 2 D1; adic¼a�
@F

@x
(x; y)

@F

@y
(x; y)

�
=

�
@g

@u
(u (x; y) ; v (x; y))

@g

@v
(u (x; y) ; v (x; y))

�
�

0B@
@u

@x
(x; y)

@u

@y
(x; y)

@v

@x
(x; y)

@v

@y
(x; y)

1CA ;

8 (x; y) 2 D1, adic¼a
@F

@x
(x; y) =

@g

@u
(u (x; y) ; v (x; y)) � @u

@x
(x; y) +

@g

@v
(u (x; y) ; v (x; y)) � @v

@x
(x; y)

@F

@y
(x; y) =

@g

@u
(u (x; y) ; v (x; y)) � @u

@y
(x; y) +

@g

@v
(u (x; y) ; v (x; y)) � @v

@y
(x; y)

,8 (x; y) 2 D1

Pe scurt, subînţelegând argumentele, pentru F (x; y) = g (u (x; y) ; v (x; y)) ;

@F

@x
=
@g

@u
� @u
@x
+
@g

@v
� @v
@x

@F

@y
=
@g

@u
� @u
@y
+
@g

@v
� @v
@y

c) Fie f : D1 � R2 ! R; f (x; y) = u (x; y) ; g : D2 � R! R; g (u) = ::::

D1 � R2
f�! D2 � R

g�! R
8 (x; y) f (x; y) = u (x; y) g (u (x; y)) = F (x; y)
j__________________________________"

Se presupune c¼a D1 şi D2 sunt muļtimi deschise a.î. f (D1) � D2: Se presupune c¼a f este diferenţi-
abil¼a de ordinul 1 în 8 (x; y) 2 D1 şi g este diferenţiabil¼a de ord 1 în f (x; y) 2 D2. Atunci F = g �f
este diferenţiabil¼a de ordin 1 în 8 (x; y) 2 D1 şi

JF (x; y) = Jg (f (x; y)) � Jf (x; y) ;8 (x; y) 2 D1; adic¼a�
@F

@x
(x; y)

@F

@y
(x; y)

�
=

�
dg

du
(u (x; y))

�
�
�

@u

@x
(x; y)

@v

@y
(x; y)

�
;

8 (x; y) 2 D1, adic¼a
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@F

@x
(x; y) =

dg

du
(u (x; y)) � @u

@x
(x; y)

@F

@y
(x; y) =

dg

du
(u (x; y)) � @u

@y
(x; y)

,8 (x; y) 2 D1

Pe scurt, subînţelegând argumentele, pentru F (x; y) = g (u (x; y)) ;

@F

@x
=
dg

du
� @u
@x

@F

@y
=
dg

du
� @u
@y

d) Fie f : D1 � R2 ! R2; f (x; y) = (u (x; y) ; v (x; y)) ; g : D2 � R2 ! R2; g (u; v) = (' (u; v) ;  (u; v))
D1 � R2

f�! D2 � R2
g�! R2

8 (x; y) f (x; y) = (u (x; y) ; v (x; y)) g (u (x; y) ; v (x; y)) = (F1 (x; y) ; F2 (x; y))
j_______________________________________________"

Se presupune c¼a D1 şi D2 sunt muļtimi deschise a.î. f (D1) � D2: Se presupune c¼a f este diferenţi-
abil¼a de ordinul 1 în 8 (x; y) 2 D1 şi g este diferenţiabil¼a de ord 1 în f (x; y) 2 D2. Atunci F = g �f
este diferenţiabil¼a de ordin 1 în 8 (x; y) 2 D1 şi

JF (x; y) = Jg (f (x; y)) � Jf (x; y) ;8 (x; y) 2 D1; adic¼a0B@
@F1
@x

(x; y)
@F1
@y

(x; y)

@F2
@x

(x; y)
@F2
@y

(x; y)

1CA =

0B@ @'

@u
(u (x; y) ; v (x; y))

@'

@v
(u (x; y) ; v (x; y))

@ 

@u
(u (x; y) ; v (x; y))

@ 

@v
(u (x; y) ; v (x; y))

1CA�
0B@

@u

@x
(x; y)

@u

@y
(x; y)

@v

@x
(x; y)

@v

@y
(x; y)

1CA ;

8 (x; y) 2 D1, adic¼a
@F1
@x

(x; y) =
@'

@u
(u (x; y) ; v (x; y)) � @u

@x
(x; y) +

@'

@v
(u (x; y) ; v (x; y)) � @v

@x
(x; y)

@F1
@y

(x; y) =
@'

@u
(u (x; y) ; v (x; y)) � @u

@y
(x; y) +

@'

@v
(u (x; y) ; v (x; y)) � @v

@y
(x; y)

@F2
@x

(x; y) =
@ 

@u
(u (x; y) ; v (x; y)) � @u

@x
(x; y) +

@ 

@v
(u (x; y) ; v (x; y)) � @v

@x
(x; y)

@F2
@y

(x; y) =
@ 

@u
(u (x; y) ; v (x; y)) � @u

@y
(x; y) +

@ 

@v
(u (x; y) ; v (x; y)) � @v

@y
(x; y)

,8 (x; y) 2 D1

Pe scurt, subînţelegând argumentele, pentru F (x; y) =

0B@' (u (x; y) ; v (x; y))| {z }
F1(x;y)

;  (u (x; y) ; v (x; y))| {z }
F2(x;y)

1CA ;

@F1
@x

=
@'

@u
� @u
@x
+
@'

@v
� @v
@x

@F1
@y

=
@'

@u
� @u
@y
+
@'

@v
� @v
@y

@F2
@x

=
@ 

@u
� @u
@x
+
@ 

@v
� @v
@x

@F2
@y

=
@ 

@u
� @u
@y
+
@ 

@v
� @v
@y

, chiar

@F

@x
=

�
@F1
@x

;
@F2
@x

�
=

�
@'

@u
� @u
@x
+
@'

@v
� @v
@x
;
@ 

@u
� @u
@x
+
@ 

@v
� @v
@x

�
@F

@y
=

�
@F1
@y

;
@F2
@y

�
=

�
@'

@u
� @u
@y
+
@'

@v
� @v
@y
;
@ 

@u
� @u
@y
+
@ 

@v
� @v
@y

�
.

Exemplul 12:10:2: Fie
f : D1 = R! R2; f (t) = (sin 2t; cos t) ;
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g : D2 = R2 ! R; g (x; y) = x2y + 3xy4:

S¼a se determine, dac¼a este posibil, F 0 (0) =
dF

dt
(0) pentru F = g � f .

Rezolvare. modul 1: Se poate determina explicit F = g � f; deoarece f şi g sunt date explicit.
n = 1;m = 2; p = 1

D1 = R
f�! D2 = R2

g�! R
8t (x (t) ; y (t)) g (x (t) ; y (t)) = F (t)

j________________________"

9F : D1 = R! R; F (t) = g (x (t) ; y (t)) = g (sin 2t; cos t) = (sin 2t)2 (cos t) + 3 (sin 2t) (cos t)4 :
Atunci

9F 0 (t) = dF

dx
(t) =

d

dt

�
(sin 2t)2 (cos t) + 3 (sin 2t) (cos t)4

�
=

= 4 sin 2t cos 2t cos t� (sin 2t)2 sin t+ 6 (cos 2t) (cos t)4 � 12 (sin 2t) (cos t)3 (sin t))
9F 0 (0) = 6:

modul 2: Fie
f : D1 = R! R2; f (t) = (x (t) ; y (t)) ;
g : D2 = R2 ! R; g (x; y) = x2y + 3xy4:

D1 = R
f�! D2 = R2

g�! R
8t f (t) = (x (t) ; y (t)) g (x (t) ; y (t)) = F (t)
j________________________________"

Se observ¼a c¼a D1 şi D2 sunt muļtimi deschise a.î. f (D1) = D2:
Se observ¼a c¼a f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în 8t 2 D1 şi g este diferenţiabil¼a de ord 1 în
f (t) 2 D2. Atunci F = g � f este diferenţiabil¼a de ordin 1 în 8t 2 D1 şi

JF (t) = Jg (f (t)) � Jf (t) ;8t 2 D1; adic¼a�
dF

dx
(t)

�
=

�
@g

@x
(x (t) ; y (t))

@g

@y
(x (t) ; y (t))

�
�

0B@ dx

dt
(x)

dy

dt
(x)

1CA ;8t 2 D1; adic¼a

dF

dt
(t) =

@g

@x
(x (t) ; y (t)) � dx

dt
(t) +

@g

@y
(x (t) ; y (t)) � dy

dt
(t) ;8t 2 D1

Pe scurt, subînţelegând argumentele, pentru F (t) = g (x (t) ; y (t)) ;

dF

dt
=
@g

@x
� dx
dt
+
@g

@y
� dy
dt

Aici
dF

dt
(t) =

�
2xy + 3y4

���
(t)
� 2 cos 2t+

�
x2 + 12xy3

���
(t)
� (� sin t)) dF

dt
(0) = 6:

Derivata din exemplul anterior poate � interpretat¼a ca rata de schimb a lui F în raport cu t;
când punctul (x; y) se mi̧sc¼a de-a lungul curbei  cu ecuaţiile parametrice�

x = sin 2t
y = cos t

; t 2 R :
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În particular, când t = 0; punctul de pe curb¼a este f (0) = (x (0) ; y (0)) = (0; 1), iar
dF

dt
(0) = 6

este rata de schimb a lui F de-a lungul curbei în (0; 1) : De exemplu, dac¼a
z = g (x; y) = x2y + 3xy4

reprezint¼a temperatura într-un punct (x; y) ; atunci funçtia compus¼a
F (t) = g (x (t) ; y (t)) = g (sin 2t; cos t) = (sin 2t)2 (cos t) + 3 (sin 2t) (cos t)4

reprezint¼a temperatura în punctele de pe curba  şi derivata
dF

dt
(t) reprezint¼a rata de schimbare

a temperaturii de-a lungul curbei :

Exemplul 12:10:3: Fie g (s; t) = f
�
s2 � t2; t2 � s2

�
; (s; t) 2 D;

unde f este o funçtie diferenţiabil¼a pe D. S¼a se arate c¼a g satisface ecuaţia cu derivate paŗtiale

t
@g

@s
(s; t) + s

@g

@t
(s; t) = 0; (s; t) 2 D:

Rezolvare. Se consider¼a
x (s; t) = s2 � t2; y (s; t) = t2 � s2:

Aplicând Exemplul 120:1:1; b); în notaţiile de la acest exemplu, se obţine, prescurtat8><>:
@g

@s
=
@f

@x
� @x
@s
+
@f

@y
� @y
@s

@g

@t
=
@f

@x
� @x
@t
+
@f

@y
� @y
@t

)

8><>:
@g

@s
=
@f

@x
� (2s) + @f

@y
� (�2s)

@g

@t
=
@f

@x
� (�2t) + @f

@y
� (2t)

)

t
@g

@s
+ s

@g

@t
= t

�
@f

@x
� (2s) + @f

@y
� (�2s)

�
+ s

�
@f

@x
� (�2t) + @f

@y
� (2t)

�
= 0:


