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SEMINAR NR. 10, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

CALCUL INTEGRAL
Teoria integrabilit¼a̧tii pentru f : A � R! R
1: Integrala nede�nit¼a (primitive) pentru f : I � R! R

1:1: De�ni̧tii. Exemple

De�ni̧tie, nota̧tii, propozi̧tii, teorema de liniaritate- A se vedea Curs.
Observa̧tia 1: Dac¼a g : I � R ! R este derivabil¼a pe I, atunci g este o primitiv¼a pentru funçtia
derivat¼a g0 : I � R! R, adic¼aR

g0 (x) dx = g (x) + c;8x 2 I;8c 2 R:
De exemplu,R

2 sinx cosxdx =
R �
(sinx)2

�0
dx = (sinx)2 + c;8x 2 R;8c 2 R:R 1

1 + x2
dx =

R
(arctg x)0 dx = arctg x+ c;8x 2 R;8c 2 R:

Observa̧tia 2. a) Fie I � R un interval cu interior nevid.Dac¼a f : I! R este continu¼a pe I atunci
f admite primitive pe I: Reciproc nu, exist¼a funcţii care nu sunt continue şi totuşi admit primitive-
A se vedea Curs.
b) Exist¼a funçtii f : I ! R care admit primitive pe I, dar aceste primitive nu pot � exprimate cu
funçtii elementare. De exemplu, integralele nede�niteR

e�x
2
dx; x 2 R;

R sinx
x
dx; x 2 ]0;+1[ ;

R cosx
x
dx; x 2 ]0;+1[ ş.a.

exist¼a, dar nu se pot exprima cu funçtii elementare.

Exerci̧tiul 1: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii admit primitive pe intervalul pe care sunt
de�nite:

a) f : R! R; f (x) =

8<:
x cosx

x� �
2

; dac¼a x 6= �
2

��
2 ; dac¼a x = �

2

;

Rezolvare. Este un exemplu de funcţie care este continu¼a pe R (şi în a = �
2 ); deci admite primitive

pe R. Mai mult, aceste primitive nu pot � exprimate cu funçtii elemetare-A se vedea Curs

b) f : R! R; f (x) =

(
2x sin

1

x
� cos 1

x
; dac¼a x 6= 0

0; dac¼a x = 0
;

Rezolvare. Este un exemplu de funcţie care nu este continu¼a pe R (în a = 0) dar admite primitive
pe R.-A se vedea Curs

Integrale nede�nite ale funçtiilor elementare simplu de�nite şi compus de�nite (tabelul
cu primitive) şi Observa̧tia 1:2:1:-A se vedea Curs, precum şi exemplele aferente.

Exerci̧tiul 2: a) S¼a se calculeze:
R �

5
p
x+

1

x 5
p
x

�2
dx; x 2 ]0;+1[ :

Rezolvare. etapa 1. f : ]0;+1[! R; f (x) =
�

5
p
x+

1

x 5
p
x

�2
f este continu¼a pe ]0;+1[) f admite primitive pe ]0;+1[.

etapa 2. Se aplic¼a teorema de liniaritate şi tabelul)
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R �
5
p
x+

1

x 5
p
x

�2
dx =

R �
x
2
5 +

2

x
+ x

�12
5

�
dx =

x
2
5
+1

2
5 + 1

+ 2 lnx+
x�

12
5
+1

�12
5 + 1

+ c =

= 5
7x

7
5 + 2 lnx� 5

7x
� 7
5 + c;8x 2 ]0;+1[ ;8c 2 R.

F (x; c) = 5
7x

7
5 + 2 lnx� 5

7x
� 7
5 + c;8x 2 ]0;+1[ (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a)

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = ]0;+1[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R.
b) S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarea funçtie admite primitive pe R.

f : R! R; f (x) =

8><>:
x� 1
ex

; dac¼a x 2 ]�1; 1[
ln2 x

x
; dac¼a x 2 [1;+1[

;

Dac¼a admite, s¼a se determine o primitiv¼a.
Rezolvare. etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe I = R.

�f este continu¼a pe ]�1; 1[ [ ]1;+1[ ;
�f este continu¼a în a = 1 2 R \ R0 , 9 lim

x!1
f (x) = f (1) : Într-adev¼ar

lim
x!1;x<1

f (x) = lim
x!1;x<1

x� 1
ex

= 0:

lim
x!1;x>1

f (x) = lim
x!1;x>1

ln2 x

x
= 0:

9>=>;) 9 lim
x!1

f (x) = 0 = f (1) :

Deci f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R
etapa 2. Se calculeaz¼a:R x� 1

ex
dx =

R
(x� 1) � e�xdx (1)= �xe�x + c1;8x 2 ]�1; 1[ ;8c1 2 R.R ln2 x

x
dx = 1

3 ln
3 x+ c2;8x 2 ]1;+1[ ;8c2 2 R.

Se presupune c¼a exist¼a F : R ! R care s¼a �e primitiv¼a pentru f pe R, adic¼a o funçtie care s¼a
veri�ce (i) şi (ii) din De�ni̧tie: Atunci F ar avea legea de asociere

F (x) =

8<:
�xe�x + c1; dac¼a x 2 ]�1; 1[

c2; dac¼a x = 1
1
3 ln

3 x+ c3; dac¼a x 2 ]1;+1[
, cu c1 2 R, c2 2 R, c3 2 R.

Muļtimea de primitive va depinde de o singur¼a constant¼a c 2 R. Pentru ca F s¼a �e derivabil¼a pe
R e necesar s¼a Se impune ca F s¼a �e continu¼a pe R.

�F este continu¼a pe ]�1; 1[ [ ]1;+1[ ;
�F este continu¼a în a = 1 2 R \ R0 , 9 lim

x!1
F (x) = F (1) :

lim
x!1;x<1

F (x) = lim
x!1;x<1

(�xe�x + c1) = �e�1 + c1
lim

x!1;x>1
F (x) = lim

x!1;x>1

�
1
3 ln

3 x+ c3
�
= 0 + c3

F (1) = c2

9>>=>>;) �e�1 + c1 = c2 = c3
not
= c 2 R.

Se obţine F (x) =

8<:
�xe�x + e�1 + c; dac¼a x 2 ]�1; 1[

c; dac¼a x = 1
1
3 ln

3 x+ c; dac¼a x 2 ]1;+1[
; cu c 2 R.

Se impune ca F s¼a �e derivabil¼a pe R.
�F este derivabil¼a pe ]�1; 1[ [ ]1;+1[ ; cu
F 0 (x) = �e�x + xe�x = f (x) ;8x 2 ]�1; 1[ ;

F 0 (x) =
ln2 x

x
= f (x) ;8x 2 ]1;+1[ :
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�F este derivabil¼a în a = 1 2 R \ R0 , 9 lim
x!1

F (x)� F (1)
x� 1 :

9F 0s (1) = lim
x!1;x<1

F (x)� F (1)
x� 1 = lim

x!1;x<1

�xe�x + e�1 + c� c
x� 1 = 0:

9F 0d (1) = lim
x!1;x>1

F (x)� F (1)
x� 1 = lim

x!1;x>1

1
3 ln

3 x+ c� c
x� 1 = 0:

) F este derivabil¼a în a = 1 şi F 0 (1) = 0:
Dar f (1) = 0 = F 0 (1)) F este primitiv¼a pentru f .

F (x; c) =

8<:
�xe�x + e�1 + c; dac¼a x 2 ]�1; 1[

c; dac¼a x = 1
1
3 ln

3 x+ c; dac¼a x 2 ]1;+1[
;8x 2 R (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a)

sunt toate primitivele funçtiei f pe R, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.

1:2: Integrale nede�nite (primitive) determinate cu formula integr¼arii prin p¼aŗti

Teorema 2: Fie I � R un interval cu interior nevid şi u; v : I � R ! R. Fie � 2 R: Dac¼a u şi v
sunt derivabile pe I şi funçtia u0 � v admite primitive pe I; atunci funçtia u � v0 admite primitive pe
I şi R

u (x) v0 (x) dx = u (x) v (x)�
R
u0 (x) v (x) dx;8x 2 I: (1)

Exerci̧tiul 3: S¼a se calculeze:
a)
R
x2 cosxdx; x 2 R;-A se vedea Curs.

b)
R
xe�2xdx; x 2 R;

Rezolvare. etapa 1. f : R! R; f (x) = xe�2x
f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R.

etapa 2. Se aplic¼a de dou¼a ori formula integr¼arii prin p¼aŗtiR
xe�2xdx =

R
x

�
e�2x

�2

�0
dx = x � e

�2x

�2 �
R
1 � e

�2x

�2 dx =

= �1
2 xe

�2x + 1
2 �

1
�2
R
e�2x � (�2) dx = �1

2 xe
�2x + 1

2 �
1
�2e

�2x + c;8x 2 R;8c 2 R.
F (x; c) = �1

2 xe
�2x + �1

4 e
�2x + c;8x 2 R (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a)

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
c)
R �
3x2 + 1

�
sin (2x+ 5) dx; x 2 R;

Rezolvare. etapa 1.f : R! R; f (x) =
�
3x2 + 1

�
sin (2x+ 5)

f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R.
etapa 2. Se aplic¼a de dou¼a ori formula integr¼arii prin p¼aŗti, apoi tabelulR �

3x2 + 1
�
sin (2x+ 5) dx =

R �
3x2 + 1

��cos (2x+ 5)
�2

�0
dx =

=
�
3x2 + 1

�
� cos (2x+ 5)�2 �

R
(6x+ 0)

�
cos (2x+ 5)

�2

�
dx =

= �1
2

�
3x2 + 1

�
� cos (2x+ 5) + 3

R
x cos (2x+ 5) dx =

= �1
2

�
3x2 + 1

�
� cos (2x+ 5) + 3

R
x

�
sin (2x+ 5)

2

�0
dx =

= �1
2

�
3x2 + 1

�
� cos (2x+ 5) + 3

�
x � sin (2x+ 5)

2
�
R
1 � sin (2x+ 5)

2
dx

�
=

= �1
2

�
3x2 + 1

�
� cos (2x+ 5) + 3

2x � sin (2x+ 5)�
3
2 �

1
2

R
(sin (2x+ 5)) � 2dx =

= �1
2

�
3x2 + 1

�
� cos (2x+ 5) + 3

2x � sin (2x+ 5) +
3
2 �

1
2 cos (2x+ 5) + c;8x 2 R;8c 2 R:
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F (x; c) = �1
2

�
3x2 + 1

�
cos (2x+ 5) + 3

2x sin (2x+ 5) +
3
4 cos (2x+ 5) + c;

8x 2 R (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a) sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R, familia de
primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
REGUL¼A: Calculul primitivelor de tipulR

P (x) � cos (ax+ b) dx;
R
P (x) � sin (ax+ b) dx;

R
P (x) � eax+bdx

se poate face cu formula integr¼arii prin p¼aŗti, alegând
u (x) = P (x) ; v0 (x) = cos (ax+ b) = sin (ax+ b) =eax+b:

Formula integr¼arii prin p¼aŗti se aplic¼a de un num¼ar de ori egal cu gradul polinomului, pan¼a se
ajunge la calculul unei integrale pe baza unei formule din tabel.
d)
R �
cos2 x

�
dx; x 2 R-A se vedea Curs

e)
R �
sin2 x

�
dx; x 2 R-A se vedea Curs

f)
R
e2x cos (3x) dx; x 2 R;

Rezolvare. etapa 1.f : R! R; f (x) = e2x cos (3x)
f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R

etapa 2. Se aplic¼a de dou¼a ori formula integr¼arii prin p¼aŗtiR
e2x cos (3x) dx=

R
e2x
�
sin (3x)

3

�0
dx = e2x � sin (3x)

3
�
R
e2x � 2 � sin (3x)

3
dx =

= 1
3e
2x sin (3x)� 2

3

R
e2x sin (3x) dx = 1

3e
2x sin (3x)� 2

3

R
e2x
�
cos (3x)

�3

�0
dx =

= 1
3e
2x sin (3x)� 2

3

�
e2x � cos (3x)�3 �

R
e2x � 2 � cos (3x)�3 dx

�
=

= 1
3e
2x sin (3x) + 2

9e
2x cos (3x)� 4

9

R
e2x cos (3x) dx )�

1 + 4
9

� R
e2x cos (3x) dx = 1

3e
2x sin (3x) + 2

9e
2x cos (3x) + c)R

e2x cos (3x) dx =
3e2x sin (3x) + 2e2x cos (3x)

32 + 22
+ c;8x 2 R;8c 2 R.

F (x; c) =
3e2x sin (3x) + 2e2x cos (3x)

32 + 22
+ c;8x 2 R (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a)

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
REGUL¼A: Calculul primitivelor de tipulR

eax � cos (bx) dx;
R
eax � sin (bx) dx;R

sin (ax) � cos (bx) dx;
R
sin (ax) � sin (bx) dx;

R
cos (ax) � cos (bx) dx;

se face cu formula integr¼arii prin p¼aŗti, aplicat¼a de dou¼a ori, alegând ini̧tial
u (x) = eax; v0 (x) = cos (bx) = sin (bx) :
u (x) = sin (ax) = cos (ax) ; v0 (x) = cos (bx) = sin (bx) :

Pentru cele cu produs de funçtii trigonometrice, se pot folosi formulele de transformare a produselor
în sume.

sinx cos y =
sin (x+ y) + sin (x� y)

2
;8x; y 2 R

cosx cos y =
cos (x+ y) + cos (x� y)

2
;8x; y 2 R

sinx sin y =
� cos (x+ y) + cos (x� y)

2
;8x; y 2 R

g)
R
xn lnxdx; x 2 ]0;+1[ pentru n 2 N �xat;

Rezolvare. etapa 1. Fie n 2 N �xat şi f : ]0;+1[! R; f (x) = xn lnx:
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f este continu¼a pe ]0;+1[) f admite primitive pe ]0;+1[ :
etapa 2. Fie n 2 N �xat. AtunciR

xn lnxdx =
R
(lnx)

�
xn+1

n+ 1

�0
dx = (lnx)

�
xn+1

n+ 1

�
�
R 1
x

�
xn+1

n+ 1

�
dx

=
xn+1

n+ 1
lnx� 1

n+ 1

R
xndx =

xn+1

n+ 1
lnx� 1

n+ 1

xn+1

n+ 1
;8x 2 ]0;+1[ ;8c 2 R.R

xn lnxdx =
xn+1

n+ 1
lnx� xn+1

(n+ 1)2
+ c;8x 2 ]0;+1[ ;8c 2 R.

F (x; c) =
xn+1

n+ 1
lnx� xn+1

(n+ 1)2
+ c;8x 2 ]0;+1[ (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a)

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = ]0;+1[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R.
În particular,

�
R
x3 lnxdx =

R
(lnx)

�
x4

4

�0
dx = (lnx)

�
x4

4

�
�
R 1
x

�
x4

4

�
dx =

=
x4

4
lnx� 1

4

R
x3dx =

x4

4
lnx� 1

4

x4

4
;8x 2 ]0;+1[ ;8c 2 R.

�
R
lnxdx =

R
(lnx) (x)0 dx = (lnx) (x)�

R 1
x
(x) dx =

= x lnx�
R
1dx = x lnx� x; 8x 2 ]0;+1[ ;8c 2 R.

REGUL¼A: Calculul primitivelor de tipulR
P (x) � ln (ax) dx

se face cu formula integr¼arii prin p¼aŗti, alegând
u (x) = ln (ax) ; v0 (x) = P (x) :

h)
R
cos (lnx) dx; x 2 ]0;+1[-A se vedea Curs

i)
R
arctg xdx; x 2 R;

Rezolvare. etapa 1. f : R! R; f (x) = arctg x:
f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R:

etapa 2. Se aplic¼a formula integr¼arii prin p¼aŗti:R
arctg xdx =

R
(arctg x) (x)0 dx = (arctg x) (x)�

R 1

1 + x2
(x) dx

= x arctg x� 1
2

R 2x

1 + x2
dx = x arctg x� 1

2
ln
�
1 + x2

�
;8x 2 R;8c 2 R.

F (x; c) = x arctg x� 1
2
ln
�
1 + x2

�
;8x 2 R (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a)

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
Analog pentru

R
xn arctg xdx; x 2 R pentru n 2 f0; 1; 2; :::g �xat:

j)
R xp

1� x2
earccosxdx; x 2 ]�1; 1[ ;

Rezolvare. etapa 1.f : ]�1; 1[! R; f (x) =
xp
1� x2

earccosx:

f este continu¼a pe ]�1; 1[) f admite primitive pe ]�1; 1[ :
etapa 2. Se aplic¼a de dou¼a ori formula integr¼arii prin p¼aŗtiR xp

1� x2
earccosxdx = �

R
earccosx

�p
1� x2

�0
dx = �earccosx

p
1� x2+

R
earccosx

�1p
1� x2

p
1� x2dx

= �earccosx
p
1� x2 �

R
earccosxx0dx = �earccosx

p
1� x2 � earccosxx+

R
earccosx

�1p
1� x2

xdx
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R xp
1� x2

earccosxdx =
1

2

�
�earccosx

p
1� x2 � earccosxx

�
+ c;8x 2 ]�1; 1[ ;8c 2 R.

k)
R p

9� x2dx; x 2 R; x 2 ]�3; 3[ :
Rezolvare. etapa 1.f : ]�3; 3[! R; f (x) =

p
9� x2:

f este continu¼a pe ]�3; 3[) f admite primitive pe ]�3; 3[.
etapa 2. modul 1:

R p
9� x2dx =

R �p
9� x2

�
x0dx =

�p
9� x2

�
x�

R �xp
9� x2

� xdx =

= x
p
9� x2 �

R 9� x2p
9� x2

dx+
R 9p

9� x2
dx = x

p
9� x2 �

R p
9� x2dx+ 9arcsin x

a
)R p

9� x2dx = 1

2

�
x
p
9� x2 + 9arcsin x

a

�
+ c;8x 2 ]�3; 3[ ;8c 2 R.

modul 2:
R p

9� x2dx =
R 9� x2p

9� x2
dx =

R 9p
9� x2

dx�
R x2p

9� x2
dx:

Se foloseşte
�p
9� x2

�0
=

�xp
9� x2

şi se aplic¼a formula integr¼arii prin p¼aŗti)R p
9� x2dx =

R 9p
9� x2

dx+
R
x
�p
9� x2

�0
dx = 9

R 1p
9� x2

dx+x
�p
9� x2

�
�
R
1
p
9� x2dx =

= 9arcsin
x

a
+ x

p
9� x2 �

R p
9� x2dx)R p

9� x2dx = 1

2

�
x
p
9� x2 + 9arcsin x

a

�
+ c;8x 2 ]�3; 3[ ;8c 2 R.

F (x; c) =
1

2

�
x
p
9� x2 + 9arcsin x

a

�
+ c;8x 2 ]�3; 3[ (variabil¼a);8c 2 R (constant¼a) sunt toate

primitivele funçtiei f pe I = ]�3; 3[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
l)
R p

x2 + 4dx; x 2 R; m)
R p

x2 + 2dx;8x 2 R; n)
R p

x2 + x+ 1dx;8x 2 R;
-A se vedea Curs.
o)
R p

x2 � 3dx;8x 2
�
�1;�

p
3
�
[
�p
3;+1

�
;p)

R p
x2 � 5x+ 6dx;8x 2 ]�1; 2[ [ ]3;+1[ ;

-A se vedea Curs.
q)
R p

� � x2dx;8x 2 ]�
p
�;
p
�[ ;r)

R p
3x� x2 � 2dx;8x 2 ]1; 2[ ; c 2 R:

-A se vedea Curs.

1:4: Integrale nede�nite determinate cu teoreme de schimbare de variabil¼a de
integrare

Teoreme:A se vedea Curs.
Exerci̧tiul 4: S¼a se calculeze

a)
R sin 2x

1 + cos2 x
dx; x 2 R;

Rezolvare. etapa 1. f : R! R; f (x) =
sin 2x

1 + cos2 x
:

f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R:
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând prima teorem¼a de schimbare de variabil¼a de integrare.

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:
�
1 + cos2 x = t; t 2 [1; 2]j se diferenţiaz¼a
(0 + 2 cosx (� sinx)) dx = dt

Se înlocuieşte) F (t;ec) = R �dt
t
= � ln t+ ec,8t 2 [1; 2] ;8ec 2 R.

Se revine la substituţie) F (x; c) = � ln
�
1 + cos2 x

�
+ c;8x 2 R;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R; familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
Comentariu: De fapt s-a aplicat Teorema de schimbare direct¼a de variabil¼a (chiar tabelul)
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Fie u : R! R; u (x) = 1 + cos2 x: AtunciR sin 2x

1 + cos2 x
dx = �

R 1

1 + cos2 x
�
�
1 + cos2 x

�0
dx = � ln

�
1 + cos2 x

�
;8x 2 R;8c 2 R:

b)
R
cos

p
xdx; x 2 ]0;+1[ ;

Rezolvare. etapa 1. f : ]0;+1[! R; f (x) = cos
p
x:

f este continu¼a pe ]0;+1[) f admite primitive pe ]0;+1[ :
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând a doua teorem¼a de schimbare de variabil¼a de integrare.

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8<:
p
x = t; t 2 ]0;+1[j se inverseaz¼a

x = t2; t 2 ]0;+1[j se diferenţiaz¼a
dx = 2tdt

Se înlocuieşte) F (t;ec) = R (cos t) 2tdt = 2 R t (sin t)0 dt = 2t sin t� 2 R 1 sin tdt =
= 2t sin t+ 2 cos t+ ec;8t 2 ]0;+1[ ;8ec 2 R.

Se revine la substituţie) F (x; c) = 2
p
x sin

p
x+ 2 cos

p
x+ c; 8x 2 ]0;+1[ ;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = ]0;+1[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R.
c)
R 1

sinx
dx; x 2 ]0; �[-A se vedea Curs

1:4: Integrale nede�nite (primitive) având ca integrant funçtii ra̧tionale în x

Forma general¼a:
R
R (x) dx; x 2 I; (2)

unde R : I! R; R (x) =
P (x)

Q (x)
este funçtie raţional¼a în x:

Rezolvare: I. Dac¼a gradP � gradQ atunci, conform teoremei împ¼aŗtirii cu rest, exist¼a funçtiile
polinomiale K, P1 cu gradP1 < gradQ astfel încât

P (x) = K (x) �Q (x) + P1 (x) ;8x 2 I)
R
R (x) dx =

R
K (x) dx+

R P1 (x)
Q (x)

dx;8x 2 I:

R
K (x) dx se determin¼a folosind, pentru n 2 N;

R
xndx =

xn+1

n+ 1
+ c;8x 2 R;8c 2 R:R P1 (x)

Q (x)
dx se determin¼a folosind II.

II. Dac¼a gradP < gradQ atunci R se descompune în fraçtii simple şi se aplic¼a teoria din liceu
pentru a calculaR A

(x� a)mdx; x 2 I; unde A 2 R; a 2 R;m 2 N� şi

R Bx+ C

(ax2 + bx+ c)m
dx; x 2 I; unde A;B 2 R; a; b; c 2 R cu b2 � 4ac < 0;m 2 N�:

În descompunerea funçtiei R (x) în fraçtii simple apar situaţiile:
-Q (x) are r¼ad¼acini reale simple;
-Q (x) are r¼ad¼acini reale multiple;
-Q (x) are r¼ad¼acini complexe conjugate simple;
-Q (x) are r¼ad¼acini complexe conjugate multiple.

Comentariu. Cazurile I şi II din teorie se pot reduce la determinarea direct¼a a coe�cienţilor

polinomului K cu gradK = gradP � gradQ şi a descompunerii în fraçtii simple pentru P1 (x)
Q (x)

din

rela̧tia
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R (x) = K (x) +
P1 (x)

Q (x)
;8x 2 I:

Exerci̧tiul 5: S¼a se calculeze

a)
R x+ 1

2x2 + x+ 2
dx; x 2 I:

Rezolvare. etapa 1. f : R! R; f (x) =
x+ 1

2x2 + x+ 2
:

f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R.
etapa 2. Se determin¼a F (x; c) ; aplicând teoria. Se observ¼a c¼a�

2x2 + x+ 2
�0
= 4x+ 1 6= x+ 1:

Se observ¼a c¼a f este de forma (2) ; cu P (x) = x+ 1; Q (x) = 2x2 + x+ 2; caz II.
Cum �Q < 0) f este deja fraçtie simpl¼a. AtunciR x+ 1

2x2 + x+ 2
dx =

1

4

R 4x+ 4

2x2 + x+ 2
dx =

1

4

R 4x+ 1

2x2 + x+ 2
dx+

1

4

R 3

2x2 + x+ 2
dx =

=
1

4

R �2x2 + x+ 2�0
2x2 + x+ 2

dx+
3

4 � 2
R �

x+ 1
4

�0�
x+ 1

4

�2
+
�p

15
4

�2dx =
=
1

4
ln
�
2x2 + x+ 2

�
+

3

4 � 2 �
1
p
15
4

arctg
x+ 1

4p
15
4

+ c;8x 2 R;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe R; familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
b)
R x+ 1

x2 � 3x+ 2dx; x 2 I:

Rezolvare. etapa 1.f : ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[! R; f (x) =
x+ 1

x2 � 3x+ 2 :
f este continu¼a pe ]�1; 1[[ ]1; 2[[ ]2;+1[) f admite primitive pe ]�1; 1[[ ]1; 2[[ ]2;+1[ :

etapa 2. Se determin¼a F (x; c), aplicând teoria.
Se observ¼a c¼a f este de forma (2) ; cu P (x) = x+ 1; Q (x) = x2 � 3x+ 2; caz II şi c¼a�
x2 � 3x+ 2

�0
= 2x� 3 6= x+ 1:

modul 1: Q (x) = 0, x2 � 3x+ 2 = 0)
�
x1 = 1 2 R; m (x1) = 1
x2 = 2 2 R; m (x2) = 1:

Se descompune f în fraçtii simple. Se poate ar¼ata c¼a
x+ 1

x2 � 3x+ 2 =
3

x� 2 �
2

x� 1 ;8x 2 ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[ : AtunciR � 3

x� 2 �
2

x� 1

�
dx = 3

R 1

x� 2 (x� 2)
0 dx� 2

R 1

x� 1 (x� 1)
0 dx

formal
=

= 3 ln jx� 2j � 2 ln jx� 1j+ c =

=

8<:
3 ln (�x+ 2)� 2 ln (�x+ 1) + c1 8x 2 ]�1; 1[ ; c1 2 R
3 ln (�x+ 2)� 2 ln (x� 1) + c2 8x 2 ]1; 2[ ; c2 2 R
3 ln (x� 2)� 2 ln (x� 1) + c3; 8x 2 ]2;+1[ ; c3 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[, cele trei familii de primitive �ind
indexate dup¼a constantele c1; c2; c3 2 R.
modul 2: (se aplic¼a mai ales pentru R cu gradP = 1; gradQ = 2; când Q are r¼ad¼acini reale, dar
iraţionale)

Se foloseşte
�
x2 � 3x+ 2

�0
= 2x� 3: AtunciR x+ 1

x2 � 3x+ 2dx =
1

2

R 2x+ 2

x2 � 3x+ 2dx =
1

2

R 2x� 3
x2 � 3x+ 2dx+

1

2

R 5

x2 � 3x+ 2dx =

=
1

2

R �x2 � 3x+ 2�0
x2 � 3x+ 2 dx+

5

2

R �
x� 3

2

�0�
x� 3

2

�2 � �12�2dx formal=
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=
1

2
ln
��x2 � 3x+ 2��+ 5

2
� 1

2 � 12
ln

�����
�
x� 3

2

�
� 1

2�
x� 3

2

�
+ 1

2

�����+ c =

=

8>>>><>>>>:
1

2
ln
�
x2 � 3x+ 2

�
+
5

2
ln
x� 2
x� 1 + c1 8x 2 ]�1; 1[ ; c1 2 R

1

2
ln
�
�x2 + 3x� 2

�
+
5

2
ln
2� x
x+ 1

+ c2 8x 2 ]1; 2[ ; c2 2 R
1

2
ln
�
x2 � 3x+ 2

�
+
5

2
ln
x� 2
x� 1 + c3; 8x 2 ]2;+1[ ; c3 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[, cele trei familii de primitive �ind
indexate dup¼a constantele c1; c2; c3 2 R.
c)
R x+ 1

x2 � 4x+ 2dx; x 2
�
2 +

p
2;+1

�
:

Rezolvare. etapa 1.f :
�
2 +

p
2;+1

�
! R; f (x) =

x+ 1

x2 � 4x+ 2 :

f este continu¼a pe
�
2 +

p
2;+1

�
) f admite primitive pe

�
2 +

p
2;+1

�
:

etapa 2. Se determin¼a F (x; c), aplicând teoria.
Se observ¼a c¼a f este de forma (2) ; cu P (x) = x+ 1; Q (x) = x2 � 4x+ 2; caz II şi c¼a�
x2 � 4x+ 2

�0
= 2x� 4 6= x+ 1:

modul 1: Q (x) = 0, x2 � 4x+ 2 = 0)
�
x1 = 2 +

p
2 2 R; m (x1) = 1

x2 = 2�
p
2 2 R; m (x2) = 1:

Se descompune f în fraçtii simple.
x+ 1

x2 � 4x+ 2 =
A

x�
�
2 +

p
2
� � B

x�
�
2�

p
2
� ;8x 2 �2 +p2;+1��mult calcul.

modul 2: (se aplic¼a mai ales pentru R cu gradP = 1; gradQ = 2; când Q are r¼ad¼acini reale, dar
iraţionale)

Se foloseşte
�
x2 � 4x+ 2

�0
= 2x� 4: AtunciR x+ 1

x2 � 4x+ 2dx =
1

2

R 2x+ 2

x2 � 4x+ 2dx =
1

2

R 2x� 4
x2 � 4x+ 2dx+

1

2

R 6

x2 � 4x+ 2dx =

=
1

2

R �x2 � 4x+ 2�0
x2 � 4x+ 2 dx+

6

2

R (x� 2)0

(x� 2)2 �
�p
2
�2dx formal=

=
1

2
ln
��x2 � 4x+ 2��+ 3 � 1

2
p
2
ln

�����(x� 2)�
p
2

(x� 2) +
p
2

�����+ c =
=
1

2
ln
�
x2 � 4x+ 2

�
+

3

2
p
2
ln
x�

�
2 +

p
2
�

x�
�
2�

p
2
� + c;8x 2 �2 +p2;+1� ; c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe
�
2 +

p
2;+1

�
, cele familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a

constantele c 2 R.
d)
R x2 � 3x+ 2
x3 + 2x2 + x

dx; x 2 ]0;+1[- A se vedea Curs.

e)
R x+ 1

x5 + 4x3 + 4x
dx; x 2 ]0;+1[ :

Rezolvare. etapa 1. f : ]0;+1[! R; f (x) =
x+ 1

x5 + 4x3 + 4x
:

f este continu¼a pe ]0;+1[) f admite primitive pe ]0;+1[ :
etapa 2. Se determin¼a F (x; c) ; aplicând teoria.

Se observ¼a c¼a f este de forma (2) ; cu P (x) = x+ 1; Q (x) = x5 + 4x3 + 4x; caz II şi c¼a�
x5 + 4x3 + 4x

�0
= 5x4 + 12x2 + 4 6= x+ 1:
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Q (x) = 0, x5 + 4x3 + 4x = 0, x
�
x2 + 2

�2
= 0)

8<:
x1 = 0 2 R; m (x1) = 1

x2 = i
p
2 2 C n R; m (x2) = 2

x3 = �i
p
2 2 C n R; m (x3) = 2

Se descompune f în fraçtii simple. Se poate ar¼ata c¼a
x+ 1

x (x2 + 2)2
=

1
4

x
+
�1
4x

x2 + 2
+

1� 1
2x

(x2 + 2)2
;8x 2 ]0;+1[ :

Se foloseşte
�
x2 + 2

�0
= 2x;

�
1

x2 + 2

�0
=

�2x
(x2 + 2)2

: AtunciR x+ 1

x5 + 4x3 + 4x
dx =

R �
1
4

1

x
� 1

4
1
2

2x

x2 + 2
� 1

2
1
�1

�2x
(x2 + 2)2

+
1

(x2 + 2)2

�
dx =

= 1
4

R 1
x
dx� 1

8

R �x2 + 2�0
x2 + 2

dx+ 1
2

R � 1

x2 + 2

�0
dx+

R 1

(x2 + 2)2
dx:

Se calculeaz¼a separatR 1

(x2 + 2)2
dx = 1

2

R 2

(x2 + 2)2
dx = 1

2

R �x2 + 2�� x2
(x2 + 2)2

dx = 1
2

R 1

x2 + 2
dx+ 1

2

R �x2

(x2 + 2)2
dx =

= 1
2

R 1

x2 + 2
dx+ 1

2
1
2

R
x � �2x
(x2 + 2)2

dx = 1
2

R 1

x2 + 2
dx+ 1

4

R
x �
�

1

x2 + 2

�0
dx =

= 1
2

R 1

x2 + 2
dx+ 1

4

�
x � 1

x2 + 2
�
R
1 � 1

x2 + 2
dx

�
= 1

4

R 1

x2 + 2
dx+ 1

4x �
1

x2 + 2
=

= 1
4
1p
2
arctg xp

2
+ 1

4

x

x2 + 2
+ c;8x 2 ]0;+1[ ; c 2 R:

Atunci
R x+ 1

x5 + 4x3 + 4x
dx =

= 1
4 lnx�

1
8 ln

�
x2 + 2

�
+ 1

2

1

x2 + 2
+ 1

4
1p
2
arctg xp

2
+ 1

4

x

x2 + 2
+ c;8x 2 ]0;+1[ ; c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe ]0;+1[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R.
f)
R x3

x+ 1
dx; x 2 ]�1;+1[ :

Rezolvare. etapa 1.f : ]�1;+1[! R; f (x) =
x3

x+ 1
f este continu¼a pe ]�1;+1[) f admite primitive pe ]�1;+1[

etapa 2. Se determin¼a F (x; c), aplicând teoria.
Se observ¼a c¼a f este de forma (2) ; cu P (x) = x3; Q (x) = x+ 1; caz I.
Q (x) = 0, x3 + 2x2 + x = 0, x1 = �1 2 R;m (x1) = 1:
Se împarte P la Q :
-sau cu teorema împ¼aŗtirii cu rest) x3 = (x+ 1)

�
x2 � x+ 1

�
� 1:

-sau
x3

x+ 1
=
x3 + 1� 1
x+ 1

=
(x+ 1)

�
x2 � x+ 1

�
� 1

x+ 1
:R x3

x+ 1
dx =

R �
x2 � x+ 1� 1

x+ 1

�
dx =

x3

3
� x

2

2
+ x� ln (x+ 1) + c;8x 2 ]�1;+1[ ; c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe ]�1;+1[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R.
g)
R 1

x3 + 1
dx; x 2 ]�1;+1[ :- A se vedea Curs.

h)
R 1

x4 + 4
dx; x 2 R:- A se vedea Curs.



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 11

i)
R 1

(x2 + 1)2
dx; x 2 R:- A se vedea Curs.

1:5: Integrale nede�nite (primitive) având ca integrant funçtii ira̧tionale în x;
reductibile la cele din Seçtiunea 1:4

1:5:1:Forma general¼a:
R
R

 
x;

�
ax+ b

cx+ d

�m1
n1

; :::;

�
ax+ b

cx+ d

�mp
np

!
dx; x 2 I; (3)

unde R : I0 � I1 � ::: � Ip ! R; R (y0; y1; :::; yp) =
P (y0; y1; :::; yp)

Q (y0; y1; :::; yp)
este funçtie raţional¼a în

y0 = x; y1 =

�
ax+ b

cx+ d

�m1
n1

; :::; yp =

�
ax+ b

cx+ d

�mp
np

; iar a; b; c; d 2 R m1; :::;mp sunt numere întregi,

n1; :::; np sunt numere întregi nenule astfel încât macar unul din numerele raţionale mi
ni
; i 2 f1; :::; pg

s¼a nu �e num¼ar întreg.

Rezolvare: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:
ax+ b

cx+ d
= tn; (30)

unde n este cel mai mic multiplu comun al numerelor n1; :::; np, se obţine o integral¼a ca în Seçtiunea
1:4 în variabila t, se calculeaz¼a şi se revine la substituţie.

Exerci̧tiul 6: S¼a se calculeze

a)
R 1p

x+ 3
p
x
dx; x 2 I:

Rezolvare. etapa 1. f : ]0;+1[! R; f (x) =
1p

x+ 3
p
x
:

f este continu¼a pe ]0;+1[) f admite primitive pe I = ]0;+1[ :
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f (x) =

1

x
1
2 + x

1
3

este de forma (3),

cu a = 1, b = 0, c = 0, d = 1, m1 = 1, n1 = 2, m2 = 1, n2 = 3:

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:
�
x = t6; t 2 ]0;+1[j se diferenţiaz¼a
dx = 6t5dt

Se înlocuieşte)
R 1

t2 + t3
6t5dt = 6

R t3 + 1� 1
1 + t

dt = 6
R �

t2 � t+ 1� 1

1 + t

�
dt =

= 6

�
t3

3
� t

2

2
+ t+ ln (1 + t)

�
+ ec, 8t 2 ]0;+1[ ;8ec 2 R:

Se revine la substituţie)R 1p
x+ 3

p
x
dx = 6

�p
x

3
�

3
p
x

2
+ 6
p
x+ ln (1 + 6

p
x)

�
+ c;8x 2 ]0;+1[ ;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = ]0;+1[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R:
b)
R 1
x

r
x+ 1

x� 1dx; x 2 ]1;+1[ :-A se vedea Curs.

1:5:2:Forma general¼a:
R Pm (x)p

ax2 + bx+ c
dx; x 2 I; (4)

unde Pm este funçtie polinomial¼a de grad m în variabila x; iar a; b; c 2 R:
Rezolvare: modul 1: (mai ales pentru m = 0;m = 1;m = 2) Folosind
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�(m = 0;m = 1;m = 2)modul de calcul pentru
R 1p

ax2 + bx+ c
dx; x 2 I;

�(m = 1;m = 2)
�p
ax2 + bx+ c

�0
=

2ax+ b

2
p
ax2 + bx+ c

;

�(m = 2)modul de calcul pentru
R p

ax2 + bx+ cdx; x 2 I;
modul 2: (mai ales pentru m � 2) Se consider¼a relaţiaR Pm (x)p

ax2 + bx+ c
dx = Qm�1 (x) �

p
ax2 + bx+ c+ � �

R 1p
ax2 + bx+ c

dx; x 2 I, (40)

unde Qm�1 este funçtie polinomial¼a de grad m în variabila x cu coe�cienţi necunoscuţi şi � 2 R
este necunoscut. Coe�cienţii funçtiei polinomiale Qm�1 şi num¼arul � 2 R se determin¼a derivând
relaţia (40), apoi indenti�când coe�cienţii polinoamelor ce apar.
modul 3: Folosind substituţiile Euler de mai jos.

Exerci̧tiul 7: S¼a se calculeze

a)
R 2x+ 1p

3x2 � 6x+ 5
dx; x 2 I:- A se vedea Curs; b)

R x2 + x+ 1p
2x2 � 3x+ 2

dx; x 2 I:- A se vedea Curs.

c)
R 2xp

1� 2x� x2
dx; x 2

�
0;�1 +

p
2
�
:

Rezolvare. etapa 1. f :
�
0;�1 +

p
2
�
! R; f (x) =

2xp
1� 2x� x2

f este continu¼a pe
�
0;�1 +

p
2
�
) f admite primitive pe

�
0;�1 +

p
2
�

etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f este de forma (4), cu P2 (x) =
2x;m = 1 şi a = �1, b = �2, c = 1:
modul 1: Se foloseşte

�p
1� 2x� x2

�0
=

�2x� 2
2
p
1� 2x� x2

=
�x� 1p
1� 2x� x2

: ObţinemR 2xp
1� 2x� x2

dx = �2
R �x� 1 + 1p

1� 2x� x2
dx = �2

R �x� 1p
1� 2x� x2

dx� 2
R 1p

1� 2x� x2
dx:

Se observ¼a c¼a 1� 2x� x2 = �
�
x2 + 2x� 1

�
= �

�
(x+ 1)2 �

�p
2
�2�

: Atunci:R 2xp
1� 2x� x2

dx = �2
R �p

1� 2x� x2
�0
dx� 2

R 1q�p
2
�2 � (x+ 1)2 (x+ 1)0 dx =

= �2
p
1� 2x� x2 � 2 arcsin x+ 1p

2
+ c;8x 2

�
0;�1 +

p
2
�
;8c 2 R.

modul 3: Cu substituţii Euler.

1:5:3: Forma general¼a:
R 1

(x� d)n
p
ax2 + bx+ c

dx; x 2 I; (5)

unde a; b; c; d 2 R şi n 2 N�
Rezolvare: modul 1: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare

1

x� d = t; (50)

şi se obţine o integral¼a ca în Seçtiunea 1:5:2 în variabila t, se calculeaz¼a şi se revine la substituţie.
modul 2: Folosind substituţiile Euler de mai jos.

Exerci̧tiul 8: S¼a se calculeze

a)
R 1

x
p
5x� 6� x2

dx; x 2 I:
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Rezolvare. etapa 1.f : I! R; f (x) =
1

x
p
5x� 6� x2

Se impune CE :
�
x 6= 0
5x� 6� x2 	 0 , x 2 ]2; 3[ :

f este continu¼a pe ]2; 3[) f admite primitive pe I = ]2; 3[
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f este de forma (5), cu d = 0,
a = �1, b = 5, c = �6, n = 1:

modul 1: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8>>>><>>>>:
1

x
= t; t 2

�
1
3 ;
1
2

��� se inverseaz¼a
x =

1

t
; t 2

�
1
3 ;
1
2

��� se diferenţiaz¼a
dx =

�1
t2
dt

Se înlocuieşte)
R ts

�
�
1

t

�2
+ 5

1

t
� 6

�1
t2
dt

t>0 pe ] 13 ;
1
2 [

=
jtj=t

R �1p
�1 + 5t� 6t2

dt =

= � 1p
6

R 1q
�1
6 +

5
6 t� t2

dt = � 1p
6

R 1r
�
�
t2 � 2 512 t+

�
5
12

�2�
+
�
5
12

�2 � 1
6

dt =

= � 1p
6

R �
t� 5

12

�0q�
1
12

�2 � �t� 5
12

�2dt = � 1p
6
arcsin

t� 5
12

1
12

+ ec;8t 2 �13 ; 12� ;8ec 2 R:
Se revine la substituţie)

R 1

x
p
5x� 6� x2

dx = � 1p
6
arcsin

1
x �

5
12

1
12

+ c; 8x 2 ]2; 3[ ;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = ]2; 3[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R.
modul 2: Cu substituţii Euler.

b)
R 1

x
p
2x� x2

dx; x 2 I:

Rezolvare. etapa 1. f : I! R; f (x) =
1

x
p
2x� x2

:

Se impune CE :
�
x 6= 0
2x� x2 	 0 , x 2 ]0; 2[ :

f este continu¼a pe ]0; 2[) f admite primitive pe I = ]0; 2[
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f este de forma (5), cu d = 0,
a = �1, b = 2, c = 0, n = 1:

modul 1: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8>>>><>>>>:
1

x
= t; t 2

�
1
2 ;+1

��� se inverseaz¼a
x =

1

t
; t 2

�
1
2 ;+1

��� se diferenţiaz¼a
dx =

�1
t2
dt

Se înlocuieşte)
R ts

2
1

t
�
�
1

t

�2 �1t2 dt t>0 pe ] 12 ;+1[=
jtj=t

R �1p
2t� 1

dt =

= 1
2

R
� (2t� 1)

�1
2 (2t� 1)0 dt = �1

2

(2t� 1)
1
2

1
2

+ ec;8t 2 �12 ;+1� ;8ec 2 R:
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Se revine la substituţie)
R 1

x
p
2x� x2

dx = �
r
2
1

x
� 1 + c; 8x 2 ]0; 2[ ;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = ]0; 2[, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta
c 2 R.
modul 2: Cu substituţii Euler.

c)
R 1

(1 + x)
p
x2 + 2x+ 2

dx; x 2 ]�1;+1[ :

Rezolvare. etapa 1.f : ]�1;+1[! R; f (x) =
1

(1 + x)
p
x2 + 2x+ 2

f este continu¼a pe ]�1;+1[) f admite primitive pe ]�1;+1[
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f (x) este de forma (5), cu d = �1,
a = 1, b = 2, c = 2, n = 1:

modul 1: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8>>>><>>>>:
1

1 + x
= t; t 2 Jj se inverseaz¼a

x =
1� t
t
; t 2 ]0;+1[j se diferenţiaz¼a

dx =
�1
t2
dt

Se menţioneaz¼a c¼a
1� t
t

> �1, 1

t
> 0, t 2 ]0;+1[ :

Se înlocuieşte)R tr
1

t2
+ 1

�1
t2
dt

t>0 pe ]0;+1[
=
jtj=t

R �1p
t2 + 1

dt = � ln
�
t+

p
t2 + 1

�
+ ec;8t 2 ]0;+1[ ;8ec 2 R.

Se revine la substituţie)R 1

(1 + x)
p
x2 + 2x+ 2

dx = � ln
 

1

1 + x
+

s
1

(1 + x)2
+ 1

!
+ c; 8x 2 ]�1;+1[ ;8c 2 R

modul 2: Cu Euler.

d)
R 1

(2x� 3)
p
4x� x2

dx; x 2
�
0; 32
�
:

Rezolvare. etapa 1.f :
�
0; 32
�
! R; f (x) =

1

(2x� 3)
p
4x� x2

f este continu¼a pe
�
0; 32
�
) f admite primitive pe

�
0; 32
�

etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f este de forma (5), cu d = 3
2 ,

a = �1, b = 4, c = 0, n = 1:

modul 1: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8>>>>><>>>>>:

1

x� 3
2

= t; t 2 Jj se inverseaz¼a

x =
1 + 3

2 t

t
; t 2

�
�1;�2

3

��� se diferenţiaz¼a
dx =

�1
t2
dt

Se menţioneaz¼a c¼a 0 <
1 + 3

2 t

t
< 3

2 , t 2
�
�1;�2

3

�
:

Se înlocuieşte)

F (t;ec) = R tvuut41 + 3
2 t

t
�
 
1 + 3

2 t

t

!2 �1t2 dt t<0 pe ]�1;� 2
3 [

=p
t2=jtj=�t

R 1q
4t+ 6t2 � 1� 3t� 9

4 t
2
dt =
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=
R 1q

15
4 t
2 + t� 1

dt = 2p
15

R 1q
t2 + 4

15 t�
4
15

dt = 2p
15

R �
t� 2

15

�0q�
t� 2

15

�2 � � 815�2dt =
= 2p

15
ln

�
t� 2

15 +

q�
t� 2

15

�2 � � 815�2�+ ec, 8t 2 ��1;�2
3

�
;8ec 2 R.

Se revine la substituţie)

F (x; c) = 2p
15
ln

0@ 1

x� 3
2

� 2
15 +

vuut 1

x� 3
2

� 2
15

!2
�
�
8
15

�21A+ c;8x 2 �0; 32� ;8c 2 R
sunt toate primitivele funçtiei f pe

�
0; 32
�
, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.

1:5:4: Forma general¼a:
R
R
�
x;
p
ax2 + bx+ c

�
dx; x 2 I; (6)

unde R : I0 � I1 ! R; R (y0; y1) =
P (y0; y1)

Q (y0; y1)
este funçtie raţional¼a în y0 = x; y1 =

p
ax2 + bx+ c;

iar a; b; c 2 R:
Rezolvare: Se face una din schimbarea de variabil¼a (substituţie Euler)

a) dac¼a a > 0 :
� p

ax2 + bx+ c =
p
ax+ t sau

p
ax2 + bx+ c =

p
ax� tp

ax2 + bx+ c = �
p
ax+ t sau

p
ax2 + bx+ c = �

p
ax� t (60)

b) dac¼a c > 0 :
� p

ax2 + bx+ c = tx+
p
c sau

p
ax2 + bx+ c = tx�

p
cp

ax2 + bx+ c = �tx+
p
c sau

p
ax2 + bx+ c = �tx�

p
c

(600)

c) dac¼a ax2 + bx+ c = 0 are r¼ad¼acinile reale x1; x2 :np
ax2 + bx+ c = t (x� x1) sau

p
ax2 + bx+ c = t (x� x2) (6000)

pentru x într-un subinterval al I ce nu conţine x1, respectiv x2:
Se obţine o integral¼a ca în Seçtiunea 1:4 în variabila t; se calculeaz¼a şi se revine la substituţie.

Exerci̧tiul 9: S¼a se calculeze

a)
R x+px2 + x+ 1
x�

p
x2 + x+ 1

dx; x 2 I:

Rezolvare. etapa 1. f : I! R; f (x) =
x+

p
x2 + x+ 1

x�
p
x2 + x+ 1

:

Se impune CE :
n
x�

p
x2 + x+ 1 6= 0 , x 2 R:

f este continu¼a pe R) f admite primitive pe I = R
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f este de forma (5), cu R (y0; y1) =
y0 + y1
y0 � y1

, a = 1, b = 1, c = 1:

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

p
x2 + x+ 1 = x+ t; t 2 Jj se exprim¼a x în funçtie de t

x2 + x+ 1 = x2 + 2xt+ t2 )

x =
t2 � 1
1� 2t ; t 2 J a.î. t 6=

1
2

�� se diferenţiaz¼a
dx =

2t (1� 2t)�
�
t2 � 1

�
(�2)

(1� 2t)2
dt)

dx =
�2t2 + 2t� 2
(1� 2t)2

dt

Se observ¼a c¼a inecuaţiap
x2 + x+ 1� x > 0 are ca soluţii 8x 2 R şi c¼a inecuaţia
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p
x2 + x+ 1� x � 0 nu are soluţii în R. Deci J � ]0;+1[ n

�
1
2

	
Se înlocuieşte formal)

F (t;ec) = R
t2 � 1
1� 2t +

�
t2 � 1
1� 2t + t

�
t2 � 1
1� 2t �

�
t2 � 1
1� 2t + t

��2t2 + 2t� 2
(1� 2t)2

dt =
R 2t2 � 2 + t� 2t2

�t (1� 2t)
�2t2 + 2t� 2
(1� 2t)2

dt =

= 2
R (t� 2) �t2 � t+ 1�

t (1� 2t)3
dt = 2

R �
�2
t
� 15

4 (1� 2t) �
3

(1� 2t)2
� 9

4 (1� 2t)3

�
dt:

Se menţioneaz¼a c¼a, pentru J1 �
�
0; 12
�
)

F (t; ec1) = �4 ln t� 30
4

ln (1� 2t)
�2 � 6(1� 2t)

�1

(�2) (�1) �
18

4

(1� 2t)�2

(�2) (�2) + ec1;8t 2 J1;8ec1 2 R;
iar pentru J2 �

�
0; 12
�
)

F (t; ec2) = �4 ln t+ 30
4

ln (2t� 1)
2

� 6(2t� 1)
�1

2 (�1) +
18

4

(2t� 1)�2

2 (�2) + ec2;8t 2 J2;8ec2 2 R;
Se revine la substituţie)

F (x; c) = �4 ln
�p
x2 + x+ 1� x

�
� 30
4

ln
���1� 2�px2 + x+ 1� x����

�2 �

�6

���1� 2�px2 + x+ 1� x�����1
(�2) (�1) � 18

4

���1� 2�px2 + x+ 1� x�����2
(�2) (�2) + c; 8x 2 I;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R. Se
fac preciz¼ari suplimentare pentru x 2 I1, respectiv x 2 I2:
b)
R 1

(1 + x)
p
x2 + 2x+ 2

dx; x 2 ]�1;+1[ :- A se vedea Curs

c)
R x2p

1� 2x� x2
dx; x 2

�
0;�1 +

p
2
�
:

Rezolvare. etapa 1.f :
�
0;�1 +

p
2
�
! R; f (x) =

x2p
1� 2x� x2

:

f este continu¼a pe
�
0;�1 +

p
2
�
) f admite primitive pe

�
0;�1 +

p
2
�
:

etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria.

modul 3: Se observ¼a c¼a f este de forma (6), cu R (y0; y1) =
y20

1 + y1
, a = �1, b = �2, c = 1:

Cum a = �1 < 0 şi c = 1 > 0; Se face schimbarea de variabil¼a de integrare8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

p
1� 2x� x2 = tx+ 1; t 2 Jj se exprim¼a x în funçtie de t

1� 2x� x2 = t2x2 + 2tx+ 1)
x =

�2t� 2
t2 + 1

; t 2 J a.î. 0 < �2t� 2
t2 + 1

< �1 +
p
2

x =
�2t� 2
t2 + 1

; t 2 Jj se diferenţiaz¼a

dx =
�2
�
t2 + 1

�
� (�2t� 2) 2t

(t2 + 1)2
dt)

dx =
2t2 + 4t� 2
(t2 + 1)2

dt

Se menţioneaz¼a c¼a 0 <
�2t� 2
t2 + 1

< �1 +
p
2, :::
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Se înlocuieşte) F (t;ec) = R
�
�2t� 2
t2 + 1

�2
t � �2t� 2

t2 + 1
+ 1

� 2t
2 + 4t� 2
(t2 + 1)2

dt = �8
R (t+ 1)2

(t2 + 1)3
dt =

= �8
R t2 + 2t+ 1
(t2 + 1)3

dt = �8
R � 1

(t2 + 1)2
+

2t

(t2 + 1)3

�
dt:

Se foloseşte
�

1

t2 + 1

�0
=
��
t2 + 1

��1�0
= �1

�
t2 + 1

��2
(2t) =

�2t
(t2 + 1)2

şi�
1

(t2 + 1)2

�0
=
��
t2 + 1

��2�0
= �2

�
t2 + 1

��3
(2t) =

�4t
(t2 + 1)3

: Atunci

R 2t

(t2 + 1)3
dt = 1

�2
R �4t
(t2 + 1)3

dt = 1
�2
R � 1

(t2 + 1)2

�0
dt = 1

�2
1

(t2 + 1)2
+ c1;R 1

(t2 + 1)2
dt =

R � 1

t2 + 1
� t2

(t2 + 1)2

�
dt =

=
R 1

t2 + 1
dt+ 1

2

R
t � �2t
(t2 + 1)2

dt =
R 1

t2 + 1
dt+ 1

2

R
t �
�

1

t2 + 1

�0
dt =

=
R 1

t2 + 1
dt+ 1

2

�
t
1

t2 + 1
�
R
1 � 1

t2 + 1
dt

�
= 1

2 arctg t+
1
2

t

t2 + 1
+ c2;

Se înlocuieşte) F (t;ec) = �8�12 arctg t+ 1
2

t

t2 + 1
+ 1

�2
1

(t2 + 1)2

�
+ ec;8t 2 J;ec 2 R

Se revine la substituţie)

F (x; c) = �8
 
1
2 arctg

p
1� 2x� x2 � 1

x
+ :::

!
+ c;8x 2

�
0;�1 +

p
2
�
;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe
�
0;�1 +

p
2
�
, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta

c 2 R.
modul 1: Se observ¼a c¼a f (x) =

x2p
1� 2x� x2

; adic¼a este de forma (4), cu P2 (x) = x2;m = 2 şi

a = �1, b = �2, c = 1:
Se foloseşte

�p
1� 2x� x2

�0
=

�2x� 2
2
p
1� 2x� x2

=
�x� 1p
1� 2x� x2

: ObţinemR x2p
1� 2x� x2

dx = �
R �1� 2x� x2�� (1� 2x)

p
1� 2x� x2

dx =

= �
R p

1� 2x� x2dx+ 2
R �x� 1p

1� 2x� x2
dx+ 3

R 1p
1� 2x� x2

dx:

Se observ¼a c¼a 1� 2x� x2 = �
�
x2 + 2x� 1

�
= �

�
(x+ 1)2 �

�p
2
�2�

: Atunci:R x2p
1� 2x� x2

dx =

= �
R q�p

2
�2 � (x+ 1)2�(x+ 1)0 dx+2 R �p1� 2x� x2�0 dx+3 R 1q�p

2
�2 � (x+ 1)2 (x+ 1)0 dx =

= �1
2

�
(x� 1)

q
2� (x+ 1)2 + 2arcsin x+ 1p

2

�
+ 2
p
1� 2x� x2 + 3arcsin x+ 1p

2
+ c =

=
�
3
2 +

�1
2 x
�p
1� 2x� x2 + 2arcsin x+ 1p

2
+ c;8x 2

�
0;�1 +

p
2
�
;8c 2 R:

modul 2: Se consider¼a relaţia
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(�)
R x2p

1� 2x� x2
dx = Q1 (x) �

p
1� 2x� x2 + � �

R 1p
1� 2x� x2

dx; x 2 I;

unde Q1 este funçtie polinomial¼a de grad 1 în variabila x cu coe�cienţi necunoscuţi, adic¼a Q0 (x) =
a0+ a1x şi � 2 R este necunoscut. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a f este de
forma a0; a1 şi �: Deriv¼am (�))

x2p
1� 2x� x2

= a1 �
p
1� 2x� x2 + (a0 + a1x)

�x� 1p
1� 2x� x2

+ �
1p

1� 2x� x2
; x 2 I)

x2 = a1
�
1� 2x� x2

�
+ (a0 + a1x) (�x� 1) + �; x 2 I:

Identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui x)

8<:
0 = a1 � a0 + �
0 = �2a1 � a1 � a0
1 = �a1 � a1

)

8<:
a1 =

�1
2

a0 =
3
2

� = 2
:Atunci

R x2p
1� 2x� x2

dx =
�
3
2 +

�1
2 x
�p
1� 2x� x2 + 2

R 1p
1� 2x� x2

dx =

=
�
3
2 +

�1
2 x
�p
1� 2x� x2 + 2

R 1q�p
2
�2 � (x+ 1)2 (x+ 1)0 dx =

=
�
3
2 +

�1
2 x
�p
1� 2x� x2 + 2arcsin x+ 1p

2
+ c;8x 2

�
0;�1 +

p
2
�
;8c 2 R:

sunt toate primitivele funçtiei f pe I, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
d)
R 1

1 +
p
1� 2x� x2

dx; x 2
�
0;�1 +

p
2
�
:�A se vedea Curs

e)
R 1

(2x� 3)
p
4x� x2

dx; x 2
�
0; 32
�
:- A se vedea Curs

1:5:5:Forma general¼a:
R
xm (axn + b)p dx; x 2 I; (7)

unde a; b 2 R cu ab 6= 0;m; n; p 2 Q.
Rezolvare: Se face una din schimbarea de variabil¼a (substituţie Cebâşev)
a) dac¼a p 2 Z, atunci integrala (7) este de tip (3), şi se face

x = tq, (70)
unde q este cel mai mic multiplu comun al numitorilor lui m şi n:

b) dac¼a p =2 Z, p = r

s
ca fraçtie ireductibil¼a cu r 2 Z şi s 2 N� şi m+ 1

n
2 Z atunci se face

axn + b = ts: (700)

c) dac¼a p =2 Z, p = r

s
ca fraçtie ireductibil¼a cu r 2 Z şi s 2 N� şi m+ 1

n
=2 Z şi m+ 1

n
+ p 2 Z

atunci se face
axn + b

xn
= ts (sau a+ bx�n = ts)

(7000)
Se obţine o integral¼a ca în Seçtiunea 1:3 în variabila t, se calculeaz¼a şi se revine la substituţie.

Exerci̧tiul 10:Se se calculeze:

a)
R 3
p
1 + 4

p
xp

x
dx; x 2 I:- A se vedea Curs; b)

R 1

x
p
1� x3

dx; x 2 ]0; 1[ :- A se vedea Curs

c)
R 1

x4
p
1 + x2

dx; x 2 ]0;+1[ : - A se vedea Curs
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1:6: Integrale nede�nite (primitive) având ca integrant funçtii ra̧tionale în ex şi e�x,
respectiv în chx şi shx; reductibile la cele din Seçtiunea 1:4

Forma general¼a:
R
R (ex; e�x) dx; x 2 I , chiar

R
R (chx; shx) dx; x 2 I,

unde R : I1 � I2 ! R; R (y1; y2) =
P (y1; y2)

Q (y1; y2)
este funçtie raţional¼a în y1 = ex; y2 = e�x:

Rezolvare: Se face schimbarea de variabil¼a:

8<: ex = t ; t 2 Jj se inverseaz¼a
x = ln t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx = 1

t dt
Se obţine o integral¼a ca în Seçtiunea 1:4: în variabila t, se calculeaz¼a şi se revine la substituţie.

Exerci̧tiul 11: S¼a se calculeze

a)
R 1 + ex

1 + e2x
dx; x 2 R.

Rezolvare. etapa 1. f : R! R; f (x) =
1 + ex

1 + e2x
:

f este continu¼a pe R) f admite primitive pe I = R:

etapa 2. Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8<:
ex = t; t 2 ]0;+1[j se inverseaz¼a
x = ln t; t 2 ]0;+1[j se diferenţiaz¼a
dx = 1

t dt

Se înlocuieşte)
R 1 + t

1 + t2
� 1
t
dt =

R �1
t
+
�t+ 1
1 + t2

�
dt = ln t � 1

2 ln
�
1 + t2

�
+ arctg t + ec, 8t 2

]0;+1[ ;8ec 2 R.
Se revine la substituţie)

R 1 + ex

1 + e2x
dx = ln ex � 1

2 ln
�
1 + e2x

�
+ arctg ex + c; 8x 2 R;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R; familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
b)
R
ch3 xdx; x 2 R.

Rezolvare. etapa 1. f : R! R; f (x) =
�
ex + e�x

2

�3
:

f este continu¼a pe R) f admite primitive pe I = R.

etapa 2. Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8<:
ex = t; t 2 ]0;+1[j se inverseaz¼a
x = ln t; t 2 ]0;+1[j se diferenţiaz¼a
dx = 1

t dt

Se înlocuieşte)
R  t+ 1

t

2

!3
� 1
t
dt = 1

8

R �
t3 + 3t2

1

t
+ 3t

1

t2
+
1

t3

�
� 1
t
dt =

= 1
8

R �
t2 + 3 + 3

1

t2
+
1

t4

�
dt = 1

8

�
t3

3
+ 3t+ 3

t�1

�1 +
t�3

�3

�
+ ec;8t 2 ]0;+1[ ;8ec 2 R.

Se revine la substituţie)
R
ch3 xdx = 1

8

�
e3x

3
+ 3ex � 3e�x � e

�3x

3

�
+ c; 8x 2 R;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R; familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
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1:7: Integrale nede�nite având ca integrant funçtii ra̧tionale în cosx; sinx, reductibile
la cele din Seçtiunea 1:4

Forma general¼a:
R
R (cosx; sinx) dx; x 2 I; (8)

unde R : I1 � I2 ! R; R (y1; y2) =
P (y1; y2)

Q (y1; y2)
este funçtie raţional¼a în y1 = cosx; y2 = sinx:

Rezolvare: I. În general, se face schimbarea de variabil¼a de integrare
tg x2 = t; t 2 J (80)

unde J este un interval corespunz¼ator ales. Se foloseşte8><>:
tg x2 = t; t 2 Jj se inverseaz¼a
x = 2arctg t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

2

1 + t2
dt

şi

8>>><>>>:
cosx =

1�
�
tg x2

�2
1 +

�
tg x2

�2 ;
sinx =

2 tg x2

1 +
�
tg x2

�2 ;
II. În anumite situaţii particulare, se fac schimb¼arile de variabil¼a de integrare:
a) dac¼a R (� cosx;� sinx) = R (cosx; sinx), atunci se face

tg x = t; t 2 J (800)
unde J este un interval corespunz¼ator ales. Se foloseşte8><>:

tg x = t; t 2 Jj se inverseaz¼a
x = arctg t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

1

1 + t2
dt

şi

8>>>><>>>>:
cosx = � 1q

1 + (tg x)2

sinx = �=� tg xq
1 + (tg x)2

; :

şi unde J este un interval corespunz¼ator ales; semnele +, � se aleg în funçtie de intervalul I parcurs
de x din gra�cele funçtiilor cos şi sin :

cos : R! R

x

y

sin : R! R
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x

y

b) dac¼a R (cosx;� sinx) = �R (cosx; sinx), atunci se face8>><>>:
cosx = t; t 2 Jj se inverseaz¼a
x = arccos t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

�1p
1� t2

dt
sau
�
cosx = t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
� sinxdx = dt: (8000)

unde J este un interval corespunz¼ator ales. Se foloseşte�
sinx = �

q
1� (cosx)2;

unde semnele +, � se aleg în funçtie de intervalul I parcurs de x:
c) dac¼a R (� cosx; sinx) = �R (cosx; sinx), atunci se face8>><>>:

sinx = t; t 2 Jj se inverseaz¼a
x = arcsin t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

1p
1� t2

dt
sau

�
sinx = t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
cosxdx = dt

(80000)

unde J este un interval corespunz¼ator ales. Se foloseşte�
cosx = �

q
1� (sinx)2;

unde semnele +, � se aleg în funçtie de intervalul I parcurs de x:
Se obţine o integral¼a ca în Seçtiunea 1:4 în variabila t, se calculeaz¼a şi se revine la substituţie.

Exerci̧tiul 12: S¼a se calculeze

a)
R 1

3 + 5 cosx
dx; x 2

�
0; �2

�
Rezolvare. etapa 1. f :

�
0; �2

�
! R; f (x) =

1

3 + 5 cosx
:

f este continu¼a pe
�
0; �2

�
) f admite primitive pe

�
0; �2

�
:

etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a R (y1; y2) =
1

3 + 5y1
:
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Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8><>:
tg x2 = t; t 2 [0; 1]j se inverseaz¼a
x = 2arctg t; t 2 [0; 1]j se diferenţiaz¼a
dx =

2

1 + t2
dt

Se menţioneaz¼a c¼a x 2
�
0; �2

�
) tg x2 2 [0; 1] :

Se înlocuieşte) F (t;ec) = R 1

3 + 5
1� t2
1 + t2

2

1 + t2
dt =

R 1

4� t2dt = �
R 1

t2 � 4dt =

= � 1

2 � 2 ln
2� t
2 + t

+ ec, 8t 2 [0; 1] ;8ec 2 R.
Se revine la substituţie) F (x; c) = �1

4
ln
2� tg x2
2 + tg x2

+ c, 8x 2
�
0; �2

�
;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I =
�
0; �2

�
, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta

c 2 R.
b)
R 1

3 + 2 sinx
dx; x 2 R-A se vedea Curs:

c)
R sin2 x

cos2 x+ 2 sin2 x
dx; x 2 R

Rezolvare. etapa 1.f : R! R; f (x) =
sin2 x

cos2 x+ 2 sin2 x
=

sin2 x

1 + sin2 x
:

f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R:

etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a R (y1; y2) =
y22

1 + y22
:

modul 1: Cu schimbarea de variabil¼a de integrare:

8><>:
tg x2 = t; t 2 Jj se inverseaz¼a
x = 2arctg t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

2

1 + t2
dt

Nu, deoarece este mult calcul.

modul 2: Deoarece R (� cosx;� sinx) = (� sinx)2

(� cosx)2 + 2 (� sinx)2
= R (cosx; sinx)

sau, deoarece
R sin2 x

cos2 x+ 2 sin2 x
dx

formal
=

R tg2 x

1 + 2 tg2 x
dx)

se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8><>:
tg x = v; v 2 Jj se inverseaz¼a
x = arctg v; v 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

1

1 + v2
dv

Se înlocuieşte)

F (v;ec) = R v2

1 + v2

1

1 + v2
+ 2

v2

1 + v2

1

1 + v2
dv =

R v2

(1 + 2v2) (1 + v2)
dv =

R 1

v2 + 1
dv�

R 1

2v2 + 1
dv =

=
R 1

v2 + 1
dt� 1

2

R 1

v2 +
�
1p
2

�2dv = arctg v � 1
2

p
2 arctg v

p
2 + ec, 8v 2 R;8ec 2 R.

Se revine la substituţie)
F (x; c) = x� 1

2

p
2 arctg

�p
2 tg x

�
+ c;8x 2 R;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
d)
R 1

sinx cos2 x
dx; x 2

�
0; �2

�
:
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Rezolvare. etapa 1. f :
�
0; �2

�
! R; f (x) =

1

sinx cos2 x
:

f este continu¼a pe
�
0; �2

�
) f admite primitive pe

�
0; �2

�
:

etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a R (y1; y2) =
1

y21 � y2
:

modul 1: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8><>:
tg x2 = t; t 2 ]0; 1[j se inverseaz¼a
x = 2arctg t; t 2 ]0; 1[j se diferenţiaz¼a
dx =

2

1 + t2
dt

Se înlocuieşte) F (t;ec) = R 1

2t

1 + t2
�
�
1� t2
1 + t2

�2 2

1 + t2
dt =

R �1 + t2�2
t (1� t2)2

dt =

=
R �1

t
+

1

(t� 1)2
� 1

(t+ 1)2

�
dt = ln t+

(t� 1)�1

�1 � (t+ 1)
�1

�1 + ec;8t 2 ]0; 1[ ;8ec 2 R.
Se revine la substituţie) F (x; c) = ln

�
tg x2

�
+

��
tg x2

�
� 1
��1

�1 �
��
tg x2

�
+ 1
��1

�1 + c =

= ln
�
tg x2

�
� 2�

tg x2
�2
+ 1

+ c, 8x 2
�
0; �2

�
;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I =
�
0; �2

�
, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta

c 2 R.
modul 2: Deoarece R (cosx;� sinx) = 1

� sinx cos2 x = �R (cosx; sinx) ;

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8>><>>:
cosx = v; v 2 ]0; 1[j se inverseaz¼a
x = arccos v; v 2 ]0; 1[j se diferenţiaz¼a
dx =

�1p
1� v2

dv

Se înlocuieşte) F (v;ec) = R 1�
+
p
1� v2

�
� v2

�1p
1� v2

dv =
R �1
v2 (1� v2)dv =

=
R �

� 1
v2
� 1

2 (v + 1)
� 1

2 (1� v)

�
dv = �v

�1

�1 +
1
2 ln (v + 1) +

1
2 ln (1� v) + ec, 8v 2

]0; 1[ ;8ec 2 R.
SAU, direct, deoareceR 1

sinx cos2 x
dx =

R 1

sin2 x cos2 x
sinxdx =

R 1

(1� cos2 x) cos2 x sinxdx;

Se face schimbarea de variabil¼a de integrar·e:
�
cosx = v; v 2 ]0; 1[j se diferenţiaz¼a
� sinxdx = dv; v 2 ]0; 1[

Se înlocuieşte) F (v;ec) = R 1

(1� v2) � v2 (�1) dv =.::�
Se revine la substituţie)

F (x; c) = �cos
�1 x

�1 + 1
2 ln (cosx+ 1) +

1
2 ln (1� cosx) + c;8x 2

�
0; �2

�
;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I =
�
0; �2

�
, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta

c 2 R.
e)
R 1

(3 + cos2 x) sinx
dx; x 2

�
0; �2

�
- A se vedea Curs

f)
R
sin3 x cos2 xdx; x 2 R

Rezolvare. etapa 1.f : R! R; f (x) = sin3 x cos2 x
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f este continu¼a pe R) f admite primitive pe R
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria.

Se observ¼a c¼a f este de forma (8), cu R (y1; y2) = y21 � y32:
modul 2:

R
sin3 x cos2 xdx =

R
sin2 x cos2 x sinxdx =

R �
1� cos2 x

�
cos2 x sinxdx

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare
�
cosx = v; v 2 [�1; 1]j se diferenţiaz¼a
� sinxdx = 1dv

Se înlocuieşte) F (v;ec) = � R �1� v2� v2dv = �v3
3
+
v5

5
+ ec, 8v 2 [�1; 1] ;8ec 2 R.

Se revine la substituţie) F (x; c) = �cos
3 x

3
+
cos5 x

5
+ c, 8x 2

�
0; �2

�
;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I = R, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta c 2 R.
g)
R 1

(sinx+ cosx)2
dx; x 2

�
0; �2

�
Rezolvare. etapa 1.f :

�
0; �2

�
! R; f (x) =

1

(sinx+ cosx)2

f este continu¼a pe
�
0; �2

�
) f admite primitive pe

�
0; �2

�
etapa 2. Se determin¼a integrala, aplicând teoria. Se observ¼a c¼a R (y1; y2) =

1

(y1 + y2)
2 :

modul 1: Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8><>:
tg x2 = t; t 2 Jj se inverseaz¼a
x = 2arctg t; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

2

1 + t2
dt

Se înlocuieşte) F (t;ec) = R 1�
2t

1 + t2
+
1� t2
1 + t2

�2 2

1 + t2
dt

=
R 2

�
1 + t2

�
(2t+ 1� t2)2

dt = 2
R t2 + 1

(t2 � 2t� 1)2
dt = ::: = �2 t

t2 � 2t� 1 + ec;8t 2 ]0; 1[ ;8ec 2 R.
Se revine la substituţie) F (x; c) = �2

tg x2�
tg x2

�2 � 2 tg x2 � 1 + c;8x 2
�
0; �2

�
;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I =
�
0; �2

�
, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta

c 2 R.
modul 2: R (� cosx;� sinx) = 1

(� sinx� cosx)2
=

1

(sinx+ cosx)2
= R (cosx; sinx),

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8><>:
tg x = v; v 2 Jj se inverseaz¼a
x = arctg v; v 2 Jj se diferenţiaz¼a
dx =

1

1 + v2
dv

Se înlocuieşte) F (v;ec) = R 1�
+vp
1 + v2

+
+1p
1 + v2

�2 1

1 + v2
dv =

R 1

(v + 1)2
dv =

=
(v + 1)�1

�1 + ec, 8v 2 ]0;+1[ ;8ec 2 R.
Se revine la substituţie) F (x; c) =

(tg x+ 1)�1

�1 + c, 8x 2
�
0; �2

�
;8c 2 R

sunt toate primitivele funçtiei f pe I =
�
0; �2

�
, familia de primitive �ind indexat¼a dup¼a constanta

c 2 R.


