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SEMINAR NR. 11, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

2: Integrala Riemann (de�nit¼a, proprie) pentru f : [a; b] � R! R

De�ni̧tia 1:
R b
a f (x) dx� de�ni̧tie, notaţii, interpretare- A se vedea Curs.

T 1:Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f este monoton¼a pe [a; b] atunci f 2 R ([a; b]).
T 2:Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f este monoton¼a pe poŗtiuni pe [a; b] atunci f 2 R ([a; b]).
T 3:Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f este continu¼a pe [a; b] atunci f 2 R ([a; b]).
T 4: Fie f : [a; b]! R: Dac¼a f 2 R ([a; b]) atunci f este m¼arginit¼a pe [a; b].
T 5: (Lebesgue) Fie f : [a; b]! R: f 2 R ([a; b]),�

(i) f este m¼arginit¼a pe [a; b] ;
(ii) f este continu¼a aproape peste tot pe [a; b] :

Observa̧tia 1:
a) Dac¼a f : [a; b]! R nu este m¼arginit¼a pe [a; b] atunci f =2 R ([a; b]).

De exemplu, f : [0; 1] � R! R; f (x) =
�

1
x ; dac¼a x 2 ]0; 1]
1; dac¼a x = 0

x

y

nu este m¼arginit¼a pe [0; 1] ; deci f =2 R ([0; 1]) :
b) Exist¼a funçtii m¼arginite pe [a; b], dar care nu sunt integrabile pe [a; b] :

De exemplu, funcţia lui Dirichlet f : [0; 1] � R! R, f (x) =
�
1; dac¼a x 2 [0; 1] \Q
0; dac¼a x 2 [0; 1] nQ

este m¼arginit¼a pe [0; 1] ; dar nu este integrabil¼a Riemann pe [0; 1] : Justi�carea nu se d¼a aici.
c) Exist¼a integrabile Riemann pe [a; b], dar care nu sunt continue pe [a; b] :

De exemplu, f : [1; 3] � R! R, f (x) =
�
x; dac¼a x 2 [1; 2]
x2; dac¼a x 2 ]2; 3]

x

y

este integrabil¼a (deoarece este monoton¼a pe cele dou¼a poŗtiuni) dar nu este continu¼a în 2:
d) Exist¼a funçtii care admit primitive pe [a; b], dar care nu sunt integrabile pe [a; b] :

De exemplu, f : [0; 1] � R! R; f (x) =
�
2x cos 1

x2
+ 2

x sin
1
x2
; dac¼a x 2 ]0; 1]

0; dac¼a x = 0
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x

y

nu este m¼arginit¼a pe [0; 1] ; deci f =2 R ([0; 1]) : Dar f admite primitive pe [0; 1] ; precum funçtia

F : [0; 1] � R! R; F (x) =
�
x2 cos 1

x2
; dac¼a x 2 ]0; 1]

0; dac¼a x = 0
:

e) Exist¼a funçtii f; g care nu sunt integrabile pe [a; b] dar care au f + g; f � g integrabile pe [a; b] :
De exemplu,

f : [�1; 1] � R! R, f (x) =
�

1; dac¼a x 2 [�1; 1] \Q
�1; dac¼a x 2 [�1; 1] nQ ; g (x) =

�
�1; dac¼a x 2 [�1; 1] \Q
1; dac¼a x 2 [�1; 1] nQ

f + g : [�1; 1] � R! R, (f + g) (x) = 0:
f � g : [�1; 1] � R! R, (f � g) (x) = �1:

Observa̧tia 2: Pentru f : [a; b]! R; f 2 R ([a; b]), în ipotezele din curs, se pot utiliza urm¼atoarele
metode de calcul ale

R b
a f (x) dx

-formula Leibniz-Newton:
R b
a f (x) dx = F (b)� F (a)

not¼am
= F (x)jx=bx=a : (1)

-formula de integrare prin p¼aŗti:
R b
a u (x) v

0 (x) dx = u (x) v (x)jx=bx=a �
R b
a u

0 (x) v (x) dx: (2)

-fomule de schimbare de variabile:

8<:
x
dx
capete

-altele, printre care şi metode numerice (calculator).

Exerci̧tiul 1: S¼a se calculeze

a)
Z 1

0

x arctg xp
x2 + 1

dx;b)
Z e

1

sin (lnx)

x
dx;c)

Z �

0

x sinx

1 + cos2 x
dx;d)

Z �
p
2
2

�1

arcsinx

x2
dx;e)

Z 2

0
min

�
x;

2

1 + x2

�
dx:

Rezolvare. a)
Z 1

0

x arctg xp
x2 + 1

dx;

etapa 1. f : [0; 1]! R; f (x) =
x arctg xp
x2 + 1

:

f este bine de�nit¼a pe intervalul compact [0; 1] şi continu¼a pe [0; 1]) f 2 R ([0; 1]).
etapa 2. Calcul.
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modul 1: Se determin¼a o primitiv¼a pentru f pe [0; 1] cu teorema integr¼arii prin p¼aŗti în integrala
nede�nit¼a şi apoi se aplic¼a teorema Leibniz-Newton, ş.a.

F (x; c) =
R x arctg xp

x2 + 1
dx =

R
(arctg x)

�p
x2 + 1

�0
dx = (arctg x)

�p
x2 + 1

�
�
R
(arctg x)0

�p
x2 + 1

�
dx =

=
p
x2 + 1arctg x�

R 1

x2 + 1

p
x2 + 1dx =

p
x2 + 1arctg x�

R 1p
x2 + 1

dx =

=
p
x2 + 1arctg x�

�
ln
�
x+

p
x2 + 1

��
+ c;8x 2 [0; 1] ;8c 2 R:Z 1

0

x arctg xp
x2 + 1

dx =
�p
x2 + 1arctg x�

�
ln
�
x+

p
x2 + 1

������x=1
x=0

=

=
p
12 + 1arctg 1�ln

�
1 +

p
12 + 1

�
�
p
02 + 1arctg 0+ln

�
0 +

p
02 + 1

�
=
�
p
2

4
�ln

�
1 +

p
2
�
:

modul 2: Se aplic¼a reguli de calcul direct în integrala Riemann. Se calculeaz¼a integrala cu teorema
integr¼arii prin p¼aŗti în integrala Riemann ş.a.Z 1

0

x arctg xp
x2 + 1

dx =

Z 1

0
(arctg x)

�p
x2 + 1

�0
dx = (arctg x)

�p
x2 + 1

����x=1
x=0
�
Z 1

0
(arctg x)0

�p
x2 + 1

�
dx =

=
p
12 + 1arctg 1�

p
02 + 1arctg 0�

Z 1

0

1

x2 + 1

p
x2 + 1dx =

p
2
�

4
� 0�

Z 1

0

1p
x2 + 1

dx =

=
�
p
2

4
�
�
ln
�
x+

p
x2 + 1

�����x=1
x=0

=
�
p
2

4
� ln

�
1 +

p
2
�
+ 0 =

�
p
2

4
� ln

�
1 +

p
2
�
:

b)
Z e

1

sin (lnx)

x
dx;

etapa 1.f : [1; e]! R; f (x) =
sin (lnx)

x
:

f este bine de�nit¼a pe intervalul compact [1; e] şi continu¼a pe [1; e]) f 2 R ([1; e]).
etapa 2. Calcul.

modul 1: �Se determin¼a o primitiv¼a pentru f pe [1; e] ; F (x; c) =
R sin (lnx)

x
dx:

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare în integrala nede�nit¼a�
lnx = t ; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
1
xdx = dt

Se înlocuieşte)
R
sin tdt = � cos t+ c;8t 2 J;8c 2 R:

Se revine la substituţie)
R sin (lnx)

x
dx = � cos (lnx) + c;8x 2 [1; e] ;8c 2 R:

�Se aplic¼a teorema Leibniz-NewtonZ e

1

sin (lnx)

x
dx = (� cos (lnx))jx=ex=1 = � cos (ln e) + cos (ln 1) = � cos 1 + cos 0 = � cos 1 + 1:

modul 2: Se aplic¼a reguli de calcul direct în integrala Riemann. Se calculeaz¼a integrala cu teorema
schimb¼arii de variabil¼a în integrala Riemann ş.a.

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare în integrala de�nit¼a
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8>><>>:
lnx = t ; t 2 Jj se diferenţiaz¼a
1
xdx = dt

capete:
�
x = 1) t = ln 1 = 0
x = e) t = ln e = 1Z e

1

sin (lnx)

x
dx =

R 1
0 sin tdt = (� cos t)jt=1t=0 = � cos 1 + cos 0 = � cos 1 + 1:

c)
Z �

0

x sinx

1 + cos2 x
dx;

etapa 1.f : [0; �]! R; f (x) =
x sinx

1 + cos2 x
:

f este bine de�nit¼a pe intervalul compact [0; �] şi continu¼a pe [0; �]) f 2 R ([0; �]).
etapa 2. Calcul
modul 1: f este continu¼a pe [0; �]) f admite primitive pe [0; �] :

Funçtia f nu este raţional¼a în cosx; sinx, deoarece apare şi x liber. Atunci nu se pot aplica
substituţiile din seminarul anterior, pentru a determina o primitiv¼a (f admite primitive pe [0; �],
deoarece f este continu¼a pe [0; �], dar aceste primitive nu pot � exprimate cu funçtii elementare):
modul 2: Se aplic¼a alte reguli de calcul în integrala Riemann. Se face schimbarea de variabil¼a de
integrare în integrala de�nit¼a8>><>>:

x = � � t ; j se diferenţiaz¼a
dx = �dt

capete:
�
x = 0) t = �
x = � ) t = 0

Se înlocuieşte) I =
Z �

0

x sinx

1 + cos2 x
dx

I e numar
=

Z 0

�

(� � t) sin (� � t)
1 + cos2 (� � t) (�dt) =

=

Z �

0

� sin (� � t)
1 + cos2 (� � t)dt�

Z �

0

t sin (� � t)
1 + cos2 (� � t)dt ln t =

Z �

0

� sin t

1 + cos2 t
dt�

Z �

0

t sin t

1 + cos2 t
dt =

= �

Z �

0

(cos t)0

1 + cos2 t
dt� I )

I = �

2
arctg (cos t)jt=�t=0 =

�

2
(arctg (cos�)� arctg (cos 0)) = �

2
(arctg (�1)� arctg (1)) = �2

4
:

Se menţioneaz¼a c¼a
sin (� � t) = sin�|{z}

=0

cos t� cos�| {z }
=:1

sin t = sin t şi cos (� � t) = cos�| {z }
=�1

cos t+ sin�|{z}
=:0

sin t = � cos t:

Se menţioneaz¼a şi c¼a
Z �

0

x sinx

1 + cos2 x
dx =

Z �

0

t sin t

1 + cos2 t
dt:

Exerci̧tiul 2: Utilizând teorema lui Lebesgue, s¼a se studieze care dintre urm¼atoarele funçtii sunt
integrabile Riemann
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a) f : [0; 2]! R; f (x) =

8<:
2; dac¼a x = 0
ex; dac¼a 0 < x < 1
x� 1; dac¼a 1 � x � 2

(în acest caz s¼a se calculeze
Z 2

0
f (x) dx);

b) f : [0; 2]! R; f (x) =
�
x3; dac¼a 0 � x < 1
x2; dac¼a 1 � x � 2

(în acest caz s¼a se calculeze
Z 2

0
f (x) dx);

c) f : [1; 3]! R; f (x) =
�
1; dac¼a 0 � x < 2
2; dac¼a 2 < x � 3

(în acest caz s¼a se calculeze
Z 3

1
f (x) dx);

d) f : [�1; 1]! R; f (x) =
�

ex+1; dac¼a � 1 � x � 0
1 + x2; dac¼a 0 < x � 1

(în acest caz s¼a se calculeze
Z 1

�1
f (x) dx):

Rezolvare.a) f : [0; 2]! R; f (x) =

8<:
2; dac¼a x = 0
ex; dac¼a 0 < x < 1
x� 1; dac¼a 1 � x � 2

Din gra�c, se observ¼a c¼a
�f este m¼arginit¼a pe [0; 2] ; deoarece

0 � f (x) < e;8x 2 [0; 2]
�f este continu¼a a.p.t. pe [0; 2] ; deoarece

x1 = 0; x2 = 1 sunt punctele de discontinuitate
Atunci, conform Teoremei lui Lebesgue) f 2 R ([0; 2]) : Mai mult,Z 2

0
f (x) dx =

Z 1

0
exdx+

Z 2

1
(x� 1) dx = (ex)jx!1x!0 +

�
x2

2
� x

�����x=2
x=1

= e� 1
2
:

T 6:Fie f; g : [a; b]! R. Dac¼a f; g 2 R ([a; b]) şi

f (x) � g (x) ;8x 2 [a; b] ; atunci
Z b

a
f (x) dx �

Z b

a
g (x) dx:

C 1:Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f 2 R ([a; b]) şi

f (x) � 0;8x 2 [a; b] ; atunci
Z b

a
f (x) dx � 0:

C 2:Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f 2 R ([a; b]) atunci jf j 2 R ([a; b]) şi����Z b

a
f (x) dx

���� � Z b

a
jf (x)j dx:

C 3:(Teorema 1 de medie) Fie f : [a; b]! R: Dac¼a f 2 R ([a; b]) şi

m � f (x) �M;8x 2 [a; b], atunci m (b� a) �
Z b

a
f (x) dx �M (b� a) :
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Exerci̧tiul 3: F¼ar¼a a calcula integralele, s¼a se arate c¼a:

a)
p
10 �

Z �3

�4

p
x2 + 1dx �

p
17;b) 0 �

Z 0

� 1
2

x ln
�
1� x2

�
dx � 1

4 ln
4
3 ;

c) 1
3 �

Z 7

4

x� 3
x+ 5

dx � 1;d)
Z �

2

0
e� sinxdx � �

2 :

Rezolvare.a) Fie f : [�4; 3]! R; f (x) =
p
x2 + 1: Deoarece

9f 0 : [�4;�3]! R; f 0 (x) =
xp
x2 + 1

şi f 0 (x) < 0;8x 2 [�4;�3])
�tabel, m; M sau
�f este strict descresc¼atoare pe [�4;�3] şi

f (�3) � f (x) � f (�4) ;8x 2 [�4;�3])
p
10 �

p
x2 + 1 �

p
17;8x 2 [�4;�3] C3)

p
10 �

Z �3

�4

p
x2 + 1dx �

p
17:

b) Fie f :
�
�1
2 ; 0
�
! R; f (x) = x ln

�
1� x2

�
: Deoarece

9f 0 :
�
�1
2 ; 0
�
! R; f 0 (x) = ln

�
1� x2

�
+ x

�2x
1� x2 şi f

0 (x) < 0;8x 2
�
�1
2 ; 0
�
)

�tabel, m; M sau
�f este strict descresc¼atoare pe

�
�1
2 ; 0
�
şi

f (0) � f (x) � f
�
�1
2

�
;8x 2

�
�1
2 ; 0
�
)

0 � x ln
�
1� x2

�
� �1

2 ln
3
4 ;8x 2

�
�1
2 ; 0
� C3) 0 �

Z 0

� 1
2

x ln
�
1� x2

�
dx � 1

4 ln
4
3 :

Exerci̧tiul 4: F¼ar¼a a calcula integralele, s¼a se compare:

a)
Z 2

1
ln (1 + x) dx şi

Z 2

1

x

x+ 1
dx; b)

Z 10

2
x arctg xdx şi

Z 10

2
ln
�
1 + x2

�
dx:

Rezolvare.a) Fie f : ]�1;+1[! R; f (x) = ln (1 + x)� x

x+ 1
: Deoarece

9f 0 : ]�1;+1[! R; f 0 (x) =
x

(x+ 1)2
şi f 0 (x) > 0;8x 2 ]�1;+1[)

�tabel sau
�f este strict cresc¼atoare pe ]�1;+1[ şi

f (0) � f (x) ;8x 2 ]�1;+1[)
x

x+ 1
� ln (1 + x) ;8x 2 [1; 2] � ]�1;+1[ T1)

Z 2

1

x

x+ 1
dx �

Z 2

1
ln (1 + x) dx:

b) Fie f : R! R; f (x) = x arctg x� ln
�
1 + x2

�
: Deoarece

9f 0 : R! R; f 0 (x) = arctg x� x

1 + x2
, 9f 00 : R! R; f 00 (x) =

2x2

(1 + x2)2
şi

f 00 (x) > 0;8x 2 R)
�tabel, m; M sau
�f 0 este strict cresc¼atoare pe R şi

f 0 (0) � f 0 (x) ;8x 2 R) 0 � f 0 (x) ;8x 2 R)
f este strict cresc¼atoare pe R şi

f (0) � f (x) ;8x 2 R)

ln
�
1 + x2

�
� x arctg x;8x 2 [2; 10] � R T1)

Z 10

2
ln
�
1 + x2

�
dx �

Z 10

2
x arctg xdx:

Def. pentru integrale cu limite variabile de integrare-A se vedea Curs.
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F : [a; b]! R; F (x) =
Z x

a
f (t) dt

T 7: Dac¼a f 2 R ([a; b]) atunci F este continu¼a pe [a; b] :
T 8:Fie f : [a; b]! R. Dac¼a f 2 R ([a; b]) şi f este continu¼a în x0 2 [a; b] ; atunci F este derivabil¼a
în x0 şi

F 0 (x0) = f (x0) :
C 4: Fie f : [a; b] ! R: Dac¼a f este continu¼a pe [a; b] atunci f admite primitive pe [a; b] şi o
primitiv¼a este

F : [a; b]! R; F (x) =
Z x

a
f (t) dt:

Exerci̧tiul 5: Determinaţi punctele de extrem local pentru

F : R! R; F (x) =
Z x

0
et
2 �
t2 � 2

�
dt:

Rezolvare. Conform C4) F este o primitiv¼a pentru funçtia continu¼a
f : R! R; f (x) = ex2

�
x2 � 2

�
;

adic¼a F este derivabil¼a pe R şi F 0 (x) = f (x) ;8x 2 R: Atunci
x �1 �

p
2

p
2 +1

F 0 (x) + + ++ 0 ��� 0 + ++ +

F (x) % %%% &&& %%% %

Deci �
p
2 este punct de maxim local pentru f; cu F

�
�
p
2
�
=

Z �
p
2

0
et
2 �
t2 � 2

�
dt;

iar
p
2 este punct de minim local pentru f; cu F

�p
2
�
=

Z p
2

0
et
2 �
t2 � 2

�
dt:

Valorile de maxim şi de minim se determin¼a cu metode numerice.

Exerci̧tiul 6 S¼a se studieze dac¼a

G : R! R; G (x) =
Z x3

0
et
2
dt

este derivabil¼a pe R şi, dac¼a da, s¼a se determine derivata.

Rezilvare.Conform C4) F : R! R; F (x) =
Z x

0
et
2
dt

este o primitiv¼a pentru funçtia continu¼a f : R! R; f (x) = ex2 ;
adic¼a F este derivabil¼a pe R şi F 0 (x) = f (x) ;8x 2 R: Mai mult,

G (x) = F
�
x3
�
� F (0) ;8x 2 R) G este derivabil¼a pe R şi

G0 (x) = F 0
�
x3
�
� 3x2 � 0;8x 2 R)G0 (x) = f

�
x3
�
� 3x2 � 0;8x 2 R)

G0 (x) = ex
6 � 3x2 � 0;8x 2 R:

Exerci̧tiul 7: S¼a se arate c¼a lim
x!�

Z sinx

0
et
2
dtZ tg x

0
et2dt

= �1:

Rezolvare. Conform C4) F : R! R; F (x) =
Z x

0
et
2
dt

este o primitiv¼a pentru funçtia continu¼a f : R! R; f (x) = ex2 ;
adic¼a F este derivabil¼a pe R şi F 0 (x) = f (x) ;8x 2 R:

Fie G : R! R; G (x) =
Z sinx

0
et
2
dt şi H : R! R;H (x) =

Z tg x

0
et
2
dt: Mai mult,
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G (x) = F (sinx)� F (0) ;8x 2 I
H (x) = F (tg x)� F (0) ;8x 2 I

�
) G;H sunt derivabile pe R şi

G0 (x) = (F 0 (sinx)) � cosx� 0;8x 2 I
H 0 (x) = (F 0 (tg x)) � 1

cos2 x
� 0;8x 2 I

�
)

lim
x!�

G0 (x)

H 0 (x)
= lim
x!�

(f (sinx)) � cosx
(f (tg x)) � 1

cos2 x

= lim
x!�

esin
2 x � cosx

etg
2 x � 1

cos2 x

= �1) lim
x!�

Z sinx

0
et
2
dtZ tg x

0
et2dt

= �1:

Exerci̧tiul 8: Fie f : [0;+1[! R o funçtie continu¼a. S¼a se studieze continuitatea şi derivabilitatea
funçtiei

F : ]0;+1[! R; F (x) =
Z x

1
x

f (t) dt.

Aplica̧tii ale integralei de�nite- A se vedea Curs


