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SEMINAR NR. 1, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

CALCUL DIFERENŢIAL
1:Muļtimile R, R�A se vedea Curs

1:3: Şiruri de numere reale

De recapitulat Capitolul "Şiruri de numere reale" din liceu.
Peste tot în aceast¼a seçtiune �e m 2 N un num¼ar natural �xat şi Nm = fm;m+ 1; :::; n; :::g

(N0 = N şi N1 = N�):
Noţiuni teoretice despre şir, mulţimea termenilor unui şir, şiruri monotone, inf

n2Nm
xn; sup

n2Nm
xn;

min
n2Nm

xn; max
n2Nm

xn; şiruri m¼arginite- A se vedea Curs:

Exemplul 1. a) Fie şirul constant xn = 3;8n 2 N�: Şirul se poate descrie:
(xn)n2N� : 3|{z}

x1

; 3|{z}
x2

; 3|{z}
x3

; 3|{z}
x4

; :::; 3|{z}
xn

; :::

Are muļtimea termenilor A = f3g ; care este muļtime �nit¼a şi m¼arginit¼a. Şirul (xn)n2N� este şir
m¼arginit.
b) Fie şirul neconstant xn = (�1)n+1 ;8n 2 N�: Şirul se poate descrie:

(xn)n2N� : 1|{z}
x1

; �1|{z}
x2

; 1|{z}
x3

; �1|{z}
x4

; :::; (�1)n+1| {z }
xn

; :::

Are muļtimea termenilor A = f�1; 1g ; care este muļtime �nit¼a şi m¼arginit¼a. Şirul (xn)n2N� este
şir m¼arginit.
c) xn = n2;8n 2 N�.
Şirul se poate descrie:

(xn)n2N� : 1
2|{z}
x1

; 22|{z}
x2

; 32|{z}
x3

; 42|{z}
x4

; :::; n2|{z}
xn

; :::

Are muļtimea termenilor A =
�
1; 4; 9; :::; n2; :::

	
; care este muļtime in�nit¼a şi nem¼arginit¼a (este

m¼arginit¼a inferior de 1, dar este nem¼arginit¼a superior). Şirul (xn)n2N� este şir nem¼arginit.

Exerci̧tiul 1: S¼a se determine minoranţii, majoranţii, inf A, supA, minA, maxA, m¼arginirea
pentru A � R dat¼a prin A = fxn;n 2 Nmg, unde:
a) xn =

1

n
;8n 2 N�� A se vedea Curs;

b) xn =
(�1)n

n
;8n 2 N�� A se vedea Curs;

c) xn =
n+ 1

n
;8n 2 N�;d) xn =

n

2n� 5 ;8n 2 N
�;e) xn = (�1)n

n+ 1

n
;8n 2 N�;

f) xn = (�1)n
n� 1
n+ 1

;8n 2 N;g) xn = n2(�1)
n

;8n 2 N;h) xn =
n2

n+ 1
;8n 2 N;

i) xn =

8><>:
cos

1

n
; n par

sin
1

n
; n impar

;8n 2 N�:

S¼a se utilizeze notaţiile inf
n2Nm

xn, sup
n2Nm

xn, min
n2Nm

xn, max
n2Nm

xn.
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(studiul inf; sup cu "- NU)

Rezolvare. c) xn =
n+ 1

n
;8n 2 N�: Şirul se poate descrie:

(xn)n2N� :
2

1|{z}
x1

;
3

2|{z}
x2

;
4

3|{z}
x3

;
5

4|{z}
x4

; :::;
n+ 1

n| {z }
xn

; :::

Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�
n+ 1

n
;n 2 N�

�
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.

Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :

xn+1 � xn =
n+ 2

n+ 1
� n+ 1

n
= � 1

n(n+ 1)
< 0;8n 2 N� )

(xn)n2N� este şir monoton strict descresc¼ator)
x1 =

2
1 > x2 =

3
2 > x3 =

4
3 > :::: > xn =

n+1
n > ::: > 1:

A� = ]�1; 1] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� = [2;+1[ este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:
inf A

se noteaz¼a
= inf

n2N�
xn = 1 prin "densitate".

Cum 1 =2 A (1 nu este termen al şirului)) @minA se noteaz¼a
= min

n2N�
xn:

supA
se noteaz¼a
= sup

n2N�
xn = 2 prin "atingere".

Cum 2 2 A (2 este termen al şirului, x1 = 2)) maxA
se noteaz¼a
= max

n2N�
xn = 2:

Şirul (xn)n2N� este şir m¼arginit, deoarece
1 � xn � 2;8n 2 N�:

De menţionat c¼a A este muļtime in�nit¼a (num¼arabil¼a) şi m¼arginit¼a.

d) xn =
n

2n� 5 ;8n 2 N
�: Şirul se poate descrie:

(xn)n2N� :
1

�3|{z}
x1

;
2

�1|{z}
x2

;
3

1|{z}
x3

;
4

3|{z}
x4

; :::;
n

2n� 5| {z }
xn

; :::

Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�

n

2n� 5;n 2 N
�
�
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.

Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :

xn+1 � xn =
n+ 1

2n� 3 �
n

2n� 5 =
�5

(2n� 3) (2n� 5) < 0;8n 2 N3 )

(xn)n2N� este şir monoton strict descresc¼ator de la termenul de rang 3 încolo)
x1 =

1
�3 ;x2 =

2
�1 ;

x3 =
3
1 > x4 =

4
3 :::: > xn =

n
2n�5 > ::: >

1
2 :

A� = ]�1;�2] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� = [3;+1[ este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:
inf A

se noteaz¼a
= inf

n2N�
xn = �2 "prin atingere".
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Cum �2 2 A (�2 este termen al şirului, x2 = �2)) minA
se noteaz¼a
= min

n2N�
xn = �2:

supA
se noteaz¼a
= sup

n2N�
xn = 3 "prin atingere".

Cum 3 2 A (3 este termen al şirului, x3 = 3)) maxA
se noteaz¼a
= max

n2N�
xn = 3:

Şirul (xn)n2N� este şir m¼arginit, deoarece
�2 � xn � 3;8n 2 N�:

De menţionat c¼a A este muļtime in�nit¼a (num¼arabil¼a) şi m¼arginit¼a.

e) xn = (�1)n
n+ 1

n
;8n 2 N�; Deoarece N� = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

8><>:
n+ 1

n
; dac¼a n = 2k; k 2 N�

�n+ 1
n

; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�
(�1)n n+ 1

n
;n 2 N�

�
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.

Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :

(x2k)k2N� : x2k+2 � x2k =
2k + 3

2k + 2
� 2k + 1

2k
= � 2

2k(2k + 2)
< 0;8k 2 N� )

(x2k)k2N� este subşir monoton strict descresc¼ator)
x2 =

3
2 > x4 =

5
4 > :::: > x2k =

2k+1
2k > ::: > 1:

(x2k+1)k2N : x2k+3 � x2k+1 = �
2k + 4

2k + 3
+
2k + 2

2k + 1
=

2

(2k + 1) (2k + 3)
> 0;8k 2 N)

(x2k+1)k2N este subşir monoton strict cresc¼ator)
x1 =

�2
1 < x3 =

�4
3 < :::: < x2k+1 =

�2k�2
2k+1 < ::: < �1:

Deci
x1 =

�2
1 < x3 =

�4
3 < :::: < x2k+1 =

�2k�2
2k+1 < ::: < �1 <

< 1 < ::: < x2k =
2k+2
2k < ::: < x4 =

5
4 < x2 =

3
2 :

Şirul (xn)n2N� nu este monoton pe ansamblu, este monoton doar pe subşiruri.
A� = ]�1;�2] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� =

�
3
2 ;+1

�
este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:

inf A = inf
n2N�

xn = �2 "prin atingere".
Cum �2 2 A (�2 este termen al şirului, x1 = �2)) minA = min

n2N�
xn = �2:

supA = sup
n2N�

xn =
3
2 "prin atingere".

Cum 3
2 2 A (

3
2 este termen al şirului, x2 =

3
2)) maxA = max

n2N�
xn =

3
2 :

Şirul (xn)n2N� este şir m¼arginit, deoarece
�2 � xn � 3

2 ;8n 2 N
�:

De menţionat c¼a A este muļtime in�nit¼a (num¼arabil¼a) şi m¼arginit¼a.

f) xn = (�1)n
n� 1
n+ 1

;8n 2 N; Deoarece N = f2k; k 2 Ng [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

8><>:
n� 1
n+ 1

, dac¼a n = 2k; k 2 N

�n� 1
n+ 1

, dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�
(�1)n n� 1

n+ 1
;n 2 N

�
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.
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Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N :

(x2k)k2N : x2k+2 � x2k =
2k + 1

2k + 3
� 2k � 1
2k + 1

=
4

(2k + 1) (2k + 3)
> 0;8k 2 N)

(x2k)k2N este subşir monoton strict cresc¼ator)

x0 = �1 < x2 = 1
3 < x4 =

3
5 < ::: < x2k =

2k � 1
2k + 1

< ::: < 1:

(x2k+1)k2N : x2k+3 � x2k+1 = �
2k + 2

2k + 4
+

2k

2k + 2
=

�4
(2k + 2) (2k + 4)

< 0;8k 2 N)

(x2k+1)k2N este subşir monoton strict descresc¼ator)

x1 = 0 > x3 = �1
2 > :::: > x2k+1 = �

2k

2k + 2
> ::: > �1:

Deci x0 = �1 < ::: < x2k+1 = �
2k

2k + 2
< ::: < x3 = �1

2 < x1 = 0 < x2 =
1
3 < x4 =

3
5 < ::: < x2k =

2k � 1
2k + 1

< ::: < 1: Şirul (xn)n2N nu este monoton.

A� = ]�1;�1] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� = [1;+1[ este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:
inf A = inf

n2N
xn = �1 "prin densitate" sau "prin atingere".

Cum �1 2 A (�1 este termen al şirului, x0 = �1)) minA = min
n2N

xn = �1:
supA = sup

n2N
xn = 1 "prin densitate".

Cum 1 =2 A (1 nu este termen al şirului)) @maxA = max
n2N

xn:

Şirul (xn)n2N este şir m¼arginit, deoarece
�1 � xn < 1;8n 2 N:

g) xn = n2(�1)
n
;8n 2 N: Deoarece N = f2k; k 2 Ng [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

(
n2; dac¼a n = 2k; k 2 N
1

n2
; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
n
n2(�1)

n
;n 2 N

o
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.

Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N :
(x2k)k2N : x2k+2 � x2k = (2k + 2)

2 � (2k)2 = 8k + 4 > 0;8k 2 N)
(x2k)k2N este subşir monoton strict cresc¼ator)
x0 = 0 < x2 = 2

2 < x4 = 4
2 < ::: < x2k = (2k)

2 < :::+1:

(x2k+1)k2N : x2k+3 � x2k+1 =
1

(2k + 3)2
� 1

(2k + 1)2
=

�8 (k + 1)
(2k + 1)2 (2k + 3)2

< 0;8k 2 N)

(x2k+1)k2N este subşir monoton strict descresc¼ator)
x1 = 1 > x3 =

1
9 > :::: > x2k+1 =

1
(2k+1)2

> ::: > 0:

Deci x0 = 0 < ::: < x2k+1 =
1

(2k+1)2
< ::: < x3 =

1
9 < x1 = 1 < x2 = 4 < x4 = 16::: < x2k =

(2k)2 < ::: < +1: Şirul (xn)n2N nu este monoton.
A� = ]�1; 0] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� = ; este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A în R:
inf A = inf

n2N
xn = 0 "prin densitate" sau sau "prin atingere".

Cum 0 2 A (0 este termen al şirului, x0 = 0)) minA = min
n2N

xn = 0:

supA = sup
n2N

xn = +1 deoarece
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(i)-(ii) 8� > 0;9n� 2 N : xn" > �.:

"prin densitate": Într-adev¼ar, �e 8� > 0: Se caut¼a n� 2 N : xn" > �.
-Se caut¼a n� 2 f2k; k 2 Ng astfel încât
(2k�)

2 > �, 2k� 2 ]�1;�
p
�[ [ ]

p
�;+1[ :

Conform Propriet¼aţii lui Arhimede, se poate alege m¼acar acel n� = [
p
�]+1 sau n" = [

p
�]+2

care s¼a �e par.

-Se caut¼a n� 2 f2k + 1; k 2 Ng astfel încât
1

(2k+1)2
> � , (2k + 1)2 < 1

� , 2k� + 1 2
i
� 1p

�
; 1p

�

h
: Dac¼a � > 0 este mare, spre +1; nu

g¼asim nici un n� cu propriet¼aţile cerute (Nu se g¼aseşte un n� impar astfel încât n� < 1p
�
,

s-ar contrazice Proprietatea lui Arhimede): Şi din reprezentarea pe ax¼a se observ¼a c¼a se poate
"apropia" de +1 cu termeni de pe ramura x2k:

@maxA = max
n2N

xn:

Şirul (xn)n2N este nem¼arginit (este m¼arginit inferior şi nem¼arginit superior)
0 � xn < +1;8n 2 N:

De menţionat c¼a A este muļtime in�nit¼a (num¼arabil¼a) şi nem¼arginit¼a.

i) xn =

8><>:
cos

1

n
; dac¼a n par

sin
1

n
; dac¼a n impar

;8n 2 N�;

Deoarece N� = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

8><>:
cos

1

n
; dac¼a n = 2k; k 2 N�

sin
1

n
; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N:

Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A = fxn;n 2 N�g, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.
Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :

(x2k)k2N : x2k+2 � x2k = cos 1
2k+2 � cos

1
2k > 0;8k 2 N

�;

deoarece funçtia f (x) = cosx este monoton strict descresc¼atoare pe intervalul
�
0; �2

�
, deci

şi pe ]0; 1[)
(x2k)k2N� este subşir monoton strict cresc¼ator)
x2 = cos

1
2 < x4 = cos

1
4 < ::: < x2k = cos

1
2k < ::: < 1:

(x2k+1)k2N : x2k+3 � x2k+1 = sin 1
2k+3 � sin

1
2k+3 < 0;8k 2 N,

deoarece funçtia g (x) = sinx este monoton strict cresc¼atoare pe intervalul
�
0; �2

�
, deci şi

pe ]0; 1[)
(x2k+1)k2N este subşir monoton strict descresc¼ator)
x1 = sin 1 > x3 = sin

1
3 > :::: > x2k+1 = sin

1
2k+1 > ::: > 0:

Şirul (xn)n2N� nu este monoton.

A� = ]�1; 0] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� = [1;+1[ este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:
inf A = inf

n2N�
xn = 0 "prin densitate".

Cum 0 =2 A (0 nu este termen al şirului)) @minA = min
n2N�

xn:
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supA = sup
n2N�

xn = 1 "prin densitate".

Cum 1 =2 A (1 nu este termen al şirului)) @maxA = max
n2N�

xn:

Şirul (xn)n2N este şir m¼arginit, deoarece
0 < xn < 1;8n 2 N�:

Observa̧tia 6. Un şir de numere reale (xn)n2Nm este şir m¼arginit,
9M > 0 astfel încât jxnj < M;8n 2 Nm:

(toţi termenii şirului sunt într-o sfer¼a deschis¼a de centru 0 şi raz¼a M):
Exerci̧tiul 2. S¼a se studieze m¼arginirea şirului
a) xn = 1

nn cos
n!�
2 ;8n 2 N

�:
Rezolvare. Deoarece 9M = 2 > 0 astfel încât

jxnj =
�� 1
nn cos

n!�
2

�� = �� 1nn �� � ��cos n!�2 �� � 1
nn � 1 � 1 � 1 < 2;8n 2 N

� )
şirul (xn)n2N� este m¼arginit.

Noţiuni teoretice despre limita unui şir, şiruri convergente, puncte limit¼a- A se vedea Curs:

Exerci̧tiul 3. S¼a se studieze monotonia, inf
n2Nm

xn; sup
n2Nm

xn; min
n2Nm

xn; max
n2Nm

xn, m¼arginirea, conver-

genţa în R pentru urm¼atoarele şiruri şi, conform de�ni̧tiei limitei, s¼a se arate c¼a:

a) xn =
1� n
1 + n

;8n 2 N�; lim
n!1

xn = �1;b) xn =
n

1 + n2
;8n 2 N; lim

n!1
xn = 0;

c) xn =
1 + (�1)n

n+ (�1)n ;8n 2 N
�; lim
n!1

xn = 0;d) xn =
n+ (�1)n

2 + (�1)n ;8n 2 N; limn!1
xn = +1;

e) xn =
n+ 1

2n� 1 ;8n 2 N
�; lim
n!1

xn =
1

2
;f) xn =

(�1)n n
n2 + (�1)n ;8n 2 N2; limn!1

xn = 0;

g) xn =
n2

1 + n
;8n 2 N; lim

n!1
xn = +1;h) xn = �5n2 + 3;8n 2 N; lim

n!1
xn = �1.

(studiul lim cu "- NU)

Rezolvare. a) xn =
1� n
1 + n

;8n 2 N�.

�Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�
1� n
1 + n

;n 2 N�
�
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.

�Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :
xn+1 � xn =

�n
2 + n

� 1� n
1 + n

=
�2

(n+ 1) (n+ 2)
< 0;8n 2 N� )

(xn)n2N� este şir monoton strict descresc¼ator)
x1 = 0 > x2 =

�1
3 > ::: > xn =

1�n
1+n > ::: > �1:

�A� = ]�1;�1] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� = [0;+1[ este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:
� inf A = inf

n2N�
xn = �1.

Cum �1 =2 A (�1 nu este termen al şirului)) @minA = min
n2N�

xn:

supA = sup
n2N�

xn = 0.

Cum 0 2 A (0 este termen al şirului, x1 = 0)) 9maxA = max
n2N�

xn = 0:

�Şirul (xn)n2N� este şir m¼arginit, deoarece
�1 < xn � 0;8n 2 N�:
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�Deoarece şirul este monoton şi m¼arginit) şirul este convergent.
�Convergenţa se poate stabili şi ar¼atând cu teorema de caracterizare c¼a

lim
n!1

xn = �1 2 R, 8" > 0;9n" 2 N� astfel încât 8n 2 N�; n � n" s¼a rezulte jxn � (�1)j < ":
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N� astfel încât 8n 2 N�; n � n" s¼a rezulte

jxn � (�1)j =
���1�n1+n + 1

��� = 2
1+n <

2
n < ", n > 2

" :

Se alege drept n" cel mai mic num¼ar din N� cu proprietatea anterioar¼a, adic¼a n" =
�
2
"

�
+1:q.e.d.

c) xn =
1 + (�1)n

n+ (�1)n ;8n 2 N
�: Deoarece N = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

8<:
2

n+ 1
; dac¼a n = 2k; k 2 N�

0; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

�Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�
1 + (�1)n

n+ (�1)n ; n 2 N
�
�
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.

�Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :
(x2k)k2N� : x2k+2 � x2k =

2

2k + 3
� 2

2k + 1
=

�4
(2k + 1) (2k + 3)

< 0;8k 2 N� )

(x2k)k2N� este subşir monoton strict descresc¼ator)
x2 =

2
3 > x4 =

2
5 > ::: > x2k =

2

2k + 1
> ::: > 0:

(x2k+1)k2N : x2k+1 = 0;8k 2 N)
(x2k+1)k2N este subşir constant)
x1 = x3 = ::: = x2k+1 = ::: = 0:

Deci x2k+1 = 0 < :::x2k =
2

2k + 1
< ::: < x4 =

2
5 < x2 =

2
3 :

Şirul (xn)n2N nu este monoton.
�A� = ]�1; 0] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� =

�
2
3 ;+1

�
este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:

� inf A = inf
n2N�

xn = 0 deoarece sau "prin densitate" sau "prin atingere".

Cum 0 2 A (0 este termen al şirului, x2k+1 = 0;8k 2 N)) minA = min
n2N�

xn = 0:

supA = sup
n2N�

xn =
2
3 "prin atingere".

Cum 2
3 2 A (

2
3 este termen al şirului, x2 =

2
3)) maxA = max

n2N�
xn =

2
3 :

�Şirul (xn)n2N� este şir m¼arginit, deoarece
0 � xn � 2

3 ;8n 2 N
�:

�Convergenţa se poate stabili ar¼atând cu teorema de caracterizare c¼a
lim
n!1

xn = 0 2 R, 8" > 0;9n" 2 N� astfel încât 8n 2 N�; n � n" s¼a rezulte jxn � 0j < ":
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N� = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng
-Se caut¼a n" 2 f2k; k 2 N�g astfel încât 8n 2 N�; n � n", n par, s¼a rezulte

jxn � 0j =
��� 2
n+1 � 0

��� = 2
n+1 <

2
n < ", n > 2

" :

Se alege drept n1" cel mai mic num¼ar din f2k; k 2 N�g cu proprietatea anterioar¼a, adic¼a n1" =�
2
"

�
+ 1 sau n1" =

�
2
"

�
+ 2 care s¼a �e par.

-Se caut¼a n" 2 f2k + 1; k 2 Ng astfel încât 8n 2 N�; n � n", n impar s¼a rezulte
jxn � 0j = j0� 0j < ",

Se alege drept n2" cel mai mic num¼ar din f2k + 1; k 2 Ng cu proprietatea anterioar¼a, adic¼a
n2" = 1.
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Atunci Se g¼aseşte n" = max
�
n1"; n

2
"

	
:

) lim
n!1

xn = 0 2 R)şirul este convergent.

d) xn =
n+ (�1)n

2 + (�1)n ;8n 2 N; limn!1
xn = +1;  lim

n!1
xn 6= 1;

Deoarece N = f2k; k 2 Ng [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

( n+ 1

3
, dac¼a n = 2k; k 2 N

n� 1, dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

�Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�
n+ (�1)n

2 + (�1)n ; n 2 N
�
�
, apoi se reprezint¼a pe ax¼a.

�Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N :

(x2k)k2N : x2k+2 � x2k =
2k + 3

3
� 2k + 1

3
=
2

3
> 0;8k 2 N)

(x2k)k2N este subşir monoton strict cresc¼ator)

x0 =
1
3 < x2 = 1 < ::: < x2k =

2k + 1

3
< ::: < +1:

(x2k+1)k2N : x2k+3 � x2k+1 = 2k + 2� 2k = 2 > 0;8k 2 N)
(x2k+1)k2N este subşir monoton strict cresc¼ator)
x1 = 0 < x3 = 2 < :::: < x2k+1 = 2k < ::: < +1:

Şirul (xn)n2N nu este monoton.
�A� = ]�1; 0] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� = ; este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:
� inf A = inf

n2N
xn = 0.

Cum 0 2 A (0 este termen al şirului, x1 = 0)) minA = min
n2N

xn = 0:

supA = sup
n2N

xn = +1.

@maxA = max
n2N

xn:

�Şirul (xn)n2N este şir nem¼arginit (este m¼arginit inferior, dar este nem¼arginit superior)
0 � xn < +1;8n 2 N:

�Ar¼at¼am c¼a lim
n!1

xn = +1, 8� > 0;9n� 2 N astfel încât 8n 2 N; n � n� s¼a rezulte xn > �:
Fie 8� > 0: Se caut¼a n� 2 N astfel încât
- 8n 2 f2k; k 2 Ng ; n � n�, s¼a rezulte n+1

3 > �; n = 2k ) n > 3�� 1:
Se alege drept n1� cel mai mic num¼ar dintre f2k; k 2 Ng cu proprietatea anterioar¼a, adic¼a n1� =

[3�� 1] + 1 sau n1" = [3�� 1] + 2 care s¼a �e par.
-8n 2 f2k + 1; k 2 Ng ; n � n�, s¼a rezulte n� 1 > �; n = 2k + 1) n > �+ 1:
Se alege drept n2� cel mai mic num¼ar dintre f2k + 1; k 2 Ng cu proprietatea anterioar¼a, adic¼a

n2� = [�� 1] + 1 sau n2" = [�� 1] + 2 care s¼a �e impar.
Atunci g¼asim n� = max

�
n1�; n

2
�

	
:

)şirul nu este convergent.

Exerci̧tiul 4. S¼a se arate c¼a şirul de�nit prin

xn =

8><>:
1

n
; dac¼a n 6= 3k
2

n
; dac¼a n = 3k

;8n 2 N�

are valori pozitive, converge la 0 în R dar nu este monoton.
Indica̧tie. Deoarece N = f3k; k 2 N�g [ f3k + 1; k 2 Ng [ f3k + 2; k 2 Ng, se expliciteaz¼a
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xn =

8>>>><>>>>:
2

n
; dac¼a n = 3k; k 2 N�
1

n
; dac¼a n = 3k + 1; k 2 N
1

n
; dac¼a n = 3k + 2; k 2 N:

Exerci̧tiul 5. S¼a se studieze monotonia, inf
n2Nm

xn, sup
n2Nm

xn, min
n2Nm

xn, max
n2Nm

xn, m¼arginirea, lim
n!1

xn,

lim
n!1

xn, lim
n!1

xn, şi s¼a se veri�ce c¼a

�1 � inf
n2Nm

xn � lim
n!1

xn � lim
n!1

xn � sup
n2Nm

xn � +1

pentru urm¼atoarele şiruri:

a) xn =
(�1)n

n
;8n 2 N�� A se vedea Curs;b) xn = (�1)n

n+ 1

n
;8n 2 N�;

c) xn = (�1)n
2n+ 1

3n
;8n 2 N�� A se vedea Curs;d) xn =

(�1)n+1

(2 + (�1)n)n ;8n 2 N
�;

e) xn =
(1 + (�1)n)n

n+ 1
;8n 2 N; f) xn =

n+ 1 + (�1)n

n (2 + (�1)n) ;8n 2 N
�;

g) xn = (1 + (�1)n)n+
1

n
;8n 2 N�� A se vedea Curs;

h) xn = (�1)n�1
�
2 +

3

n

�
;8n 2 N�; i) xn =

1

n ((�1)n n+ 2) ;8n 2 N
�:

Rezolvare. b) xn = (�1)n
n+ 1

n
;8n 2 N�;

�Deoarece N = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

8><>:
n+ 1

n
; dac¼a n = 2k; k 2 N�

�n+ 1
n

; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

La Exerci̧tiul 1; e) s-a ordonat muļtimea termenilor şirului, A =

�
(�1)n n+ 1

n
;n 2 N�

�
, şi s-a

reprezentat pe ax¼a. S-a studiat monotonia şirului.
�A� = ]�1;�2] este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:
A� =

�
3
2 ;+1

�
este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:

�Ca la Exerci̧tiul 1; e), se arat¼a c¼a
inf A = inf

n2N�
xn = �2;9minA = min

n2N�
xn = �2;

supA = sup
n2N�

xn =
3
2 ;9minA = maxn2N�

xn =
3
2 :

�Şirul (xn)n2N� este şir m¼arginit, deoarece
�2 � xn � 3

2 ;8n 2 N
�:

�Se trece la limit¼a pe subşiruri8<: lim
k!1

x2k = lim
k!1

2k+1
2k = 1;

lim
k!1

x2k+1 = lim
k!1

�
�2k+2
2k+1

�
= �1

N=f2k;k2N�g[f2k+1;k2Ng)

muļtimea punctelor limit¼a ale şirului (xn)n2N� este L
�
(xn)n2N�

�
= f�1; 1g )8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn = �1 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = 1 (cel mai mare punct limit¼a)
limitele extreme nu coincid) @ lim

n!1
xn:

�Se veri�c¼a
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inf
n2N�

xn � lim
n!1

xn � lim
n!1

xn � sup
n2N�

xn (�2 � �1 � 1 � 3
2):

i) xn =
1

n ((�1)n n+ 2) ;8n 2 N
�;

�Deoarece N = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

8><>:
1

n (n+ 2)
, dac¼a n = 2k; k 2 N�

1

n (�n+ 2) , dac¼a n = 2k + 1; k 2 N.

Se ordoneaz¼a muļtimea termenilor şirului, A =
�

1

n ((�1)n n+ 2);n 2 N
�
�
, apoi se reprezint¼a pe

ax¼a.
Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :

(x2k)k2N� : x2k+2 � x2k =
1

(2k + 2) (2k + 4)
� 1

(2k) (2k + 2)
=

=
�4

(2k) (2k + 2) (2k + 4)
< 0;8k 2 N� )

(x2k)k2N� este subşir monoton strict descresc¼ator)
x2 =

1
8 > x4 =

1
24 > ::: > x2k =

1

(2k) (2k + 2)
> ::: > 0:

(x2k+1)k2N : x2k+3 � x2k+1 = �
1

(2k + 3) (2k + 1)
+

1

(2k + 1) (2k � 1) =

=
2

(2k + 3) (2k + 1) (2k � 1) > 0;8k 2 N
� )

(x2k+1)k2N� este subşir monoton strict cresc¼ator de la x3 încolo)
x1 = 1;

x3 = �1
3 < :::: < x2k+1 = �

1

(2k + 1) (2k � 1) > ::: > 0:

Deci x3 = �1
3 < ::: < x2k+1 = � 1

(2k + 1) (2k � 1) < ::: < 0 < ::: < x2k =
1

(2k) (2k + 2)
< ::: <

x2 =
1
2 < x1 = 1: Şirul (xn)n2N nu este monoton.

A� =
�
�1;�1

3

�
este muļtimea tuturor minoranţilor muļtimii A:

A� = [1;+1[ este muļtimea tuturor majoranţilor muļtimii A:
inf A = inf

n2N�
xn = �1

3 "prin atingere". Cum �1
3 2 A (�1

3 este termen al şirului, x3 = �1
3) )

minA = min
n2N�

xn = �1
3 :

supA = sup
n2N�

xn = 1 "prin atingere". Cum 1 2 A (1 este termen al şirului, x1 = 1) ) maxA =

max
n2N�

xn = 1:

�Şirul (xn)n2N� este şir m¼arginit, deoarece
1
�3 � xn � 1;8n 2 N

�:
�Se trece la limit¼a pe subşiruri(

lim
k!1

x2k = lim
k!1

1
2k(2k+2) = 0;

lim
k!1

x2k+1 = lim
k!1

1
(2k+1)(�2k+1) = 0

)

muļtimea punctelor limit¼a ale şirului (xn)n2N� este L
�
(xn)n2N�

�
= f0g )8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn = 0 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = 0 (cel mai mare punct limit¼a)
limitele extreme coincid) 9 lim

n!1
xn = 0:
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�Se veri�c¼a
inf
n2N�

xn � lim
n!1

xn � lim
n!1

xn � sup
n2N�

xn (
1
�3 � 0 � 0 � 1):

Exerci̧tiul 6. S¼a se studieze lim
n!1

xn, lim
n!1

xn, , lim
n!1

xn pentru urm¼atoarele şiruri:

a) xn =
(1 + (�1)n)n2 + n

n+ 1
;8n 2 N;b) xn = sin n�2 ;8n 2 N;

c) xn = cos n�3 ;8n 2 N�A se vedea Curs.

Rezolvare. a) xn =
(1 + (�1)n)n2 + n

n+ 1
;8n 2 N;

�Deoarece N = f2k; k 2 Ng [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

8><>:
2n2 + n

n+ 1
, dac¼a n = 2k; k 2 N

n

n+ 1
, dac¼a n = 2k + 1; k 2 N.

�Se determin¼a8<: lim
k!1

x2k = lim
k!1

2(2k)2+2k
2k+1 = +1;

lim
k!1

x2k+1 = lim
k!1

2k
2k+1 = 1

N=f2k;k2Ng[f2k+1;k2Ng)

muļtimea punctelor limit¼a în R ale şirului (xn)n2N este L
�
(xn)n2N

�
= f+1; 1g )8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn = 1 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = +1 (cel mai mare punct limit¼a)
limitele extreme nu coincid) @ lim

n!1
xn:

b) Fie xn = sin n�2 ;8n 2 N:
�Se observ¼a c¼a

x0 = sin
0��
2 = 0;x1 = sin

1��
2 = 1;x2 = sin

2��
2 = 0;

x3 = sin
3��
2 = �1;x4 = sin 4��2 = 0; :::

Din periodicitatea cu care xn ia valori în funçtie de n )muļtimea punctelor limit¼a ale şirului
(xn)n2N este

L
�
(xn)n2N

�
= f0; 1;�1g )8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn = �1 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = 1 (cel mai mare punct limit¼a)

�Deoarece
lim
n!1

xn = �1 = 1 = lim
n!1

xn ) @ lim
n!1

xn:

Exerci̧tiul 7. S¼a se arate c¼a şirul de�nit prin

xn =

8><>:
1

n
; n par

1� 1

n
; n impar

;8n 2 N�

este m¼arginit, dar nu converge în R:

Exerci̧tiul 8. S¼a se studieze monotonia, inf
n2N3

xn, sup
n2N3

xn, min
n2N3

xn, max
n2N3

xn, m¼arginirea, lim
n!1

xn,

lim
n!1

xn, , lim
n!1

xn, şi s¼a se veri�ce c¼a

inf
n2Nm

xn � lim
n!1

xn � lim
n!1

xn � sup
n2Nm

xn

pentru
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xn =

8>>>><>>>>:
1

k
, dac¼a n = 3k; k 2 N�

1� 1

k
, dac¼a n = 3k + 1; k 2 N�

1

k
� 1, dac¼a n = 3k + 2; k 2 N�:

Exerci̧tiul 9. S¼a se studieze lim
n!1

, lim
n!1

, lim
n!1

, pentru şirurile (xn)n2Nm ,
�
n
p
xn
�
n2Nm ,

�
xn+1
xn

�
n2Nm

dac¼a:

a) xn =
(�1)n

1 + (�2)n ;8n 2 N2; b) xn =
3n + (�2)n

n
;8n 2 N2;

c) xn =
2 + (�1)n

2n+ (�1)n ;8n 2 N2; d) xn =
�
2 + (�1)n

5

�n
;8n 2 N2:

S¼a se veri�ce c¼a
0 � lim

n!1

xn+1
xn

� lim
n!1

n
p
xn � lim

n!1
n
p
xn � lim

n!1
xn+1
xn

� +1:
Rezolvare. d)

� xn =
�
2 + (�1)n

5

�n
=

� �
3
5

�n
, dac¼a n = 2k; k 2 N��

1
5

�n
, dac¼a n = 2k + 1; k 2 N�8<: lim

k!1
x2k = lim

k!1

�
3
5

�2k
= 0;

lim
k!1

x2k+1 = lim
k!1

�
1
5

�2k+1
= 0

N=f2k;k2N�g[f2k+1;k2N�g)

muļtimea punctelor limit¼a în R ale şirului (xn)n2N2 este L
�
(xn)n2N2

�
= f0g )8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn = 0 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = 0 (cel mai mare punct limit¼a)
limitele extreme coincid) 9 lim

n!1
xn = 0

� vn = n
p
xn =

n

s�
2 + (�1)n

5

�n
=
2 + (�1)n

5
=

�
3
5 , dac¼a n = 2k; k 2 N�
1
5 , dac¼a n = 2k + 1; k 2 N�(

lim
k!1

v2k = lim
k!1

3
5 =

3
5 ;

lim
k!1

v2k+1 = lim
k!1

1
5 =

1
5

N=f2k;k2N�g[f2k+1;k2N�g)

muļtimea punctelor limit¼a în R ale şirului (vn)n2N2 este L
�
(vn)n2N2

�
=
�
3
5 ;
1
5

	
)8<: lim

n!1
vn = lim inf

n!1
vn =

1
5 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

vn = lim sup
n!1

vn =
3
5 (cel mai mare punct limit¼a)

limitele extreme nu coincid) @ lim
n!1

xn

� un =
xn+1
xn

=

0@2 + (�1)n+1
5

1An+1

0@2 + (�1)n
5

1An =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

 
1

5

!n+1
 
3

5

!n = 1
5 �

1
3n , dac¼a n = 2k; k 2 N�

 
3

5

!n+1
 
1

5

!n = 1
5 � 3

n+1, dac¼a n = 2k + 1; k 2 N�

(
lim
k!1

u2k = 0;

lim
k!1

u2k+1 =1
N=f2k;k2N�g[f2k+1;k2N�g)

muļtimea punctelor limit¼a în R ale şirului (un)n2N2 este L
�
(un)n2N2

�
= f0;1g )



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 13

8<: lim
n!1

un = lim inf
n!1

un = 0 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

un = lim sup
n!1

un =1 (cel mai mare punct limit¼a)
limitele extreme nu coincid) @ lim

n!1
un

Noţiuni teoretice despre şiruri convergente şi operaţii algebrice cu şiruri convergente- A se vedea
Curs:

Teorema 7. (Weierstrass) Orice şir monoton şi m¼arginit de numere reale este convergent:
a) Orice şir de numere reale monoton cresc¼ator şi m¼arginit superior este convergent şi

lim
n!1

xn = sup
n2Nm

xn:

b) Orice şir de numere reale monoton descresc¼ator şi m¼arginit inferior este convergent şi
lim
n!1

xn = inf
n2Nm

xn:

Exerci̧tiul 11: S¼a se studieze convergenţa urm¼atoarelor şiruri:

a) xn =
nP
k=1

1
3k+1

;8n 2 N�;b) xn =
nP
k=1

1
k2
;8n 2 N�;c) x1 =

p
2; xn+1 =

p
2 + xn;8n 2 N�:

Rezolvare. a) Fie xn =
nP
k=1

1
3k+1

;8n 2 N�;

Şirul se poate descrie:

(xn)n2N� :
1

31 + 1| {z }
x1

;
1

31 + 1
+

1

32 + 1| {z }
x2

; :::;
1

31 + 1
+

1

32 + 1
+ :::+

1

3n + 1| {z }
xn

; :::

Termenul general nu se poate exprima f¼ar¼a simbolul
P
:

�Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :
xn+1 � xn =

�
1

31+1
+ 1

32+1
+ :::+ 1

3n+1 +
1

3n+1+1

�
�
�

1
31+1

+ 1
32+1

+ :::+ 1
3n+1

�
=

= 1
3n+1+1

> 0;8n 2 N� )
(xn)n2N� este şir monoton strict cresc¼ator)

x1 =
1
4 < x2 < x3 < :::: < xn =

nP
k=1

1
3k+1

< :::

�Se studiaz¼a m¼arginirea şirului (xn)n2N� :Deoarece

0 < 1
3k+1

< 1
3k
;8k 2 f1; :::; ng ;8n 2 N� ) 0 <

nP
k=1

1
3k+1

<
nP
k=1

1
3k
;8n 2 N�; adic¼a

0 <
nP
k=1

1
3k+1

<
nP
k=1

1
3k
= 1

3
( 13)

n�1
1
3
�1 = 1

2

�
1�

�
1
3

�n�
< 1;8n 2 N�:

Deci 0 < xn < 1
2 ;8n 2 N

�; chiar 14 < xn <
1
2 ;8n 2 N

�; adic¼a şirul este m¼arginit (De menţionat
c¼a 0 nu este neap¼arat inf iar 12 nu este neap¼arat sup din acest tip de studiu):
�Şir monoton şi m¼arginit ) este şir convergent, f¼ar¼a a şti limita (cu metode numerice).

20P
k=1

1
3k+1

= 0:404 06;
200P
k=1

1
3k+1

= 0:404 06

b) Fie xn =
nP
k=1

1
k2
;8n 2 N�;

Şirul se poate descrie:

(xn)n2N� :
1

12|{z}
x1

;
1

12
+
1

22| {z }
x2

; :::;
1

12
+
1

22
+ :::+

1

n2| {z }
xn

; :::

Termenul general nu se poate exprima f¼ar¼a simbolul
P
:
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�Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� :
xn+1 � xn =

�
1
12
+ 1

22
+ :::+ 1

n2
+ 1

(n+1)2

�
�
�
1
12
+ 1

22
+ :::+ 1

n2

�
=

= 1
(n+1)2

> 0;8n 2 N� )
(xn)n2N� este şir monoton strict cresc¼ator)

x1 = 1 < x2 < x3 < :::: < xn =
nP
k=1

1
n2
< :::

�Se studiaz¼a m¼arginirea şirului (xn)n2N� :
0 < 1

k2
< 1

(k�1)k =
1
k�1 �

1
k ;8k 2 f2; :::; ng ;8n 2 N

� )

0 <
nP
k=1

1
k2
< 1 +

nP
k=2

�
1
k�1 �

1
k

�
;8n 2 N�; adic¼a

0 <
nP
k=1

1
k2
< 1 +

nP
k=2

�
1
k�1 �

1
k

�
= 2� 1

n < 2;8n 2 N
�:

Deci 0 < xn < 2;8n 2 N�; chiar 1 < xn < 2;8n 2 N�; adic¼a şirul este m¼arginit (De menţionat
c¼a 0 nu este nep¼arat inf iar 2 nu este neap¼arat sup din acest tip de studiu):
�Şir monoton şi m¼arginit ) este şir convergent.

100P
k=1

1
k2
= 1: 635 0;

1000P
k=1

1
k2
= 1: 643 9;

1P
k=1

1
k2
= 1

6�
2

c) Fie
x1 =

p
2; xn+1 =

p
2 + xn;8n 2 N�;

Şirul se poate descrie:

(xn)n2N� :
p
2|{z}

x1

;

q
2 +

p
2| {z }

x2

; :::;

s
2 +

r
2 +

q
2 + :::

p
2| {z }

xn

; :::

Termenul general nu se poate exprima:
�Se studiaz¼a monotonia şirului (xn)n2N� prin induçtie matematic¼a:

x1 =
p
2 <

p
2 +

p
2 = x2:

Se presupune c¼a xn < xn+1;8n 2 N�:
Se demonstreaz¼a c¼a xn+1 < xn+2;8n 2 N�: Într-adev¼ar:
xn+1 =

p
2 + xn <

p
2 + xn+1 = xn+2;8n 2 N�:

Deci (xn)n2N� este şir monoton strict cresc¼ator)
x1 =

p
2 < x2 < x3 < :::: < xn < :::

�Se studiaz¼a m¼arginirea şirului (xn)n2N� prin induçtie matematic¼a:
0 < x1 =

p
2 < 2;

0 < x2 =
p
2 +

p
2 <

p
2 + 2 = 2

Se presupune c¼a 0 < xn < 2;8n 2 N�:
Se demonstreaz¼a c¼a 0 < xn+1 < 2;8n 2 N�: Într-adev¼ar
0 < xn+1 =

p
2 + xn <

p
2 + 2 = 2;8n 2 N�:

Deci 0 < xn < 2;8n 2 N�; chiarp
2 < xn < 2;8n 2 N�:

Deci şirul este m¼arginit (De menţionat c¼a 0 nu este inf iar 2 nu este sup din acest tip de studiu):
�Şir monoton şi m¼arginit ) este şir convergent.
�Mai mult, aici se poate g¼asi şi limita şirului, l = lim

n!1
xn

Se trece la limit¼a în relaţia de recurenţ¼a
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xn+1 =
p
2 + xn;8n 2 N� ) l =

p
2 + l) l1 = �1 şi l2 = 2:

Cum l este unic¼a şi
p
2 < xn < 2;8n 2 N� ) lim

n!1
xn = 2:

Teorema 9. (criteriul major¼arii de convergenţ¼a, CS) Fie (xn)n2Nm un şir de numere reale.
Dac¼a exist¼a un şir (yn)n2Nm de numere reale pozitive şi un num¼ar x 2 R astfel încât(

jxn � xj � yn;8n 2 Nm; n > n0;
9 lim
n!1

yn = 0

atunci lim
n!1

xn = x:

Exerci̧tiul 12: S¼a se studieze convergenţa urm¼atoarelor şiruri:

a) xn =
(cosn)2020

n
;8n 2 N�;

Rezolvare. a) Se observ¼a c¼a:8<: jxn � 0j =
��� (cosn)2020n � 0

��� � 1
n ;8n 2 N

�;

9 lim
n!1

1
n = 0

Crit. maj.) 9 lim
n!1

(cosn)2020

n = 0:

Teorema 1:3:12: (Şiruri remarcabile)- A se vedea Curs:
LIMITE STANDARD- A se vedea Curs:
Exemplele de la Şiruri Remarcabile şi Limite Standard- A se vedea Curs:

Exerci̧tiul 13. S¼a se calculeze:
a) lim

n!1

�p
n2 + 2n� 3� n

�
;b) lim

n!1

�
ln
�
2n3 + 5n+ 7

�
� ln

�
5n3 + 2n+ 7

��
;

c) lim
n!1

�
2n2 � 2n+ 1
5n2 � 2

�2n2 � 1
5n

;d) lim
n!1

�
5n2 � 4

2n2 � n+ 1

� �4n
n2 � 1

;e) lim
n!1

�
7n2 + n+ 1

4n2 � n+ 1

�2n2 � 1
7n

;

f) lim
n!1

�
4n2 � 5

4n2 � n+ 1

�n2 � 1
n

;g) lim
n!1

�
1 +

2n

3n + 4n

��2n
:h) lim

n!1

ln
�p
n+ 1 +

p
n+ 2

�
n2 + 1

:

Rezolvare.

a) lim
n!1

�p
n2 + 2n� 3� n

�
= lim
n!1

n2 + 2n� 3� n2p
n2 + 2n� 3 + n

= lim
n!1

n
�
2� 3

n

�
n
�q

1 + 2
n �

3
n2
+ 1
� = 1:

b) lim
n!1

�
ln
�
2n3 + 5n+ 7

�
� ln

�
5n3 + 2n+ 7

��
= lim
n!1

ln
2n3 + 5n+ 7

5n3 + 2n+ 7
= ln

2

5
:

c) lim
n!1

�
2n2 � 2n+ 1
5n2 � 2

�2n2 � 1
5n

=

�
2

5

� lim
n!1

2n2 � 1
5n = 0;

d) lim
n!1

�
5n2 � 4

2n2 � n+ 1

� �4n
n2 � 1

=

�
5

2

� lim
n!1

�4n
n2 � 1 =

�
5

4

�0
= 1;

e) lim
n!1

�
7n2 + n+ 1

4n2 � n+ 1

�2n2 � 1
7n

=

�
7

4

� lim
n!1

2n2 � 1
7n = +1;

f) lim
n!1

�
4n2 � 5

4n2 � n+ 1

�n2 � 1
n

= 1+1� nu atribuim nici un sens, procedând ca anterior; Atunci
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lim
n!1

�
4n2 � 5

4n2 � n+ 1

�n2 � 1
n

= lim
n!1

�
1 +

�
4n2 � 5

4n2 � n+ 1 � 1
��n2 � 1

n
=

= lim
n!1

0BB@�1 + n� 6
4n2 � n+ 1

�4n2 � n+ 1
n� 6

1CCA
n2 � 1
n

n� 6
4n2 � n+ 1

= e
lim
n!1

n2 � 1
n

n� 6
4n2 � n+ 1 =

= e
1
4 = 4

p
e:

g) lim
n!1

�
1 +

2n

3n + 4n

��2n
= lim
n!1

�
1 +

2n

3n + 4n

� 3n+4n

2n
� 2n

3n+4n
(�2n)

= e
lim
n!1

�
� 4n

3n+4n

�
= e

lim
n!1

 
� 1

( 34)
n
+1

!
=

e�1;

h) lim
n!1

ln
�p
n+ 1 +

p
n+ 2

�
n2 + 1

= lim
n!1

ln
�p
n+ 1 +

p
n+ 2

�
p
n+ 1 +

p
n+ 2

�
p
n+ 1 +

p
n+ 2

n2 + 1
= 0 � 0 = 0:

Exerci̧tiul 14. S¼a se studieze convergenţa şirurilor

a) xn =
�
1 +

cosn�

n

�n
;8n 2 N�.b) xn =

 
(�1)n + (�1)

n+1

n

!n
;8n 2 N�;

c) xn = (�1)n
 
1 +

(�1)n+1

n

!n
;8n 2 N��A se vedea Curs.

Rezolvare. a) Fie xn =
�
1 +

cosn�

n

�n
;8n 2 N�:

�Deoarece N = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

� �
1 + 1

n

�n
; dac¼a n = 2k; k 2 N��

1� 1
n

�n
; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

�Se trece la limit¼a pe subşiruri8><>:
lim
k!1

x2k = lim
k!1

�
1 + 1

2k

�2k
= e;

lim
k!1

x2k+1 = lim
k!1

�
1� 1

2k+1

�2k+1
= 1

e

N=f2k;k2N�g[f2k+1;k2Ng)

muļtimea punctelor limit¼a ale şirului (xn)n2N� este L
�
(xn)n2N�

�
=
�
e; 1e
	
)8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn =

1
e (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = e (cel mai mare punct limit¼a)

�Deoarece
lim
n!1

xn =
1
e 6= e = lim

n!1
xn ) @ lim

n!1
xn:

b) Fie xn =

 
(�1)n + (�1)

n+1

n

!n
;8n 2 N�:

�Deoarece N = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

xn =

� �
1� 1

n

�n
; dac¼a n = 2k; k 2 N��

�1 + 1
n

�n
; dac¼a n = 2k + 1; k 2 N

�Se trece la limit¼a pe subşiruri8><>:
lim
k!1

x2k = lim
k!1

�
1� 1

2k

�2k
= 1

e ;

lim
k!1

x2k+1 = lim
k!1

�
�
�
1� 1

2k+1

�2k+1�
= �1

e

N=f2k;k2N�g[f2k+1;k2Ng)
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muļtimea punctelor limit¼a ale şirului (xn)n2N� este L
�
(xn)n2N�

�
=
�
�1
e ;
1
e

	
)8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn = �1

e (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn =
1
e (cel mai mare punct limit¼a)

�Deoarece
lim
n!1

xn = �1
e 6=

1
e = lim

n!1
xn ) @ lim

n!1
xn:

Teorema 11. (criteriul cleştelui, CS) Fie (an)n2Nm ; (bn)n2Nm şi (xn)n2Nm şiruri de numere
reale astfel încât

an � xn � bn;8n 2 Nm; n � n0:
Dac¼a 9 lim

n!1
an = x;9 lim

n!1
bn = x; x 2 R atunci

9 lim
n!1

xn = x:

Exerci̧tiul 15: S¼a se determine limitele urm¼atoarelor şiruri:

a) xn =
n!

nn
;8n 2 N�- A se vedea Curs:b) xn =

n!

(1 + 12) (1 + 22) � ::: � (1 + n2) ;8n 2 N
�;

c) xn =
an

(1 + a) (1 + a2) � ::: � (1 + an) ;8n 2 N
�; pentru a 2 ]0;+1[ �xat.

Rezolvare. b) Fie xn =
n!

(1 + 12) (1 + 22) � ::: � (1 + n2) ; Atunci

0 <
n!

(1 + 12) (1 + 22) � ::: � (1 + n2) <
n!

12 � 22 � ::: � n2 =
1

n!
;8n 2 N�

Se alege: an = 0;8n 2 N� ) lim
n!1

an = 0; bn =
1

n!
;8n 2 N� ) lim

n!1
bn = 0:

Atunci, conform Criteriului Cleştelui) 9 lim
n!1

xn = 0:

c) Fie xn =
an

(1 + a) (1 + a2) � ::: � (1 + an) ;8n 2 N
�; pentru a 2 ]0;+1[ �xat.

-dac¼a a 2 ]0; 1[) 0 <
an

(1 + a) (1 + a2) � ::: � (1 + an) < a
n;8n 2 N�:

Se alege: an = 0;8n 2 N� ) lim
n!1

an = 0; bn = a
n;8n 2 N� a2]0;1[) lim

n!1
bn = 0:

Atunci, conform Criteriului Cleştelui) 9 lim
n!1

xn = 0:

-dac¼a a = 1) xn =
1

2n
=

�
1

2

�n
;8n 2 N� ) 9 lim

n!1
xn = 0:

-dac¼a a 2 ]1;+1[) 0 <
an

(1 + a) (1 + a2) � ::: � (1 + an) <
an

a1 � a2 � ::: � an =
an

a
n(n+1)

2

;8n 2 N�:

Se alege: an = 0;8n 2 N� ) lim
n!1

an = 0;

bn = a
n�n(n+1)

2 = a
�n(n�1)

2 =
�
1
a

�n(n�1)
2 ;8n 2 N� a2]1;+1[) lim

n!1
bn = 0:

Atunci, conform Criteriului Cleştelui) 9 lim
n!1

xn = 0:

Concluzie: pentru 8a 2 ]0;+1[ �xat ) 9 lim
n!1

xn = 0:

Comentariu. Exist¼a şiruri cu alt¼a limit¼a decât 0 a c¼aror limit¼a se poate determina utilizând
Criteriul cleştelui.

Observa̧tia 12. Fie (xn)n2Nm un şir de numere reale astfel încât
xn = un � vn;8n 2 Nm:

Dac¼a (i) (un)n2Nm este şir m¼arginit;
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(ii) (vn)n2Nm are limn!1
vn = 0;

atunci 9 lim
n!1

xn = 0:

Exerci̧tiul 16. S¼a se studieze convergenţa şirului:

xn =
1

(n+ 1)!
cos

(n+ 1)!

3n+ 7n
;8n 2 N�:

Rezolvare. Se observ¼a c¼a

(i) un = cos
(n+ 1)!

3n+ 7n
;8n 2 N� este şir m¼arginit, deoarece junj � 1;8n 2 N�;

(ii) vn =
1

(n+ 1)!
;8n 2 N� are lim

n!1
vn = 0:

Atunci, conform observaţiei anterioare, 9 lim
n!1

xn = 0)şirul este convergent.

Teorema 13: (Cesaro-Stolz) Fie (un)n2Nm şi (vn)n2Nm dou¼a şiruri de numere reale. Dac¼a
(i) (vn)n2Nm este monoton strict cresc¼ator şi nemajorat,

(ii) exist¼a lim
n!1

un+1 � un
vn+1 � vn

= l 2 R;

atunci exist¼a lim
n!1

un
vn
= l:

Exerci̧tiul 17. S¼a se determine, dac¼a exist¼a,

a) lim
n!1

1 +
p
2 + :::+

p
n

n
p
n

;b) lim
n!1

1 + 1p
2
+ 1p

3
+ :::+ 1p

np
n

�A se vedea Curs:

c) lim
n!1

13 + 23 + :::+ n3

n4
;d) lim

n!1
1p + 2p + :::+ np

np+1
; pentru p 2 N� �xat.

e) lim
n!1

1

lnn

�
1 + 1

2 + :::+
1
n

�
:

Rezolvare. a) lim
n!1

1 +
p
2 + :::+

p
n

n
p
n

: Se alege:

un = 1 +
p
2 + :::+

p
n;8n 2 N� şi

vn = n
p
n;8n 2 N�:

(i) (vn)n2N� este monoton strict cresc¼ator deoarece
vn+1 � vn = (n+ 1)

p
n+ 1� n

p
n > 0;8n 2 N�

şi este nemajorat deoarece sup
n2N�

vn = lim
n!1

vn = +1:

(ii)
un+1 � un
vn+1 � vn

=

p
n+ 1

(n+ 1)
p
n+ 1� n

p
n
=

p
n+ 1

��p
n+ 1

�3
+ (
p
n)
3
�

�p
n+ 1

�6 � (pn)6
=
(n+ 1)2 +

p
n3 (n+ 1)

n3 + 3n2 + 3n+ 1� n3 ) 9 lim
n!1

un+1 � un
vn+1 � vn

= 2
3 :

Conform Teoremei Cesaro-Stolz) 9 lim
n!1

un
vn
= 2

3 :

c) lim
n!1

13 + 23 + :::+ n3

n4
: Se alege:

un = 1
3 + 23 + :::+ n3;8n 2 N� şi

vn = n
4;8n 2 N�:

(i) (un)n2N� este monoton strict cresc¼ator deoarece
vn+1 � vn = (n+ 1)4 � n4 > 0;8n 2 N�

şi este nemajorat deoarece sup
n2N�

vn = lim
n!1

vn = +1:
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(ii)
un+1 � un
vn+1 � vn

=
(n+ 1)3

(n+ 1)4 � n4
=

n3 + 3n2 + 3n+ 1�
C04n

4 + C14n
3 + C24n

2 + C34n+ C
4
4 � 1

�
� n4

=
n3 + 3n2 + 3n+ 1

C14n
3 + C24n

2 + C34n+ C
4
4 � 1

) 9 lim
n!1

un+1 � un
vn+1 � vn

= 1
C14
= 1

4 :

Conform Teoremei Cesaro-Stolz) 9 lim
n!1

un
vn
= 1

4 :

Observaţie. La acest exerci̧tiu era posibil şi

lim
n!1

13 + 23 + :::+ n3

n4
= lim
n!1

�
n(n+1)
2

�2
n4

= 1
4 :

d) Analog se poate ar¼ata c¼a

lim
n!1

1p + 2p + :::+ np

np+1
=

1

C1p+1
=

1

p+ 1
; pentru p 2 N� �xat.

Exerci̧tiul 18. S¼a se determine, dac¼a exist¼a, lim
n!1

un

n
; unde u > 0:

Rezolvare. Fie u > 0 �xat. Se alege:
un = u

n;8n 2 N� şi
vn = n;8n 2 N�:

(i) (yn)n2N� este monoton strict cresc¼ator şi nemajorat.

(ii)
un+1 � un
vn+1 � vn

=
un+1 � un
n+ 1� n ) 9 lim

n!1
un+1 � un
vn+1 � vn

= (u� 1) lim
n!1

un

Conform Teoremei Cesaro-Stolz)

lim
n!1

un

n
=

�
0; dac¼a u 2 ]0; 1]
+1; dac¼a u > 1:

:

Consecinţa 1. Fie (un)n2N� un şir de numere reale.

Dac¼a 9 lim
n!1

un = u 2 R, atunci 9 lim
n!1

u1 + :::+ un
n

= u:

Exerci̧tiul 19. S¼a se determine, dac¼a exist¼a,

a) lim
n!1

1 +
p
2 + 3

p
3 + :::+ n

p
n

n
; b) lim

n!1
1

n

�
1
ln 2 +

1
ln 3 + :::+

1
lnn +

1
ln(n+1)

�
;

c) lim
n!1

1

n

�
1 + 1

2 + :::+
1
n

�
:

Rezolvare.a) lim
n!1

1 +
p
2 + 3

p
3 + :::+ n

p
n

n
= 1; deoarece lim

n!1
n
p
n = 1 şi se aplic¼a Consecinţa 1.

b) lim
n!1

1

n

�
1
ln 2 +

1
ln 3 + :::+

1
ln(n+1)

�
= 0; deoarece lim

n!1
1

ln(n+1) = 0 şi se aplic¼a Consecinţa 1:

c) lim
n!1

1

n

�
1 + 1

2 + :::+
1
n

�
= 0; deoarece lim

n!1
1
n = 0 şi se aplic¼a Consecinţa 1:

Consecinţa 2. Fie (un)n2N� un şir de numere reale strict pozitive.
Dac¼a 9 lim

n!1
un = u 2 R, atunci 9 lim

n!1
n
p
u1 � ::: � un = u:

Exerci̧tiul 20. S¼a se determine, dac¼a exist¼a,

a) lim
n!1

n
p
ln 2 � ln 3 � ::: � ln (n+ 1); b) lim

n!1
n

q
cos 1 � cos 12 � ::: � cos

1
n ;c) limn!1

n

q
sin 1 � sin 12 � ::: � sin

1
n :

Rezolvare.
a) lim

n!1
n
p
ln 2 � ln 3 � ::: � ln (n+ 1) = +1;
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deoarece un = ln (n+ 1) 	 0;8n 2 N�; lim
n!1

(ln (n+ 1)) =1 şi se aplic¼a Consecinţa 2:

b) lim
n!1

n

q
cos 1 � cos 12 � ::: � cos

1
n = 1;

deoarece un = cos 1n 	 0;8n 2 N
�; lim
n!1

�
cos 1n

�
= 1 şi se aplic¼a Consecinţa 2:

c) lim
n!1

n

q
sin 1 � sin 12 � ::: � sin

1
n = 0;

deoarece un = sin 1
n 	 0;8n 2 N

�; lim
n!1

�
sin 1

n

�
= 1 şi se aplic¼a Consecinţa 2:

Consecinţa 3. Fie (un)n2Nm un şir de numere reale strict pozitive.

Dac¼a 9 lim
n!1

un+1
un

= l 2 R, atunci 9 lim
n!1

n
p
un = l:

Exerci̧tiul 21. S¼a se calculeze

a) lim
n!1

n
p
n; b) lim

n!1

n
p
n!

n
;c) lim

n!1
n

s
(n!)2

(2n+ 1)!
;d) lim

n!1
n

s
33n (n!)3

(3n)!
;

e) lim
n!1

n

s
(n!)2

(2n)!
�vezi Cursul 2; Ex. 1:3:19; f) lim

n!1
n
p
lnn = 1:

Rezolvare. a) lim
n!1

n
p
n; Se alege:

un = n 	 0;8n 2 N� )
un+1
un

=
n+ 1

n
)

9l = lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

n+ 1

n
= 1:

Conform Consecinţei 3) 9 lim
n!1

n
p
n = 1:

b) lim
n!1

n
p
n!

n
; Se observ¼a c¼a

n
p
n!

n
= n

r
n!

nn
: Se alege:

un =
n!

nn
	 0;8n 2 N� ) un+1

un
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
� n

n

n!
=

nn

(n+ 1)n
)

9l = lim
n!1

un+1
un

= lim
n!1

1�
1 + 1

n

�n = 1

e
:

Conform Consecinţei 3) 9 lim
n!1

n

r
n!

nn
= l =

1

e
:

c) lim
n!1

n

s
(n!)2

(2n+ 1)!
; Se alege:

un =
(n!)2

(2n+ 1)!
	 0;8n 2 N� ) un+1

un
=
((n+ 1)!)2

(2n+ 3)!
� (2n+ 1)!

(n!)2
=

(n+ 1)2

(2n+ 2) (2n+ 3)
)

9l = lim
n!1

xn+1
xn

=
1

4
:

Conform Consecinţei 3) 9 lim
n!1

n

s
(n!)2

(2n+ 1)!
= l =

1

4
:

d) lim
n!1

n

s
33n (n!)3

(3n)!
; Se alege:

un =
33n (n!)3

(3n)!
	 0;8n 2 N� ) un+1

un
=
33n+3 ((n+ 1)!)3

(3n+ 3)!
� (3n)!

33n (n!)3
=

33 (n+ 1)3

(3n+ 1) (3n+ 2) (3n+ 3)
)
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9l = lim
n!1

un+1
un

= 1:

Conform Consecinţei 3) 9 lim
n!1

n

s
33n (n!)3

(3n)!
= l = 1:

De�ni̧tia 9. Şirul de numere reale (xn)n2Nm este şir Cauchy (şir fundamental) dac¼a
[8" > 0;9n" 2 Nm a.î. 8p 2 N�;8n 2 Nm; n � n" s¼a rezulte jxn+p � xnj < "]:

Teorema 14 (Criteriul Cauchy de convergenţ¼a a şirurilor de nr. reale,CNS). Şirul de
numere reale (xn)n2Nm este şir convergent , este şir Cauchy.
Oberva̧tia 14. Şirul de numere reale (xn)n2Nm NU este şir Cauchy (şir fundamental) dac¼a

[9"0 > 0 a.î. 8n 2 Nm;9pn 2 N� şi 9enn 2 Nm; enn � n s¼a rezulte ��xenn+pn � xenn�� � "0]:
Exerci̧tiul 22. Se d¼a şirul de�nit prin

a) xn =
nP
k=1

1
k ;8n 2 N

��A se vedea Curs; b) xn =
nP
k=1

1p
k
;8n 2 N�:

S¼a se trag¼a concluziile asupra naturii şirului (xn)n2N� , utilizând Criteriul lui Cauchy şi monotonia.

Rezolvare. b) xn =
nP
k=1

1p
k
;8n 2 N�:

Şirul cu termenul general
xn = 1 + :::+

1p
n
;8n 2 N�

se poate da şi prin enumerare

(xn)n2N� : 1|{z}
x1

; 1 +
1p
2| {z }

x2

; 1 +
1p
2
+

1p
3| {z }

x3

; ::: .

�Se veri�c¼a dac¼a (xn)n2N� este şir Cauchy, adic¼a dac¼a
[8" > 0;9n" 2 Nm a.î. 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" s¼a rezulte jxn+p � xnj < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N� a.î. 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" s¼a rezulte
jxn+p � xnj =

����1 + :::+ 1p
n
+ 1p

n+1
:::+ 1p

n+p

�
�
�
1 + :::+ 1p

n

���� =
= 1p

n+1
:::+ 1p

n+p

n+k>n+1;8k=1;p
<

1
n+k

< 1
n+1

;8k=1;p
1p
n+1

:::+ 1p
n+1

= pp
n+1

< ";

adic¼a pp
n+1

< ", n >
�p
"

�2 � 1:
G¼asim np;" =

h�p
"

�2 � 1i + 1 Am g¼asit n depinzând nu numai de ", ci şi de p. Nu am reuşit

s¼a major¼am pp
n+1

< cp
n+1

< " cu c o constant¼a (deoarece muļtimea numerelor naturale nu este
m¼arginit¼a, încât p < c;8p 2 N�), şi astfel nu am reuşit s¼a g¼asim n depinzând doar de ":

Intuim c¼a:
-sau c¼a am majorat în paşii intermediari prea tare,
-sau chiar c¼a şirul nu este şir Cauchy.

�Se veri�c¼a dac¼a (xn)n2N� NU este şir Cauchy, adic¼a dac¼a
[9"0 > 0 a.î. 8n 2 N�;9pn 2 N� şi 9enn 2 N�; enn � n s¼a rezulte ��xenn+pn � xenn�� � "0]:
Se caut¼a "0 = :::astfel încât 8n 2 N� s¼a existe pn 2 N� (încerc¼am pn = n) şi s¼a existe enn 2

N�; enn � n (încerc¼am enn = n) astfel încât
jxn+n � xnj =

����1 + :::+ 1p
n
+ 1p

n+1
:::+ 1p

n+n

�
�
�
1 + :::+ 1p

n

���� =
= 1p

n+1
+ :::+ 1p

n+n

n+k�n+n;8k=1;n
�

1
n+k

� 1
n+n

;8k=1;n

1p
n+n

+ :::+ 1p
n+n

= np
n+n

> 1p
2
:
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Încerc¼arile sunt bune, g¼asim şi "0 = 1p
2
:

) (xn)n2N� NU este şir Cauchy
Criteriul Cauchy) (xn)n2N� NU este şir convergent, este divergent.
�Dar (xn)n2N� este şir de numere pozitive, monoton cresc¼ator

xn+1 � xn =
�
1 + :::+ 1p

n
+ 1p

n+1

�
�
�
1 + :::+ 1p

n

�
= 1p

n+1
> 0;8n 2 N�.

� (xn)n2N� �ind şir monoton strict cresc¼ator şi divergent) lim
n!1

xn = +1:

Exerci̧tiul 23. Se d¼a şirul de�nit prin

a) xn =
nP
k=1

1
k2
;8n 2 N�-vezi Cursul 2;Ex. 1:3:22: b) xn =

nP
k=1

1
k3
;8n 2 N�;c) xn =

nP
k=1

sin k
k3
;8n 2

N�:
S¼a se trag¼a concluziile asupra naturii şirului (xn)n2N� , utilizând Criteriul lui Cauchy.

Rezolvare. c) xn =
nP
k=1

sin k
k3
;8n 2 N�; Şirul cu termenul general

xn =
sin 1
13
+ :::+ sinn

n3
;8n 2 N�

se poate da şi prin enumerare

(xn)n2N� :
sin 1

13| {z }
x1

;
sin 1

13
+
sin 2

23| {z }
x2

;
sin 1

13
+
sin 2

23
+
sin 3

33| {z }
x3

; ::: .

�Se veri�c¼a dac¼a (xn)n2N� este şir Cauchy, adic¼a dac¼a
8" > 0;9n" 2 N� a.î. 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" s¼a rezulte jxn+p � xnj < ":
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N� a.î. 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" s¼a rezulte
jxn+p � xnj =

���� sin 113 + :::+ sinn
n3

+ sin(n+1)

(n+1)3
:::+ sin(n+p)

(n+p)3

�
�
�
sin 1
13
+ :::+ sinn

n3

���� =
=
��� sin(n+1)
(n+1)3

:::+ sin(n+p)

(n+p)3

��� � ��� sin(n+1)
(n+1)3

���+ :::+ ��� sin(n+p)
(n+p)3

��� =
= jsin(n+1)j

(n+1)3
+ :::+ jsin(n+p)j

(n+p)3
� 1

(n+1)3
+ :::+ 1

(n+p)3
:

Dac¼a se majoreaz¼a în sensul
n+k>n+1;8k=2;p

<
1

n+k
< 1
n+1

;8k=2;p
1

(n+1)3
+ ::: 1

(n+1)3
= p

(n+1)3
< ";

atunci, din p

(n+1)3
< " se va g¼asi n";p şi nu n": Se intuieşte sau c¼a s-a majorat în paşii intermediari

prea tare, sau chiar c¼a şirul nu este şir Cauchy.
Se încearc¼a s¼a se majoreze în sensul urm¼ator (încât s¼a se obţin¼a sum¼a telescopic¼a)

1
(n+1)3

+ ::: 1
(n+p)3

< 1
(n+1)2

:::+ 1
(n+p)2

n+k>n+k�1;8k=1;p
<

1
n+k

< 1
n+k�1 ;8k=1;p

1
n(n+1) :::+

1
(n+p�1)(n+p) =

=
pP
k=1

1
(n+k�1)(n+k) =

pP
k=1

�
1

n+k�1 �
1

n+k

�
operaţii algebrice

=
cu sume �nite

pP
k=1

1
n+k�1 �

pP
k=1

1
n+k =

=
�
1
n +

1
n+1 + :::+

1
n+p�1

�
�
�

1
n+1 + :::+

1
n+p�1 +

1
n+p

�
=

= 1
n �

1
n+p

sc¼ap¼am de p, r¼amâne n
< 1

n < "; adic¼a
1
n < ", n > 1

" :

Se g¼aseşte n" =
�
1
"

�
+ 1:

) (xn)n2N� este şir Cauchy
Criteriul Cauchy) (xn)n2N� este şir convergent.

Observa̧tia 15. Şirul xn =
nP
k=1

1
k� ;8n 2 N

� are proprietatea c¼a
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8>><>>:
dac¼a � > 1, atunci este şir Cauchy =) este şir convergent
dac¼a � � 1, atunci nu este şir Cauchy =)

) este şir divergent
este monoton cresc¼ator

�
) lim

n!1
xn = +1:

Exerci̧tiul 24: Pentru şirul de�nit prin

xn =
nP
k=0

1
2k
;8n 2 N

s¼a se studieze monotonia, m¼arginirea, limita, iar apoi s¼a se arate c¼a este şir real Cauchy. S¼a se fac¼a
legatura cu Criteriul lui Cauchy.
Rezolvare. Şirul cu termenul general

xn = 1 + :::+
1
2n ;8n 2 N

se poate da şi prin enumerare

(xn)n2N : 1|{z}
x1

; 1 +
1

2| {z }
x2

; 1 +
1

2
+
1

22| {z }
x3

; ::: .

� (xn)n2N este şir de numere pozitive, monoton cresc¼ator
xn+1 � xn =

�
1 + :::+ 1

2n +
1

2n+1

�
�
�
1 + :::+ 1

2n

�
= 1

2n+1
> 0;8n 2 N.

�Termenul general al acestui şir se poate exprima şi f¼ar¼a simbolul
P

xn =
nP
k=0

1
2k
=

nP
k=0

�
1
2

�k
=
�
1
2

�0
+ :::+

�
1
2

�n
= 1 � (

1
2)

n+1�1
1
2
�1 = 2

�
1�

�
1
2

�n+1�
:

Se observ¼a c¼a (xn)n2N este şir m¼arginit, deoarece
0 < xn < 2;8n 2 N:

Mai mult lim
n!1

xn = 1 � 0�11
2
�1 = 2

) (xn)n2N este şir convergent.
�Se veri�c¼a dac¼a (xn)n2N este şir Cauchy, adic¼a dac¼a

[8" > 0;9n" 2 N a.î. 8p 2 N�;8n 2 N; n � n" s¼a rezulte jxn+p � xnj < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N a.î. 8p 2 N�;8n 2 N; n � n" s¼a rezulte
jxn+p � xnj =

���1 + :::+ 1
2n +

1
2n+1

:::+ 1
2n+p

�
�
�
1 + :::+ 1

2n

��� =
= 1

2n+1
+ :::+ 1

2n+p
= 1

2n+1
� (

1
2)

p�1
1
2
�1 = 1

2n

�
1�

�
1
2

�p� sc¼ap¼am de p, r¼amâne n
< 1

2n � 1 < ";

adic¼a 1
2n < ", n >

ln 1
"

ln 2 :Se g¼aseşte n" =
h
ln 1

"
ln 2

i
+ 1:

) (xn)n2N este şir Cauchy
Criteriul Cauchy) (xn)n2N este şir convergent, ceea ce se stabilise deja.

Exerci̧tiul 25. Pentru şirul de�nit prin

xn =
nP
k=0

sin2(k+1)
3k

;8n 2 N

s¼a se studieze convergenţa cu Criteriul lui Cauchy. -A se vedea Curs:

Exerci̧tiul 26. S¼a se utilizeze Criteriul lui Cauchy de convergenţ¼a a şirurilor reale pentru studiul
convergenţei şirurilor:

a) xn = 1 +
nP
k=1

ak;8n 2 N� unde a 2 R; jaj < 1;b) xn =
nP
k=0

1
k! ;8n 2 N;

c) xn =
nP
k=1

sin k
ak
;8n 2 N� unde a 2 R; a > 1;d) xn =

nP
k=1

cos k
k(k+1) ;8n 2 N

�;
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e) xn =
nP
k=1

(1� 1
k )a

k;8n 2 N� unde a 2 R; jaj < 1;f) xn =
nP
k=1

1
2k(k+1)(k+2)

;8n 2 N�;

g) xn =
nP
k=1

2k

3kk2
;8n 2 N�;h) xn =

nP
k=1

k
k+1 �

1
ak
;8n 2 N� unde a 2 R; a > 1:

Rezolvare.
a) xn = 1 +

nP
k=1

ak;8n 2 N� unde a 2 R; jaj < 1;

Indica̧tie.jxn+p � xnj =
���1 + a1 + :::+ an + an+1:::+ an+p�� (1 + :::+ an)�� =

=
��an+1:::+ an+p�� � ��an+1��+ :::+ jan+pj = jajn+1 + :::+ jajn+p =

= jajn+1 jaj
p�1

jaj�1 =
jajn+1
1�jaj (1� jaj

p)
sc¼ap¼am de p, r¼amâne n

< jajn+1
1�jaj < ":

b) xn =
nP
k=0

1
k! ;8n 2 N; Şirul cu termenul general

xn = 1 + :::+
1
n! ;8n 2 N

se poate da şi prin enumerare

(xn)n2N :
1

0!
+
1

1!| {z }
x1

;
1

0!
+
1

1!
+
1

2!| {z }
x2

;
1

0!
+
1

1!
+
1

2!
+
1

3!| {z }
x3

; ::: .

�Se veri�c¼a dac¼a (xn)n2N este şir Cauchy, adic¼a dac¼a
[8" > 0;9n" 2 N a.î. 8p 2 N�;8n 2 N; n � n" s¼a rezulte jxn+p � xnj < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N a.î. 8p 2 N�;8n 2 N; n � n" s¼a rezulte
jxn+p � xnj =

����1 + :::+ 1
n! +

1
(n+1)! :::+

1
(n+p)!

�
�
�
1 + :::+ 1

n!

���� =
= 1

(n+1)! :::+
1

(n+p)! =
1
n!

�
1

(n+1) :::+
1

(n+1)�:::�(n+p)

�
<

n+k>n+1;8k=1;p
<

1
n+k

< 1
n+1

;8k=1;p
1
n!

�
1

(n+1) + :::
1

(n+1)p

�
= 1

n! �
1
n+1 �

( 1
n+1)

p�1
1

n+1
�1 =

= 1
n�n!

�
1�

�
1
n+1

�p� sc¼ap¼am de p, r¼amâne n
< 1

n�n! � 1 <
1
n < ";adic¼a

1
n < ", n > 1

" :

Se g¼aseşte n" =
�
1
"

�
+ 1:

) (xn)n2N este şir Cauchy
Criteriul Cauchy) (xn)n2N este şir convergent.

c) xn =
nP
k=1

sin k
ak
;8n 2 N� unde a 2 R; a > 1;

Indica̧tie.jxn+p � xnj =
���� sin 1a1 + :::+ sinn

an + sin(n+1)
an+1

:::+ sin(n+p)
an+p

�
�
�
sin 1
a1
+ :::+ sinn

an

���� =
=
��� sin(n+1)an+1

:::+ sin(n+p)
an+p

��� � ��� sin(n+1)an+1

���+ :::+ ��� sin(n+p)an+p

��� � 1
an+1

+ :::+ 1
an+p

=

=
�
1
a

�n+1 ( 1a)p�1
1
a
�1 =

�
1
a

�n 1
a�1

�
1�

�
1
a

�p� sc¼ap¼am de p, r¼amâne n
<

�
1
a

�n 1
a�1 < ":

d) xn =
nP
k=1

cos k
k(k+1) ;8n 2 N

�;

Indica̧tie.jxn+p � xnj =
=
��� cos(n+1)
(n+1)(n+2) :::+

cos(n+p)
(n+p�1)(n+p)

��� � ��� cos(n+1)
(n+1)(n+2)

���+ :::+ ��� cos(n+p)
(n+p�1)(n+p)

��� =
= jcos(n+1)j

(n+1)(n+2) + :::+
jcos(n+p)j

(n+p�1)(n+p) �
1

(n+1)(n+2) + :::+
1

(n+p�1)(n+p) =

= 1
n �

1
n+p

sc¼ap¼am de p, r¼amâne n
< 1

n < ":


