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SEMINAR NR. 3, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

A se studia Trigonometrie-din Anexa 2 şi de la Complemente de Matematic¼a
A se studia Funçtii f : A � R! R elementare: funçtia polinomial¼a, funçtia ra̧tion-

al¼a, funçtia putere, funçtia radical, funçtia logaritm, funçtia exponenţial¼a, funçtii
trigonometrice, funçtii hiperbolice. De�ni̧tii, gra�ce şi lecturi gra�ce (interseçtia cu
axele, monotonie, semn). Ecua̧tii şi inecua̧tii ataşate, sisteme de ecua̧tii şi inecua̧tii-din
Anexa 4 şi de la Complemente de Matematic¼a

5:1: Limite de funçtii f : A � R! R în a 2 A0

De recapitulat din manualele de liceu.
Exerci̧tiul 1: Trasând gra�cele şi precizând muļtimea f (A) ; s¼a se studieze inf f (A), sup f (A),
min f (A), max f (A), m¼arginirea pentru:

a) f : ]�1; 1[! R; f(x) =
�
ejxj; �1 < x < 1 şi x 6= 0
e; x = 0

;

b) f : [�2; 1]! R; f(x) =

8<:
x+ 2; �2 � x < �1
2; x = �1
jxj ; �1 < x � 1

;

c) f : [�2;+1[! R; f(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

�2x� 2; �2 � x < �1
1; x = 1

x+ 1; �1 < x � 0
1� x; 0 < x < 1
1; x = 1

2x� 2; x > 1

;

d) f : ]�1;�1[ [ f0g [ ]1;+1[! R; f(x) =

8<:
x+ 1; x < �1
0; x = 0

x� 1; x > 1
:

Rezolvare. Se reaminteşte:
f (A) = fy 2 R;9x 2 A a.î. f(x) = yg şi Gf =

�
(x; y) 2 R2;x 2 A şi y = f(x)

	
:

Geometric, reprezentarea geometric¼a a mulţimii f (A) este proiecţia pe axa Oy a reprezent¼arii
gra�cului funcţiei, Gf :

a) f : ]�1; 1[! R; f(x) =

8<:
ex; 0 < x < 1
e�x; �1 < x < 0
e; x = 0

;

Se reprezint¼a gra�cul lui f şi proieçtia acestuia pe Oy )

x

y

x

y
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Se observ¼a c¼a f (A) = ]1; e] : Atunci:
inf f (A) = inf

x2A
f (x) = 1:

Deoarece 1 =2 f (A) [1 6= f (x) ;8x 2 A]) @min f (A) ;@min
x2A

f (x)

sup f (A) = sup
x2A

f (x) = e:

Deoarece e 2 f (A) [90 2 A a.î. e = f (0)]) 9max f (A) = max
x2A

f (x) = e:

Funçtia f este m¼arginit¼a deoarece: 1 < f (x) � e;8x 2 A:
Geometric, f este funçtie m¼arginit¼a deoarece reprezentarea Gf se poate include în banda limitat¼a
de dreptele paralele cu Ox; y = 1; y = e (cu desen).
Metric, f este funçtie m¼arginit¼a deoarece f (A) se poate include în sfera de pe axa Oy; centrat¼a în
0 şi de raz¼a 3; adic¼a 9M = 3 > 0 a.î. jf (x)� 0j < 3;8x 2 A (cu desen).

b) f : [�2; 1]! R; f(x) =

8>>>><>>>>:
x+ 2; �2 � x < �1
2; x = �1
�x; �1 < x < 0
0; x = 0
x; 0 < x � 1

Se reprezint¼a gra�cul lui f şi proieçtia acestuia pe Oy )

x

y

x

y

Se observ¼a c¼a f (A) = [0; 1] [ f2g : Atunci:
inf f (A) = inf

x2A
f (x) = 0:

Deoarece 0 2 f (A) [90;�2 2 A a.î. 0 = f (0) = f (�2)]) 9min f (A) = min
x2A

f (x) = 0

sup f (A) = sup
x2A

f (x) = 2:

Deoarece 2 2 f (A) [9 � 1 2 A a.î. 2 = f (�1)]) 9max f (A) = max
x2A

f (x) = 2:

Funçtia f este m¼arginit¼a deoarece: 0 � f (x) � 2;8x 2 A:
Geometric, f este funçtie m¼arginit¼a deoarece reprezentarea Gf se poate include în banda limitat¼a
de dreptele paralele cu Ox; y = 0; y = 2:
Metric, f este funçtie m¼arginit¼a deoarece f (A) se poate include în sfera de pe axa Oy; centrat¼a în
0 şi de raz¼a 5; adic¼a 9M = 5 > 0 a.î. jf (x)� 0j < 5;8x 2 A:

Observa̧tie. a) Dac¼a f : [a; b]! R este monoton cresc¼atoare pe [a; b], atunci

inf
x2[a;b]

f (x) = f (a)

�
= min
x2[a;b]

f (x)

�
şi sup
x2[a;b]

f (x) = f (b)

�
= max
x2[a;b]

f (x)

�
:

Dac¼a f : [a; b]! R este monoton descresc¼atoare pe [a; b], atunci

inf
x2[a;b]

f (x) = f (b)

�
= min
x2[a;b]

f (x)

�
şi sup
x2[a;b]

f (x) = f (a)

�
= max
x2[a;b]

f (x)

�
:
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b) Dac¼a f : ]a; b[! R este monoton cresc¼atoare pe ]a; b[, atunci

inf
x2]a;b[

f (x) = lim
x!a;x>a

f (a)

�
@ min
x2]a;b[

f (x)

�
şi sup
x2]a;b[

f (x) = lim
x!b;x<b

f (b)

�
@ max
x2]a;b[

f (x)

�
:

ş.a.m.d.

Exerci̧tiul 2: Folosind una din caracteriz¼arile limitei unei funçtii într-un punct, s¼a se arate c¼a

a) lim
x!�1

x2

x+ 2
= 1; b) lim

x!�1
1� x
1 + x

= �1; c) lim
x!+1

x2 � 1
x2 + 1

= 1;

x

y

x

y

x

y

d) lim
x!�1

1� x2
1 + 2 jxj = �1; e) limx!2

x

jx� 2j = +1; f) lim
x!+1

x� x2
1 + x

= �1;

x

y

x

y

x

y

g) lim
x!�1

x2

1� x = +1; h) lim
x!+1

x2 � 1
x� 2 = +1:

x

y

x

y

Rezolvare. Dac¼a se reuşeşte s¼a se intuiasc¼a valoarea limitei, se aplic¼a direct caracterizarea limitei
cu "� �: La acest exerci̧tiu valoarea limitei este precizat¼a.

a) lim
x!�1

x2

x+ 2
= 1;

Fie f : D � R! R; f (x) =
x2

x+ 2
; D = Rnf�2g : Se alege A � D; A = ]�2;+1[ a.î. a = �1 2 A0:

Se studiaz¼a dac¼a

[x! �1) f (x)! 1]; adic¼a 9 lim
x!�1

x2

x+ 2
= 1,
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[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu jx+ 1j < �| {z }
x este în o vecinatate a lui �1

) jf (x)� 1j < "| {z }
f(x) este în ovecin¼atate a lui 1

]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu jx+ 1j < � s¼a rezulte

jf (x)� 1j =
���� x2x+ 2

� 1
���� = ����x2 � x� 2x+ 2

���� = ����x� 2x+ 2

���� jx+ 1j �
pentru x>�2

� 1 � jx+ 1j
"sc¼ap¼am" de x

<
r¼amâne �

� < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < � < ": Din Teorema de densitate a R în R, între numerele
reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. Se poate alege, de exemplu, � = 1

2":

b) lim
x!�1

1� x
1 + x

= �1;

Fie f : D � R! R; f (x) =
1� x
1 + x

;D = Rnf�1g : Se alege A � D; A = ]�1;�1[ a.î. a = �1 2 A0:
Se studiaz¼a dac¼a

[x! �1) f (x)! �1]; adic¼a 9 lim
x!�1

1� x
1 + x

= �1,
[8" > 0;9� = � (") < 0 a.î. 8x 2 A cu x < �| {z }

x este în o vecinatate a lui �1

) jf (x)� (�1)j < "| {z }
f(x) este în o vecin¼atate a lui �1

]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") < 0 a.î. 8x 2 A cu x < � s¼a rezulte

jf (x) + 1j =
����1� x1 + x

+ 1

���� = ���� 2

1 + x

���� x<�1= 2

�1� x
"sc¼ap¼am" de x

<
r¼amâne �, din x<�

2

�1� � < ":

Deci se caut¼a � = � (") < 0 a.î.

0 <
2

�1� � < "
caut �<�1, 2 < �"� �", � <

�2� "
"

:

Din Teorema "R este neminorat¼a", 9� = � (") < �1 ca mai sus. Se poate alege, de exemplu,

� = min

�
�1; �2� "

"
� 1
�
:

c) lim
x!+1

x2 � 1
x2 + 1

= 1;

Fie f : D � R! R; f (x) =
x2 � 1
x2 + 1

; D = R: Se alege A � D; A = R a.î. a = +1 2 A0: Se studiaz¼a
dac¼a

[x! +1) f (x)! 1]; adic¼a 9 lim
x!+1

x2 � 1
x2 + 1

= 1,
[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu x > �| {z }

x este în o vecinatate a lui +1

) jf (x)� 1j < "| {z }
f(x) este în o vecin¼atate a lui 1

]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu x > � s¼a rezulte

jf (x)� 1j =
����x2 � 1x2 + 1

� 1
���� = 2

x2 + 1

"sc¼ap¼am" de x
<

r¼amâne � din x>�

2

�2 + 1
<
2

�2
caut �>1
<

2

�
< ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 <
2

�
< " , � >

2

"
: Din Teorema "R este nemajorat¼a",

9� = � (") > 1 ca mai sus. Se poate alege, de exemplu, � = max
�
1;
2

"
+ 1

�
:

Exerci̧tiul 3: S¼a se arate c¼a urm¼atoarele funçtii nu au limit¼a în �1, respectiv în +1 :
a) f : R! R, f(x) = cosx; b) f : R! R, f(x) = sinx:

Exerci̧tiul 4: S¼a se arate c¼a urm¼atoarele funçtii nu au limit¼a în a = 0 :
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a) f : A � R! R, f(x) = cos
1

x
; b) f : A � R! R, f(x) = sin

1

x
;

c) f : A � R! R, f(x) = sgn
�
x cos

1

x

�
; d) f : A � R! R, f(x) = sgn

�
x sin

1

x

�
;

e) f : A � R! R, f(x) =
cosx

x
.

Rezolvare. a) f : A � R! R, f(x) = cos
1

x
;

Se alege A = R� a.î. a = 0 2 A0: Se observ¼a c¼a
9xn =

1

0 + 2n�
;8n 2 N� un şir de numere reale din A n fag, cu lim

n!1
xn = 0;

9exn = 1
�
2 + 2n�

;8n 2 N� un şir de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

exn = 0:
Mai mult,

f (xn) = cos (0 + 2n�) = cos 0 = 1;8n 2 N� este un şir de numere reale cu lim
n!1

f (xn) = 1;

f (exn) = cos ��2 + 2n�� = cos �2 = 0;8n 2 N� este un şir de numere reale cu lim
n!1

f (exn) = 0:
Cum 1 6= 0) @ lim

x!0
cos 1x :

x

y

Teorema 12: (limitele unor funçtii elementare)�A se vedea Curs:
Exemple la Teorema 12�A se vedea Curs:
Teorema 13: (limite remarcabile)�A se vedea Curs:
Exemple la Teorema 13�A se vedea Curs:

Exerci̧tiul 5: S¼a se studieze:

a) lim
x!1

f (x) pentru f : ]�1; 0[ [ f1g [ ]2;+1[! R; f (x) =

8<:
x; x 2 ]�1; 0[
7; x = 1
x2; x 2 ]2;+1[

:

Rezolvare. A = ]�1; 0[ [ f1g [ ]2;+1[ ;A0 = [�1; 0] [ [2;+1] în R:

x

y

1 =2 A0(1 nu este punct de acumulare pentru A; este punct izolat, chiar dac¼a 1 2 A) ) nu are
sens studiul limitei propuse.
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b) lim
x!1

x2

x2 � 3x+ 2 şi asimptotele verticale pentru f ataşat¼a.

Rezolvare. Fie f : ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[! R; f (x) =
x2

x2 � 3x+ 2 :
A = ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[ ;A0 = R:
1 2 A0 )are sens studiul limitei.
x �1 1 2 +1
x2 � 3x+ 2 +++ 0 ��� 0 + ++

ls (1) = lim
x!1;x<1

x2

x2 � 3x+ 2 =
12

0+
= +1; ld (1) = lim

x!1;x>1

x2

x2 � 3x+ 2 =
12

0�
= �1:

ls (1) 6= ld (1)) @ lim
x!1

f (x) :

Mai mult,

ls (1) = lim
x!1;x<1

f (x) =
12

0+
= +1 ) dreapta x = 1 este asimptot¼a vertical¼a la stânga (spre

+1) (cu desen local).

ld (1) = lim
x!1;x>1

f (x) =
12

0�
= �1 ) dreapta x = 1 este asimptot¼a vertical¼a la dreapta (spre

�1) (cu desen local).

ls (2) = lim
x!2;x<2

f (x) =
22

0�
= �1 ) dreapta x = 2 este asimptot¼a vertical¼a la stânga (spre

�1) (cu desen local).

ld (2) = lim
x!2;x>2

f (x) =
22

0+
= +1 ) dreapta x = 2 este asimptot¼a vertical¼a la dreapta (spre

+1) (cu desen local).

c) lim
x!+1

x2 � 2x+ 1
3x2 + 7x+ 5

=
1

3
; d) lim

x!+1
2x+ 1

�3x2 + 5x+ 2 = 0;
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x

y

x

y

e) lim
x!+1

x3

�2x2 + x+ 1 şi asimptotele orizontale / oblice pentru f ataşat¼a.

Rezolvare. Fie f :
�
�1;�1

2

�
[
�
�1
2 ; 1
�
[ ]1;+1[! R; f (x) =

x3

�2x2 + x+ 1 :
A =

�
�1;�1

2

�
[
�
�1
2 ; 1
�
[ ]1;+1[ ;A0 = R:

1 2 A0 )are sens studiul limitei.
lim

x!+1
x3

�2x2 + x+ 1 =
�
1
�2

�
(+1)3�2 = �1 ) nu admite asimptot¼a orizontal¼a spre +1.

lim
x!+1

�
1

x

x3

�2x2 + x+ 1

�
=

1

�2 şi lim
x!+1

�
x3

�2x2 + x+ 1 �
1

�2x
�
= �1

4
)

) dreapta y = �1
2
x� 1

4
este asimptot¼a oblic¼a spre +1.

�1 2 A0 )are sens studiul limitei.
lim

x!�1
x3

�2x2 + x+ 1 = lim
x!�1

x3

x2
�
�2 + 1

x +
1
x2

� = 1
�2 (�1)

3�2 = +1 ) nu admite asimptot¼a

orizontal¼a spre �1.

lim
x!�1

�
1

x

x3

�2x2 + x+ 1

�
=

1

�2 şi lim
x!�1

�
x3

�2x2 + x+ 1 �
1

�2x
�
= �1

4
)

) dreapta y = �1
2
x� 1

4
este asimptot¼a oblic¼a spre �1.

x

y

g) lim
x!2;x>2

sin (x� 1)
x� 2 =

sin 1

0+

sin 1>0
= +1:

Rezolvare. Fie f : ]�1; 2[ [ ]2;+1[! R; f (x) =
sin (x� 1)
x� 2 :

A = ]�1; 2[ [ ]2;+1[ ;A0 = R:
2 2 A0 )are sens studiul limitei.
ld (2) = lim

x!2;x>2
f (x) = +1) dreapta x = 2 este asimptot¼a vertical¼a la dreapta (spre +1):
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x

y

h) lim
x!+1

f (x) şi lim
x!�1

f (x) pentru f : R n
��2
3

	
� R ! R; f (x) =

p
x2 + 1

3x+ 2
; şi asimptotele

orizontale.
Rezolvare. A =

�
�1; �23

�
[
��2
3 ;+1

�
;A0 = R:

+1 2 A0 ) lim
x!+1

p
x2 + 1

3x+ 2

p
x2=jxj
= lim

x!+1

(+x)
q
1 + 1

x2

x
�
3 + 2

x

� =
1

3
:

�1 2 A0 ) lim
x!�1

p
x2 + 1

3x+ 2

p
x2=jxj
= lim

x!�1

(�x)
q
1 + 1

x2

x
�
3 + 2

x

� =
�1
3
:

x

y

lim
x!+1

f (x) =
1

3
) dreapta y =

1

3
este asimptot¼a orizontal¼a spre +1:

lim
x!�1

f (x) = �1
3
) dreapta y = �1

3
este asimptot¼a orizontal¼a spre �1:

Exerci̧tiul 6: S¼a se arate c¼a:

a) lim
x!0

3
p
8 + x� 3

p
8� x

x+ 5
3
p
x4

=
1

6
;b) lim

x!0

ln (1 + x)� ln (1� x)
arctg (1 + x)� arctg (1� x) = 2; c) limx!0

ln
�
x2 + ex

�
ln (x4 + e2x)

=
1

2

x

y

x

y

x

y

d) lim
x!+1

ln (1 + ex)

x
= 1;e) lim

x!+1

�
sin 1x + cos

1
x

�x
= e; f) lim

x!�
2
;x>�

2

�
tg
x

2

�ln2(x��
2 )
= 1;
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x

y

x

y

x

y

g) lim
x!0;x>0

�
x cos

x

x2 + 1

� x
x2+1

= 1; h) lim
x!0

�
2 jxj � x
(x+ 1) 2

� 1
lnjxj

= e;i) lim
x!0;x>0

�
sin (1 + x)

x

�x+tg x
=

1;

x

y

x

y

x

y

j) lim
x!+1

ln (1 + 2x) ln
�
1 + 3

x

�
= 3 ln 2;

x

y

Rezolvare. a) lim
x!0

3
p
8 + x� 3

p
8� x

x+ 5
3
p
x4

0
0=?

Fie f : ]�8; 8[ n f0g ! R; f (x) =
3
p
8 + x� 3

p
8� x

x+ 5
3
p
x4

:

Se alege A = ]�8; 8[ n f0g � Dmaximal astfel încât a = 0 2 A0:

l
dac¼a 9
= lim

x!0

(8 + x)� (8� x)
(x+ 5x 3

p
x)
��

3
p
8 + x

�2
+
�
3
p
8 + x

� �
3
p
8� x

�
+
�
3
p
8� x

�2� =
= lim
x!0

2x

x (1 + 5 3
p
x)
��

3
p
8 + x

�2
+
�
3
p
8 + x

� �
3
p
8� x

�
+
�
3
p
8� x

�2� =
=

2

(1 + 5 � 0) (4 + 4 + 4) =
1

6
:

b) lim
x!0

ln (1 + x)� ln (1� x)
arctg (1 + x)� arctg (1� x)

0
0=?

Fie f : ]�1; 1[ n f0g ! R; f (x) =
ln (1 + x)� ln (1� x)

arctg (1 + x)� arctg (1� x) :
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Se alege A = ]�1; 1[ n f0g şi se observ¼a c¼a a = 0 2 A0:

l
dac¼a 9
= lim

x!0

ln
1 + x

1� x

arctg
(1 + x)� (1� x)
1 + (1 + x) (1� x)

= lim
x!0

ln

�
1 +

2x

1� x

�
2x

1� x| {z }
�

!1

2x

1� x �

2x

2� x2

arctg
2x

2� x2| {z }
!1

� 2� x
2

2x
= 2:

c) lim
x!0

ln
�
x2 + ex

�
ln (x4 + e2x)

0
0=?

Fie f : A! R; f (x) =
ln
�
x2 + ex

�
ln (x4 + e2x)

:

Se alege A = R n f0g şi se observ¼a c¼a a = 0 2 A0:

l
dac¼a 9
= lim

x!0

ln
�
ex
�
x2

ex + 1
��

ln
�
e2x

�
x4

e2x
+ 1
�� = lim

x!0

ln ex + ln
�
x2

ex + 1
�

ln e2x + ln
�
x4

e2x
+ 1

� (x = lim
x!0

1 + 1
x ln

�
x2

ex + 1
�

2 + 1
x ln

�
x4

e2x
+ 1

�

= lim
x!0

1 + 1
x

ln
�
1+x2

ex

�
x2

ex

x2

ex

2 + 1
x

ln
�
1+ x4

e2x

�
x4

e2x

x4

e2x

= lim
x!0

1 +

0BBB@ x

ex|{z}
!0

�
ln
�
1 + x2

ex

�
x2

ex| {z }
!1

1CCCA

2 +

0BBB@ x4

e2x|{z}
!0

�
ln
�
1 + x4

e2x

�
x4

e2x| {z }
!1

1CCCA
=
1

2
:

d) lim
x!+1

ln (1 + ex)

x

+1
+1
= ?

Fie f : A! R; f (x) =
ln (1 + ex)

x
:

Se alege A = ]0;+1[ şi se observ¼a c¼a a = +1 2 A0:

l
dac¼a 9
= lim

x!+1
ln (ex (1 + e�x))

x
= lim
x!+1

�
1 +

ln (1 + e�x)

e�x
� e
�x

x

�
= 1 + 1 � 0 = 1:

e) lim
x!+1

�
sin 1x + cos

1
x

�x 11
=?

Fie f : A! R; f (x) =
�
sin 1x + cos

1
x

�x
:

Se alege A = ]�;+1[ şi se observ¼a c¼a a = +1 2 A0:

l
dac¼a 9
= lim

x!+1

�
1 +

�
sin 1x + cos

1
x � 1

�� 1

sin 1
x+cos

1
x�1
(sin 1

x
+cos 1

x
�1)x

=

= e
lim

x!+1
(sin 1

x
+cos 1

x
�1)x

= e
lim

x!+1
sin 1

x+cos
1
x�1

1
x = e

lim
x!+1

 
sin 1

x
1
x
�2
�
sin 1

2x
1
2x

�2
1
4x

!
= e:

f) lim
x!�

2
;x>�

2

�
tg
x

2

�ln2(x��
2 ) 11
=?

Fie f : A! R; f (x) =
�
tg
x

2

�ln2(x��
2 )
:

Se alege A =
�
�
2 ;+1

�
şi se observ¼a c¼a a = �

2 2 A
0:

l
dac¼a 9
= lim

x!�
2
;x>�

2

�
1 +

�
tg
x

2
� 1
�� 1

tg x2�1
(tg x2�1) ln

2(x��
2 )
= e

lim
x!�

2 ;x>
�
2

(tg x2�1) ln
2(x��

2 )
= ::: = 1:

Exerci̧tiul 7: S¼a se studieze dac¼a
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f : ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[! R; f (x) =
p
x2 + 8� 3
x2 � 3x+ 2

are limit¼a în a1 = �1; a2 = 1; a3 = 2; a4 = +1:
Rezolvare. A = ]�1; 1[ [ ]1; 2[ [ ]2;+1[ ;A0 = R:

+1 2 A0 ) lim
x!+1

p
x2 + 8� 3
x2 � 3x+ 2

p
x2=jxj
= lim

x!+1

(+x)
�q

1 + 8
x2
� 3

x

�
x2
�
1� 3

x +
2
x2

� = 0:

�1 2 A0 ) lim
x!�1

p
x2 + 8� 3
x2 � 3x+ 2

p
x2=jxj
= lim

x!+1

(�x)
�q

1 + 8
x2
� 3

x

�
x2
�
1� 3

x +
2
x2

� = 0:

1 2 A0 )are sens studiul limitei.
ls (1) = lim

x!1
x<1

p
x2 + 8� 3
x2 � 3x+ 2

0
0= lim
x!1
x<1

�
x2 + 8

�
� 9

(x2 � 3x+ 2)
�p
x2 + 8 + 3

� = lim
x!1
x<1

(x� 1) (x+ 1)
(x� 1) (x� 2)

�p
x2 + 8 + 3

� = �1
3
:

ld (1) = lim
x!1
x>1

p
x2 + 8� 3
x2 � 3x+ 2

0
0= lim
x!1
x>1

�
x2 + 8

�
� 9

(x2 � 3x+ 2)
�p
x2 + 8 + 3

� = lim
x!1
x>1

(x� 1) (x+ 1)
(x� 1) (x� 2)

�p
x2 + 8 + 3

� = �1
3
:

ls (1) = ld (1)) 9 lim
x!1

f (x) =
�1
3
:

2 2 A0 )are sens studiul limitei.
x �1 1 2 +1
x2 � 3x+ 2 +++ 0 ��� 0 + ++

ls (2) = lim
x!2
x<2

p
x2 + 8� 3
x2 � 3x+ 2 =

p
12� 3
0�

= �1; ld (2) = lim
x!2
x>2

p
x2 + 8� 3
x2 � 3x+ 2 =

p
12� 3
0+

= +1:

ls (2) 6= ld (2)) @ lim
x!2

f (x) :

x

y

Exerci̧tiul 8: S¼a se studieze dac¼a funçtiile urm¼atoare au limit¼a în a = 1:

a) f : ]0; 2[ n f1g ! R; f (x) =

8>><>>:
sin (4 (x� 1))
5 (x� 1) ; dac¼a x 2 ]0; 1[

1

5
� tg (3 (x� 1))
sin (x� 1) +

1

5
; dac¼a x 2 ]1; 2[

;

Rezolvare. A = ]0; 1[ [ ]1; 2[ ;A0 = [0; 2] :
1 2 A0 )are sens studiul limitei.
ls (1) = lim

x!1
x<1

sin (4 (x� 1))
5 (x� 1)

0
0= lim
x!1
x<1

sin (4 (x� 1))
4 (x� 1) � 4

5
=
4

5
:

ld (1) = lim
x!1
x>1

�
1

5
� tg (3 (x� 1))
sin (x� 1) +

1

5

�
0
0= lim
x!1
x<1

�
1

5
� tg (3 (x� 1))

3 (x� 1) � (x� 1)
sin (x� 1) � 3 +

1

5

�
=
4

5
:

ls (1) = ld (1)) 9 lim
x!1

f (x) =
4

5
:
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Reprezentarea gra�cului prelungirii prin continuitate la R pentru

f1 : R n f1g ! R; f1 (x) =
sin (4 (x� 1))
5 (x� 1) este

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

y

Reprezentarea gra�cului prelungirii prin continuitate la R pentru

f2 : R n f1g ! R; f2 (x) =
1

5
� tan (3 (x� 1))
sin (x� 1) +

1

5
este

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

0.5

0.5

1.0

x

y

Reprezentarea gra�cului prelungirii prin continuitate la ]0; 2[ pentru f; adic¼a al funçtiei

ef : ]0; 2[! R; ef (x) =
8>>>>><>>>>>:

sin (4 (x� 1))
5 (x� 1) ; dac¼a x 2 ]0; 1[

4

5
; dac¼a x = 0

1

5
� tg (3 (x� 1))
sin (x� 1) +

1

5
; dac¼a x 2 ]1; 2[

;

este
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b) f : ]0; 2[ n f1g ! R; f (x) =

8><>:
ln
�
x4 � x2 + 1

�
x� 1 ; dac¼a x 2 ]0; 1[

arcsin (1� x)
1� x2 ; dac¼a x 2 ]1; 2[

;

Rezolvare. A = ]0; 1[ [ ]1; 2[ ;A0 = [0; 2] :
1 2 A0 )are sens studiul limitei.
ls (1) = lim

x!1
x<1

ln
�
x4 � x2 + 1

�
x� 1

0
0= lim
x!1
x<1

ln
�
1 +

�
x4 � x2

��
x4 � x2 � x

2 (x� 1) (x+ 1)
x� 1 = 2:

ld (1) = lim
x!1
x>1

arcsin (1� x)
1� x2

0
0= lim
x!1
x<1

�
arcsin (1� x)

1� x � 1

1 + x

�
=
1

2
:

ls (1) 6= ld (1)) @ lim
x!1

f (x) :

Reprezentarea gra�cului prelungirii prin continuitate la R pentru

f1 : R n f1g ! R; f1 (x) =
ln
�
x4 � x2 + 1

�
x� 1 este:

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

1

1

2

3

x

y

Reprezentarea gra�cului prelungirii prin continuitate la [0; 2] pentru

f2 : [0; 2] n f1g ! R; f2 (x) =
arcsin (1� x)

1� x2 este:

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

1

1

2

3

x

y

Reprezentarea gra�cului funçtiei f este:
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ASIMPTOTE: A se vedea Curs; exerci̧tii suplimentare - A se vedea Complemente de Matematic¼a

6:1: Funçtii f : A � R! R continue în a 2 A

De recapitulat din manualele de liceu.
Teorem¼a (leg¼atura dintre continuitate şi existenţa limitei)
Fie f : A � R! R şi a 2 A: Atunci f este continu¼a în a,

-dac¼a a 2 A \A0;9 lim
x!a;x2A

f (x) = f (a) 2 R;

-dac¼a a 2 A nA0, adic¼a este punct izolat, f este continu¼a prin De�ni̧tie:

Exerci̧tiul 1: S¼a se studieze în ce puncte funçtia

f : ]�1;�1[ [ f0g [ ]1;+1[! R; f (x) =

8<:
x+ 1; x 2 ]�1;�1[
2; x = 0
lnx; x 2 ]1;+1[

:

este continu¼a.
Rezolvare.A = ]�1;�1[ [ f0g [ ]1;+1[ ;

x

y

A0 = [�1;�1] [ [1;+1] :

În 8a 2 ]�1;�1[ funçtia f este continu¼a ca şi funçtie elementar¼a
�
9 lim
x!a;x2A

f (x) = f (a)

�
.

În 8a 2 ]1;+1[ funçtia f este continu¼a ca şi funçtie elementar¼a
�
9 lim
x!a;x2A

f (x) = f (a)

�
.

În a = 0 2 A nA0?: 1 nu este punct de acumulare pentru A; este punct izolat) nu are sens studiul
limitei în 0: Dar 0 2 A: În a = 0 2 A nA0 funçtia f este continu¼a prin de�ni̧tie.
Deci f este continu¼a pe A:
Comentariu. Doar pentru f : I � R ! R, cu A = I interval, are loc interpretarea geometric¼a:
"Dac¼a reprezentarea geometric¼a a Gf este parcurs¼a de la stânga la dreapta cu creioul pe hârtie,
atunci creionul r¼amâne cu vârful pe hârtie."
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Exerci̧tiul 2: S¼a se determine p 2 R astfel încât

f : ]0;+1[! R; f (x) =

8<: sin
�
x2 � 4x+ 3

�
x� 1 ; dac¼a x 2 ]0; 1[

4 (x� 1) + p; dac¼a x 2 [1;+1[
s¼a �e continu¼a pe ]0;+1[ :
Rezolvare. A = ]0;+1[ ;A0 = [0;+1] :
Pe ]0; 1[ funçtia f este continu¼a, 8p 2 R:
Pe ]1;+1[ funçtia f este continu¼a, 8p 2 R:
În a = 1 2 A \A0 ) [f este continu¼a , 9 lim

x!1
f (x) = f (1)]

f (1) = 4 (1� 1) + p = p:

ls (1) = lim
x!1
x<1

sin
�
x2 � 4x+ 3

�
x� 1

0
0= lim
x!1
x<1

sin
�
x2 � 4x+ 3

�
x2 � 4x+ 3 � (x� 3) (x� 1)

x� 1 = 1 � (�2) = �2:

ld (1) = lim
x!1
x>1

(4 (x� 1) + p) = p:

9 lim
x!1

f (x), ls (1) = ld (1), p = �2:
9 lim
x!1

f (x) = f (1)) p = �2:
Reprezentarea gra�cului prelungirii prin continuitate la R pentru

f1 : R n f1g ! R; f1 (x) =
sin
�
x2 � 4x+ 3

�
x� 1 este:

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

2

1

1

x

y

Reprezentarea gra�cului funçtiei
f2 : R! R; f2 (x) = 4x� 6 este:

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

2

1

1

x

y

Reprezentarea gra�cului funçtiei f cu p = �2 este
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Exerci̧tiul 3:S¼a se determine a 2 R şi b 2 R� astfel încât funçtia

f :
�
2
p
2;+1

�
! R, f (x) =

8>>>><>>>>:

x� 3
1�

p
x2 � 8

; dac¼a x 2
�
2
p
2; 3
�

4

3
x� a; dac¼a x 2 [3; 4]

sin (b (x� 4))
x� 4 ; dac¼a x 2 ]4;+1[

s¼a �e continu¼a pe
�
2
p
2;+1

�
:

Indica̧tie. Reprezentarea gra�cului funçtiei cu a = 13
3 şi b = 1 este:

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

2

1

1

2

x

y


