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SEMINAR NR. 4, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

7:1: Teoria derivabilit¼a̧tii pentru f : A � R! R în a 2 A \A0

De recapitulat din manualul de liceu.

Exerci̧tiul 1: S¼a se studieze continuitatea şi derivabilitatea funçtiilor urm¼atoare pe domeniul lor
de de�ni̧tie:
a) f : [0; �]! R; f (x) = max

�
cosx; cos3 x

�
:

Rezolvare. �Se expliciteaz¼a f : [0; �]! R; f (x) =

8<:
cosx; dac¼a cosx > cos3 x

valoarea comun¼a, dac¼a cos3 x = cosx
cos3 x; dac¼a cos3 x > cosx

:

Se studiaz¼a pe [0; �] semnul pentru
E (x) = cosx� cos3 x = cosx

�
1� cos2 x

�
= cosx � sin2 x:

x 0 �
2 �

cosx 1 + ++ 0 ��� �1
sin2 x 0 + ++ + +++ 0

E (x) 0 + + + 0 ��� 0

Atunci f : [0; �]! R; f (x) =

8<:
cosx; dac¼a x 2

�
0; �2

�
0; dac¼a x = �

2
cos3 x; dac¼a x 2

�
�
2 ; �

� .

�Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe [0; �] :
� � f este continu¼a pe

�
0; �2

�
şi pe

�
�
2 ; �

�
:

��În a = �
2 2 A \A

0; funçtia f este continu¼a , 9 lim
x!�

2

f (x) = f
�
�
2

�
:

ls
�
�
2

�
= lim
x!�

2
;x<�

2

f (x) = lim
x!�

2
;x<�

2

cosx = 0

ld
�
�
2

�
= lim
x!�

2
;x>�

2

f (x) = lim
x!�

2
;x>�

2

cos3 x = 0

9=;) 9 lim
x!�

2

f (x) = 0:

Cum f
�
�
2

�
= 0) f este continu¼a în a = �

2 :
f continu¼a în a = pe A) f "poate � derivabil¼a" în a = pe A!

�Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a de ordinul 1 pe [0; �] :
� � f este derivabil¼a pe

�
0; �2

�
şi f 0 (x) = � sinx; 8x 2

�
0; �2

�
� � f este derivabil¼a pe

�
�
2 ; �

�
şi f 0 (x) = 3 cos2 x � (� sinx) ;8x 2

�
�
2 ; �

�
:

��În a = �
2 2 A \A

0 funçtia f este derivabil¼a , 9f 0s
�
�
2

�
= f 0d

�
�
2

�
:
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modul 1:

9f 0s (1) = lim
x!�

2
;x<�

2

f (x)� f
�
�
2

�
x� �

2

= lim
x!�

2
;x<�

2

cosx� 0
x� �

2

= lim
x!�

2
;x<�

2

sin
�
�
2 � x

�
x� �

2

= �1;

9f 0d (1) = lim
x!�

2
;x>�

2

f (x)� f
�
�
2

�
x� �

2

= lim
x!�

2
;x>�

2

cos3 x� 0
x� �

2

= lim
x!�

2
;x>�

2

�
cosx

x� �
2

� cos2 x
�
= �1 � 0 = 0

modul 2:
9f 0s (1) = lim

x!�
2
;x<�

2

(� sinx) = �1:

9f 0d (1) = lim
x!�

2
;x>�

2

�
3 cos2 x � (� sinx)

�
= 0:

f 0s (1) 6= f 0d (1)) @f 0 (1) :

f 0 : [0; �] n
�
�
2

	
! R; f 0 (x) =

8<:
� sinx; dac¼a x 2

�
0; �2

�
@; dac¼a x = �

2
3 cos2 x � (� sinx) ; dac¼a x 2

�
�
2 ; �

�
b) f : R! R; f (x) = min

�
x2 + x; 4x� 2

�
:

Se expliciteaz¼a f (x) =
�
x2 + x; dac¼a 4x� 2 � x2 + x
4x� 2; dac¼a x2 + x � 4x� 2 :

Se studiaz¼a pe R semnul pentru
E (x) =

�
x2 + x

�
� (4x� 2) = x2 � 3x+ 2:

x �1 1 2 +1
x2 � 3x+ 2 +++ 0 ��� 0 + ++

Atunci f (x) =

8>>>><>>>>:
4x� 2; dac¼a x 2 ]�1; 1[
2; dac¼a x = 1

x2 + x; dac¼a x 2 ]1; 2[
6; dac¼a x = 2

4x� 2; dac¼a x 2 ]2;+1[

.

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5
2

2

4

6

8

10

x

y

�Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe R:
� � f este continu¼a pe ]�1; 1[ ; ]1; 2[ şi pe ]2;+1[ :
��În a = 1 2 A \A0 funçtia f este continu¼a , 9 lim

x!1
f (x) = f (1) :

ls (1) = lim
x!1;x<1

f (x) = lim
x!1;x<1

(4x� 2) = 2
ld (1) = lim

x!1;x>1
f (x) = lim

x!1;x>1

�
x2 + x

�
= 2

9=;) 9 lim
x!1

f (x) = 2:

Cum f (1) = 2) f este continu¼a în a = 1:
��În a = 2 2 A \A0 funçtia f este continu¼a , 9 lim

x!2
f (x) = f (2) :
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ls (2) = lim
x!2;x<2

f (x) = lim
x!2;x<2

�
x2 + x

�
= 6

ld (2) = lim
x!2;x>2

f (x) = lim
x!2;x>2

(4x� 2) = 6

9=;) 9 lim
x!1

f (x) = 6:

Cum f (2) = 6) f este continu¼a în a = 2:
f continu¼a în a = pe A) f "poate � derivabil¼a" în a = pe A!

�Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a de ordinul 1 pe R:
� � f este derivabil¼a pe ]�1; 1[ şi f 0 (x) = 4;8x 2 ]�1; 1[
� � f este derivabil¼a pe ]1; 2[ şi f 0 (x) = 2x+ 1;8x 2 ]1; 2[
� � f este derivabil¼a pe ]2;+1[ şi f 0 (x) = 4;8x 2 ]2;+1[
��În a = 1 2 A \A0 funçtia f este derivabil¼a , 9f 0s (1) = f 0d (1) :

9f 0s (1) = lim
x!1;x<1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x<1

(4x� 2)� 2
x� 1 = 4;

9f 0d (1) = lim
x!1;x>1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x>1

�
x2 + x

�
� 2

x� 1 = 3:

@f 0 (1) :
��În a = 2 2 A \A0 funçtia f este derivabil¼a , 9f 0s (2) = f 0d (2) :

9f 0s (2) = lim
x!2;x<2

f (x)� f (2)
x� 2 = lim

x!2;x<2

�
x2 + x

�
� 6

x� 2 = 5;

9f 0d (2) = lim
x!2;x>2

f (x)� f (2)
x� 2 = lim

x!2;x>2

(4x� 2)� 6
x� 2 = 4:

@f 0 (2) :

f 0 : R n f1; 2g ! R; f 0 (x) =

8>>>><>>>>:
4; dac¼a x 2 ]�1; 1[
@; dac¼a x = 1

2x+ 1; dac¼a x 2 ]1; 2[
@; dac¼a x = 2
4; dac¼a x 2 ]2;+1[

c) f : ]0;+1[! R; f (x) =

(
ln
�
x2 + 3x

�
; dac¼a 0 < x < 1

5

4
(x� 1) + 2 ln 2; dac¼a 1 � x < +1

:

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

6

4

2

2

4

6

x

y

�Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe ]0;+1[ :
� � f este continu¼a pe ]0; 1[ şi pe ]1;+1[ :
��În a = 1 2 A \A0 funçtia f este continu¼a , 9 lim

x!1
f (x) = f (1) :

ls (1) = lim
x!1;x<1

f (x) = lim
x!1;x<1

ln
�
x2 + 3x

�
= ln 4

ld (1) = lim
x!1;x>1

f (x) = lim
x!1;x>1

�
5

4
(x� 1) + 2 ln 2

�
= 2 ln 2

9>=>;) 9 lim
x!1

f (x) = 2 ln 2:

Cum f (1) = 2 ln 2) f este continu¼a în a = 1:
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f continu¼a în a = pe A) f "poate � derivabil¼a" în a = pe A!
�Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a de ordinul 1 pe ]0;+1[ :

� � f este derivabil¼a pe ]0; 1[ şi f 0 (x) = 1

x2 + 3x
(2x+ 3) ;8x 2 ]0; 1[

� � f este derivabil¼a pe ]1;+1[ şi f 0 (x) = 5

4
;8x 2 ]1;+1[

��În a = 1 2 A \A0 funçtia f este derivabil¼a , 9f 0s (1) = f 0d (1) :

9f 0s (1) = lim
x!1;x<1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x<1

ln
�
x2 + 3x

�
� 2 ln 2

x� 1 = lim
x!1;x<1

ln x
2+3x
4

x� 1 =

= lim
x!1;x<1

ln
�
1 + x2+3x�4

4

�
x2+3x�4

4

� x2+3x�44 � 1
x�1 = 1 �

5
4 ;

9f 0d (1) = lim
x!1;x>1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x>1

5
4 (x� 1) + 2 ln 2� 2 ln 2

x� 1 = 5
4 :

f 0 : ]0;+1[! R; f 0 (x) =

8><>:
2x+ 3

x2 + 3x
; dac¼a x < 1

5
4 ; dac¼a x = 1
5
4 ; dac¼a x > 1

Exerci̧tiul 2: S¼a se studieze punctele de extrem local şi global pentru urm¼atoarele funçtii şi s¼a se
reprezinte gra�cul lor, precizând monotonia şi convexitatea:
a) f : [0; 5]! R; f (x) = x3 � 9x2 + 24x+ 3:
Rezolvare. Se studiaz¼a punctele de extrem local pentru f: Se observ¼a c¼a f este derivabil¼a de orice
ordin pe [0; 5] :
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f , adic¼a cele în care

f 0 (x) = 0, 3x2 � 18x+ 24 = 0, [x = 2 şi x = 4]
Etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a punctele staţionare g¼asite, care sunt în domeniul funçtiei, sunt de extrem
local, folosind tabelul de variaţie a funçtiei, completat şi cu derivata de ordinul al doilea pentru
studiul convexit¼aţii.

x 0 2 3 4 5

f 0 (x) = 3
�
x2 � 6x+ 8

�
+ +++ 0 ��� � ��� 0 + ++ +

f 00 (x) = 6 (x� 3) � ��� � ��� 0 + ++ + +++ 23

f (x) = x3 � 9x2 + 24x+ 3 3 %%%
concav¼a

23 &&&
concav¼a

21 &&&
convex¼a

19 %%%
convex¼a

23

Se observ¼a c¼a x = 2 este punct de maxim local, cu f (2) = 23 valoarea maxim¼a local şi c¼a x = 4
este punct de minim local, cu f (4) = 19 valoarea minim¼a local.

Mai mult, comparând valorile în punctele de extrem local între ele şi cu valorile funçtiei în
capetele intervalului de de�ni̧tie (eventual cu limite, în cazul intervalelor deschise şi / sau nem¼argi-
nite), se observ¼a c¼a x = 2 şi x = 5 sunt puncte de maxim global, cu f (2) = f (5) = 23 valoarea
maxim¼a global şi c¼a x = 0 este punct de minim global, cu f (0) = 3 valoarea minim¼a global.
Etapa 3: Se traseaz¼a gra�cul funçtiei f; folosind tabelul de variaţie a funçtiei, completat cu f 00 (x) :
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Se observ¼a c¼a în punctele de extrem local, unde f 0 (x) = 0; dreptele tangente la reprezentarea
Gf în acele puncte sunt paralele cu Ox:

Exerci̧tiul 8.S¼a se determine formula lui Taylor cu rest Lagrange de ordin n 2 N� oarecare şi s¼a
se scrie aceast¼a formul¼a în punctul a = 0 pentru funçtiile:
a) f : R! R; f (x) = ex;b) f : R! R; f (x) = cosx;
c) f : R! R; f (x) = sinx;d) f : R! R; f (x) = chx;
e) f : R! R; f (x) = shx;f) f : ]�1;+1[! R; f (x) = ln (1 + x) ;
g) pentru � 2 R� �xat şi f : ]�1;+1[! R; f (x) = (1 + x)� :
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 9. S¼a se determine ordinul maxim n al formulei lui Taylor cu rest Lagrange în a = 1
şi s¼a se scrie aceast¼a formul¼a pentru funçtiile:

a) f : R! R; f (x) =
�
x4 � 6x2 + 1; dac¼a x � 1
4x4 � 8x3; dac¼a x > 1

;

b) f : [0; 2]! R; f (x) =
�
x4 + 6x2 � 16x; dac¼a 0 � x � 1
4x3 � 12x� 1; dac¼a 1 < x � 2

c) f : R! R; f (x) = ex;
d) f : R! R; f (x) = x3 � 5x2 + 7x� 1:

Rezolvare. a) f : R! R; f (x) =
�
x4 � 6x2 + 1; dac¼a x � 1
4x4 � 8x3; dac¼a x > 1:

Etapa 0: Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe R:
�f este continu¼a pe ]�1; 1[ :
�f este continu¼a pe ]1;+1[ :
�În a = 1 2 A \A0 funçtia f este continu¼a , 9 lim

x!1
f (x) = f (1) :

ls (1) = lim
x!1;x<1

f (x) = lim
x!1;x<1

�
x4 � 6x2 + 1

�
= �4

ld (1) = lim
x!1;x>1

f (x) = lim
x!1;x>1

�
4x4 � 8x3

�
= �4

9=;) 9 lim
x!1

f (x) = �4:

Cum f (1) = 14 � 6 � 12 + 1 = �4) f este continu¼a în a = 1:
Etapa 1:Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a de ordinul 1 pe R:

�f este derivabil¼a pe ]�1; 1[ şi f 0 (x) = 4x3 � 12x;8x 2 ]�1; 1[ :
�f este derivabil¼a pe ]1;+1[ şi f 0 (x) = 16x3 � 24x2;8x 2 ]1;+1[ :
�În a = 1 2 A \A0 funçtia f este derivabil¼a , 9f 0s (1) = f 0d (1) :
modul 1.

9f 0s (1) = lim
x!1;x<1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x<1

x4 � 6x2 + 1� (�4)
x� 1 = lim

x!1;x<1

�
x2 � 1

� �
x2 � 5

�
x� 1 =
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= lim
x!1;x<1

(x+ 1)
�
x2 � 5

�
= �8;

9f 0d (1) = lim
x!1;x>1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x>1

4x4 � 8x3 � (�4)
x� 1 =

= lim
x!1;x>1

4
�
x3 � x2 � x� 1

�
= �8:

modul 2.
9f 0s (1) = lim

x!1;x<1

�
4x3 � 12x

�
= �8;

9f 0d (1) = lim
x!1;x>1

�
16x3 � 24x2

�
� 8:

f 0 : R! R; f 0 (x) =

8<:
4x3 � 12x; dac¼a x < 1

�8; dac¼a x = 1
16x3 � 24x2; dac¼a x > 1

Etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a de ordinul 2 pe R:
�f 0 este derivabil¼a pe ]�1; 1[ şi f 00 (x) = 12x2 � 12;8x 2 ]�1; 1[
�f 0 este derivabil¼a pe ]1;+1[ şi f 00 (x) = 48x2 � 48x;8x 2 ]1;+1[
�În a = 1 2 A \A0 funçtia f 0 este derivabil¼a , 9f 00s (1) = f 00d (1) :
modul 1.

9f 00s (1) = lim
x!1;x<1

f 0 (x)� f 0 (1)
x� 1 = lim

x!1;x<1

4x3 � 12x� (�8)
x� 1 = lim

x!1;x<1

4 (x+ 2) (x� 1)2

x� 1 =

= lim
x!1;x<1

4 (x+ 2) (x� 1) = 0;

9f 00d (1) = lim
x!1;x>1

f 0 (x)� f 0 (1)
x� 1 = lim

x!1;x>1

16x3 � 24x2 � (�8)
x� 1 =

= lim
x!1;x>1

8 (2x+ 1) (x� 1) = 0:
modul 2.
9f 00s (1) = lim

x!1;x<1

�
12x2 � 12

�
= 0;

9f 00d (1) = lim
x!1;x>1

�
48x2 � 48x

�
= 0:

f 00 : R! R; f 00 (x) =

8<:
12x2 � 12; dac¼a x < 1

0; dac¼a x = 1
48x2 � 48x; dac¼a x > 1

Etapa 3: Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a de ordinul 3 pe Rn f1g :
�f 00 este derivabil¼a pe ]�1; 1[ şi f 000 (x) = 24x;8x 2 ]�1; 1[
�f 00 este derivabil¼a pe ]1;+1[ şi f 000 (x) = 96x� 48;8x 2 ]1;+1[
�În a = 1 2 A \A0 funçtia f 00 nu este derivabil¼a, deoarece 9f 00s (1) 6= f 00d (1) :
modul 1.

9f 000s (1) = lim
x!1;x<1

f 00 (x)� f 00 (1)
x� 1 = lim

x!1;x<1

12x2 � 12� 0
x� 1 = lim

x!1;x<1
12 (x+ 1) = 24;

9f 000d (1) = lim
x!1;x>1

f 00 (x)� f 00 (1)
x� 1 = lim

x!1;x>1

48x2 � 48x� 0
x� 1 = lim

x!1;x>1
(48x) = 48:

modul 2.
9f 000s (1) = lim

x!1;x<1
(24x) = 24;

9f 000d (1) = lim
x!1;x>1

(96x� 48) = 48:
�Atunci n+ 1 = 2) n = 1 şi formula Taylor cu rest Lagrange este

f (x) = �4 + �8
1!
(x� 1)| {z }

T1;1(x)

+
f 00 (c1)

2!
(x� 1)2| {z }

R1;1(x)

; cu c1 = 1 + �1 (x� 1) ; �1 2 ]0; 1[ :
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Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinomul Taylor
T1;1 (x) = �4 +

�8
1!
(x� 1)

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 1 se poate aproxima f (x) cu T1;1 (x) (gra�cul polinomului
aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

c) Fie f : R! R; f (x) = ex:
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R; şi în particular pe o vecin¼atate pentru
a = 1:

f (x) = ex f (1) = e
f 0 (x) = ex f 0 (1) = e
f 00 (x) = ex f 00 (1) = e
::: :::

f (n) (x) = ex f (n) (1) = e

f (n+1) (x) = ex f (n+1) (cn) = e
cn

Atunci formula Taylor de ordin n ataşat¼a lui f în a = 1 este

ex = e+
e

1!
(x� 1) + e

2!
(x� 1)2 + :::+ e

n!
(x� 1)n| {z }

Tn;1(x)

+
e1+�n(x�1)

(n+ 1)!
(x� 1)n+1| {z }

Rn;1(x)

;8x 2 R

unde �n 2 ]0; 1[ :
Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor
T1;1 (x) = e+

e

1!
(x� 1) ;

T2;1 (x) = e+
e

1!
(x� 1) + e

2!
(x� 1)2 ;

T3;1 (x) = e+
e

1!
(x� 1) + e

2!
(x� 1)2 + e

3!
(x� 1)3

şi se observ¼a c¼a într-o vecin¼atate a lui x = 1 se poate aproxima f (x) cu Tn;1 (x) (gra�cul polinomului
aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

x

y

x

y

d) Fie f : R! R; f (x) = x3 � 5x2 + 7x� 1:
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Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R; şi în particular pe o vecin¼atate pentru
a = 1:

f (x) = x3 � 5x2 + 7x� 1 f (1) = 2
f 0 (x) = 3x2 � 10x+ 7 f 0 (1) = 0
f 00 (x) = 6x� 10 f 00 (1) = �4
f 000 (x) = 6 f 000 (1) = 6
f (4) (x) = 0 f (4) (1) = 0
::: :::

f (n) (x) = 0;8n 2 N4 f (n) (1) = 0;8n 2 N4
f (n+1) (x) = 0;8n 2 N3 f (n+1) (cn) = 0;8n 2 N3

Atunci formula Taylor de ordin n oarecare; n � 3; ataşat¼a lui f în a = 1 este
x3 � 5x2 + 7x� 1 =

�
2 +

�4
2!
(x� 1)2 + 6

3!
(x� 1)3 + 0 + :::+ 0

�
| {z }

Tn;1(x)

+ 0|{z}
Rn;1(x)

;8x 2 R.

Adic¼a un polinom de grad p "se dezvolt¼a" dup¼a un polinom Taylor în x � a; iar restul Lagrange
este identic egal cu 0; dac¼a formula este de la ordinul p� 1 încolo.

La acest exerci̧tiu se pot scrie şi formulele Taylor de ordin
n = 1 :

x3 � 5x2 + 7x� 1 = (2)|{z}
T1;1(x)

+
6 (1 + �1 (x� 1))� 10

2!
(x� 1)2| {z }

R1;1(x)

;8x 2 R,

unde �1 2 ]0; 1[ ; respectiv
n = 2 :

x3 � 5x2 + 7x� 1 =
�
2 +

�4
2!
(x� 1)2

�
| {z }

T2;1(x)

+
6

3!
(x� 1)3| {z }
R2;1(x)

;8x 2 R.

n = 3 :

x3 � 5x2 + 7x� 1 =
�
2 +

�4
2!
(x� 1)2 + 6

3!
(x� 1)3

�
| {z }

T3;1(x)

+ 0|{z}
R3;1(x)

;8x 2 R.

Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor
T1;1 (x) = 2;

T2;1 (x) = 2 +
�4
2!
(x� 1)2 ;

T3;1 (x) = 2 +
�4
2!
(x� 1)2 + 6

3!
(x� 1)3

şi se observ¼a c¼a într-o vecin¼atate a lui x = 1 se poate aproxima f (x) cu Tn;1 (x) (gra�cul polinomului
aproape se suprapune peste al lui f iar pentru n = 3 chiar se suprapune):

T3;1 (x) este descompunerea polinomului f dup¼a puteri ale lui x� 1:

x

y

x

y

x

y
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Exerci̧tiul 12: Fie f : ]0;+1[! R; f (x) =
p
arctg x:

S¼a se studieze dac¼a f este diferenţiabil¼a pe ]0;+1[. S¼a se determine
(df) (x) ;8x 2 ]0;+1[ ; (df) (1) ; ((df) (1)) (h) ;8h 2 R;
((df) (x)) (�3) ;8x 2 ]0;+1[ ; ((df) (1)) (�3) :

Rezolvare. A se vedea Curs


