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SEMINAR NR. 5, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

8:2: Serii de puteri în R

De�ni̧tia 1: Fie a 2 R şi (an)n2N un şir de numere reale. Se numeşte serie de puteri ale x� a sau
centrat¼a în a seria

a0 + a1 (x� a)1 + a2 (x� a)2 + :::+ an (x� a)n + :::; 8x 2 R sau

a0 +

1X
n=1

an (x� a)n ;8x 2 R.

Observa̧tia 1: O serie de puteri centrat¼a în a este o serie de funçtii putere reale
fn : R! R; fn (x) = an (x� a)n.

Teorema 1 (Cauchy-Hadamard): Fie � = lim
n!1

n
p
janj 2 [0;+1] şi R =

1

�
, numit¼a raz¼a de

convergenţ¼a. Atunci:
a) Seria de puteri centrat¼a în a este o serie absolut convergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� aj < R,
adic¼a pentru 8x 2 ]a�R; a+R[ :
b) Seria de puteri centrat¼a în a este o serie divergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� aj > R, adic¼a pentru
8x 2 ]�1; a�R[ [ ]a+R;+1[ :
c) Pentru x 2 R cu jx� aj = R, adic¼a pentru x = a � R şi x = a + R nu se poate preciza natura
seriei, se face studiu separat.

Observa̧tia 2: Dac¼a în Teorema 1,

lim
n!1

n
p
janj = 0) R = +1 )seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R:

lim
n!1

n
p
janj = +1) R = 0 )seria este absolut convergent¼a pentru x = a şi divergent¼a pentru

8x 2 Rn fag.

Observa̧tia 3: Dac¼a an 6= 0;8n 2 N, şi 9�1 = lim
n!1

jan+1j
janj

atunci R =
1

�1
:

Observa̧tia 4: Fie m 2 N. Teoria anterioar¼a este valabil¼a şi pentru (an)n2Nm şi
am (x� a)m + am+1 (x� a)m+1 + :::+ an (x� a)n + :::; 8x 2 R sau
1X
n=m

an (x� a)n ;8x 2 R.

Exerci̧tiul 1. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de puteri:

a) 1 +
1P
n=1

3n (x+ 2)n ;8x 2 R-Cursul 6; b)
1P
n=1

(�5)n

n
xn;8x 2 R-Cursul 6;
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c)
1X
n=1

(�2)n+1

n
(x+ 1)n ;8x 2 R; d)

1X
n=1

1

n2
(x� 2)n ;8x 2 R; e)

1X
n=1

3n+1

n2
xn;8x 2 R;

g)
1X
n=1

��
2
� arctg n

�
xn;8x 2 R; h)

1P
n=1

52n+1

2n2 + 7
xn;8x 2 R; i)

1P
n=1

1

n (n+ 1)
xn;8x 2 R;

j)
1P
n=1

�
1 +

1

n

�n2+n
� xn;8x 2 R; k)

1P
n=1

(�2)n � 3n
n

xn;8x 2 R;

l)
1X
n=1

2 + (�1)n

n2 � 2n xn;8x 2 R; m)
1X
n=1

n(�1)
n

xn;8x 2 R;

n)
1X
n=1

a(�1)
n

xn;8x 2 R, unde a 2 R�; o)
1X
n=0

enx2n;8x 2 R;

p)
1X
n=1

2n (x+ 1)n
2

;8x 2 R; q)
1X
n=1

xn
2
;8x 2 R; r)

1X
n=1

n!

3n
xn;

s)
1X
n=1

an
2
xn; a > 0; t)

1X
n=1

1

(n+ 1)!
(x+ 1)n ;8x 2 R -Cursul 6;

u)
1X
n=1

nn (x� �)n ;8x 2 R -Cursul 6; v) 1 +
1P
n=1

2n(�1)
n

xn;8x 2 R-Cursul 6:

Rezolvare. c)
1P
n=1

(�2)n+1

n
(x+ 1)n ;8x 2 R

Este o serie de puteri ale (x+ 1) sau centrat¼a în a = �1, cu

an =
(�2)n+1

n
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n
p
janj ) R =

1

�

Aici � = lim
n!1

n

vuut�����(�2)n+1n

����� = lim
n!1

n

vuut���(�1)n+1��� ��2n+1��
jnj = lim

n!1
2 n
p
2

n
p
n
=
2 � 1
1
) R = 1

2 :

Modul 2:
an 6= 0;8n 2 N şi 9�1 = lim

n!1
jan+1j
janj

) R =
1

�1

Aici an 6= 0;8n 2 N� şi

9�1 = lim
n!1

��� (�2)n+2n+1

������ (�2)n+1n

��� = lim
n!1

�
2n+2

2n+1
� n

n+ 1

�
= 2) R = 1

2 :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx+ 1j < 1

2 , adic¼a pentru 8x 2
�
�1� 1

2 ;�1 +
1
2

�
=�

�3
2 ;�

1
2

�
:
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�Seria este divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx+ 1j > 1
2 , adic¼a pentru 8x 2

�
�1;�3

2

�
[
�
�1
2 ;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jx+ 1j = 1
2 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = �3
2 se obţine seria

1P
n=1

(�2)n+1

n

�
�3
2 + 1

�n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

(�1)n+1 � 2n � 2
n

�
�1
2

�n are aceeaşi natur¼a�

(�2)
1P
n=1

1
n care este divergent¼a, ca serie armonic¼a cu � = 1:

-pentru x = �1
2 se obţine seria

1P
n=1

(�2)n+1

n

�
�1
2 + 1

�n are aceeaşi natur¼a� (�2)
1P
n=1

(�1)n
n care este semi-

convergent¼a, ca serie armonic¼a alternant¼a cu � = 1:
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
�
�3
2 ;�

1
2

�
;

semiconvergent¼a pentru x = �1
2 :

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1;�3

2

�
[
�
�1
2 ;+1

�
:

Rezultate de folosit la studiul naturii seriilor de puteri

Seria geometric¼a
1X
n=1

qn este
�
(AC), dac¼a q 2 ]�1; 1[
(D), dac¼a q 2 ]�1;�1] [ [1;+1[

Seria armonic¼a generalizat¼a
1X
n=1

1

n�
este

�
(AC), dac¼a � > 1
(D), dac¼a � � 1

Seria armonic¼a generalizat¼a alternant¼a
1X
n=1

(�1)n

n�
este

8<:
(AC), dac¼a � > 1
(SC), dac¼a � 2 ]0; 1]
(D), dac¼a � � 0

Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a: Dac¼a @ lim
n!1

xn sau 9 lim
n!1

xn 6= 0, atunci seria de numere

reale
1X
n=m

xn este divergent¼a.

Toate criteriile de la serii de numere reale, precum şi de�ni̧tia.

d)
1P
n=1

1

n2
(x� 2)n ;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 2) sau centrat¼a în a = 2, cu
an =

1

n2
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

Modul 1: � = lim
n!1

n

s���� 1n2
���� = lim

n!1
1

( n
p
n)

2 = 1) R = 1:

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi

9�1 = lim
n!1

��� 1
(n+1)2

����� 1
n2

�� = lim
n!1

n2

(n+1)2
= 1) R = 1:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 2j < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]2� 1; 2 + 1[ =
]1; 3[ :
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 2j > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ [ ]3;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jx� 2j = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = 1 se obţine seria

1P
n=1

1
n2
(1� 2)n are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

(�1)n
n2

care este absolut convegent¼a



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 4

ca serie armonic¼a generalizat¼a alternant¼a cu � = 2:

-pentru x = 3 se obţine seria
1P
n=1

1
n2
(3� 2)n are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

1
n2
care este absolut convegent¼a ca

serie armonic¼a generalizat¼a cu � = 2:.
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2 [1; 3] ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ [ ]3;+1[ :

e)
1P
n=1

3n+1

n2
xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu

an =
3n+1

n2
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

Modul 1: � = lim
n!1

n

s����3n+1n2

���� = lim
n!1

( n
p
3n)( n

p
3)

( n
p
n)

2 = 3) R = 1
3 :

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi

9�1 = lim
n!1

���3n+1+1
(n+1)2

������3n+1n2

��� = lim
n!1

3�n2
(n+1)2

= 3) R = 1
3 :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j < 1

3 , adic¼a pentru 8x 2
��1
3 ;

1
3

�
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j > 1

3 , adic¼a pentru 8x 2
�
�1; �13

�
[
�
1
3 ;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jx� 0j = 1
3 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = �1
3 se obţine seria

1P
n=1

3n+1

n2
��1
3 � 0

�n are aceeaşi natur¼a� 3
1P
n=1

(�1)n
n2

, care este absolut

convegent¼a ca serie armonic¼a alternant¼a generalizat¼a cu � = 2:.

-pentru x = 1
3 se obţine seria

1P
n=1

3n+1

n2
�
1
3 � 0

�n are aceeaşi natur¼a� 3
1P
n=1

1
n2
, care este absolut conver-

gent¼a ca serie armonic¼a generalizat¼a cu � = 2:
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
��1
3 ;

1
3

�
;

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1; �13

�
[
�
1
3 ;+1

�
:

g)
1P
n=1

�
�
2 � arctg n

�
xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu
an =

�
2 � arctg n;8n 2 N

�:
Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n

r����
2
� arctg n

��� greoi de calculat:
Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi
9�1 = lim

n!1
j�2�arctg(n+1)j
j�2�arctgnj

��
2
<arctg x<�

2
;;8x2R

= lim
n!1

�
2
�arctg(n+1)
�
2
�arctgn

L�Hospital pentru
=

funcţii ataşate
1) R = 1:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ :
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :
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�Pentru x 2 R cu jxj = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = �1 se obţine seria

1P
n=1

�
�
2 � arctg n

�
(�1)n are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

(�1)n
�
�
2 � arctg n

�
care

este semiconvergent¼a. Într-adev¼ar:

Seria
1P
n=1

(�1)n
�
�
2 � arctg n

�
este convergent¼a cu Criteriul Leibniz. Într-adev¼ar, şirul (xn)n2N�

este şir alternant, adic¼a

xn = (�1)n
��
2
� arctg n

�
| {z }
an>0;8n2N�

;8n 2 N�.

şi, mai mult, xn = (�1)n � an;8n 2 N�, unde8>>><>>>:
an > 0;8n 2 N�
(an)n2N� este şir monoton descresc¼ator

deoarece (arctg n)n2N� este şir monoton cresc¼ator
lim
n!1

an =
�
2 �

�
2 = 0:

C. Leibniz) seria
1P
n=1

(�1)n
�
�
2 � arctg n

�
este convergent¼a.

Seria
1P
n=0

(�1)n
�
�
2 � arctg n

�
nu este absolut convergent¼a deoarece seria modulelor

1P
n=1

�
�
2 � arctg n

�
este divergent¼a. Într-adev¼ar, se aplic¼a Criteriul compara̧tiei cu inegalit¼aţi. Fie

f : ]0;+1[! R, f (x) = �
2 � arctg x�

1
x + 1�

�
4

9f 0 : ]0;+1[! R, f 0 (x) = � 1
1+x2

+ 1
x2
= 1

x2(1+x2)
> 0

Cum f 0 (x) > 0;8x 2 ]0;+1[) f este monoton strict cresc¼atoare
) f (n) > f (1) = �

2 �
�
4 � 1 + 1�

�
4 = 0;8n 2 N

�:
Atunci
�
2 � arctg n >

1
n � 1 +

�
4 ;8n 2 N

�:
1X
n=1

�
1
n � 1 +

�
4

�
este serie divergent¼a, deoarece lim

n!1

�
1
n � 1 +

�
4

�
= �1 + �

4 6= 0

9>=>;
C. comparaţiei)

1P
n=1

�
�
2 � arctg n

�
este divergent¼a.

-pentru x = 1 se obţine seria
1P
n=1

�
�
2 � arctg n

�
care este divergent¼a.

Concluzie. Seria este:
absolut convergent¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ [1;+1[
semiconvergent¼a pentru x = �1:

h)
1P
n=1

52n+1

2n2 + 7
xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu

an =
52n+1

2n2 + 7
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

Modul 1: � = lim
n!1

n

s���� 52n+12n2 + 7

���� = lim
n!1

5
2n+1
n�

n
p
2n2 + 7

� = 52 ) R = 1
52
:

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi
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9�1 = lim
n!1

����� 52(n+1)+1

2 (n+ 1)2 + 7

��������� 52n+12n2 + 7

���� = lim
n!1

52n+3�2n�1
�
2n2 + 7

�
2 (n+ 1)2 + 7

= lim
n!1

�
52 � 2n2 + 7

2n2 + 4n+ 9

�
= 52 )

R = 1
52
:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j < 1

52
, adic¼a pentru 8x 2

��1
52
; 1
52

�
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j > 1

52
, adic¼a pentru 8x 2

�
�1; �1

52

�
[
�
1
52
;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jx� 0j = 1
52
nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = �1
52
se obţine seria

1P
n=1

52n+1

2n2 + 7

��1
52
� 0
�n are aceeaşi natur¼a� 5

1P
n=1

(�1)n
2n2+7

, care este absolut

convegent¼a. Într-adev¼ar:

0 �
��� (�1)n2n2+7

��� � 1
n2
;8n 2 N�:

1X
n=1

1
n2
este serie convergent¼a

ca şi serie armonic¼a cu � = 2 > 1

9>>>>=>>>>;
C. comparaţiei)

1X
n=1

��� (�1)n2n2+7

��� este serie convergent¼a.
-pentru x = 1

52
se obţine seria

1P
n=1

52n+1

2n2 + 7

�
1
52
� 0
�n are aceeaşi natur¼a� 5

1P
n=1

1
2n2+7

, care este absolut

convergent¼a ca anterior.
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
��1
52
; 1
52

�
;

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1; �1

52

�
[
�
1
52
;+1

�
:

i)
1P
n=1

1

n (n+ 1)
xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu
an =

1

n (n+ 1)
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n

s���� 1

n (n+ 1)

���� = lim
n!1

1

( n
p
n)
�
n
p
n+ 1

� = 1) R = 1
1 :

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi

9�1 = lim
n!1

���� 1

(n+ 1) (n+ 2)

�������� 1

n (n+ 1)

���� = lim
n!1

n (n+ 1)

(n+ 1) (n+ 2)
= 1) R = 1

1 :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jx� 0j = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = �1 se obţine seria
1P
n=1

1

n (n+ 1)
(�1� 0)n are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

(�1)n

n (n+ 1)
care este abso-

lut convegent¼a. Într-adev¼ar:
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0 �
���� (�1)nn (n+ 1)

���� � 1
n2
;8n 2 N�:

1X
n=1

1
n2
este serie convergent¼a

ca şi serie armonic¼a cu � = 2 > 1

9>>>>>=>>>>>;
C. comparaţiei)

1X
n=1

���� (�1)nn (n+ 1)

���� este serie convergent¼a.
-pentru x = 1 se obţine seria

1P
n=1

1

n (n+ 1)
(1� 0)n are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

1

n (n+ 1)
care este absolut

convergent¼a ca anterior.
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2 [�1; 1] ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :

j)
1P
n=1

�
1 +

1

n

�n2+n
� xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu

an =

�
1 +

1

n

�n2+n
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n

vuut�����
�
1 +

1

n

�n2+n����� = lim
n!1

�
1 +

1

n

�n2+n
n

= lim
n!1

�
1 +

1

n

�n+1
= e) R = 1

e :

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi 9�1 =greoi= e) R = 1
e :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j < 1

e , adic¼a pentru 8x 2
��1
e ;

1
e

�
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jx� 0j > 1

e , adic¼a pentru 8x 2
�
�1; �1e

�
[
�
1
e ;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jx� 0j = 1
e nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = �1
e se obţine seria

1P
n=1

�
1 +

1

n

�n2+n ��1
e

�n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

(�1)n
�
(1+ 1

n)
n+1

e

�n
care

este divergent¼a din Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a. Într-adev¼ar,
(1+ 1

n)
n+1

e � 1;8n 2 N� )dac¼a exist¼a, lim
n!1

xn 6= 0:

-pentru x = 1
e se obţine seria

1P
n=1

�
1 +

1

n

�n2+n �
1
e

�n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

�
(1+ 1

n)
n+1

e

�n
care este care

este divergent¼a din Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a. Într-adev¼ar,
(1+ 1

n)
n+1

e � 1;8n 2 N� )dac¼a exist¼a, lim
n!1

xn 6= 0:
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
��1
e ;

1
e

�
;

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1; �1e

�
[
�
1
e ;+1

�
:

k)
1P
n=1

(�2)n � 3n
n

xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu

an =
(�2)n � 3n

n
;8n 2 N�:

Deoarece N� =
n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 8

an =

(
2n�3n
n , dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

�2n�3n
n , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n

r��� (�2)n�3nn

��� = lim
n!1

n

q
3nj(�23 )

n�1j
n = lim

n!1

np3n� n
q
j(�23 )

n�1j
npn = 3:

SAU, Deoarece N� =
n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

vn =
n

r��� (�2)n�3nn

��� =
8><>:

np3n� n
q
1�( 23)

n

npn , dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
np3n� n

q
1+( 23)

n

npn , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:
Se determin¼a8<:

limek!1 v2ek = 3�1
1

limek!1 v2ek+1 = 3�1
1

) L
�
(vn)n2N�

�
= f3g )

8<: lim
n!1

vn = 3

lim
n!1

vn = 3

) � = lim
n!1

vn = 3: Deci R = 1
3 :

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi

9?�1 = lim
n!1

��� (�2)n+1�3n+1n+1

������ (�2)n�3nn

��� = lim
n!1

��� (�2)n+1�3n+1(�2)n�3n
n
n+1

��� = lim
n!1

 �����3n+1
�
(�23 )

n+1�1
�

3n((�23 )
n�1)

����� � n
n+1

!
= 3:

SAU, Deoarece N� =
n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

un =

��� (�2)n+1�3n+1n+1

������ (�2)n�3nn

��� =
��� (�2)n+1�3n+1(�2)n�3n

n
n+1

��� = ( 3n+1+2n+1

3n�2n � n
n+1 , dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

3n+1+2n+1

3n�2n � n
n+1 , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a8<:
limek!1u2ek = 3
limek!1u2ek+1 = 3

) L
�
(un)n2N�

�
= f3g )

8<: lim
n!1

un = 3

lim
n!1

un = 3

) �1 = lim
n!1

un = 3: Deci R = 1
3 :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj < 1

3 , adic¼a pentru 8x 2
��1
3 ;

1
3

�
:

�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj > 1
3 , adic¼a pentru 8x 2

�
�1; �13

�
[
�
1
3 ;+1

�
:

�Pentru x 2 R cu jxj = 1
3 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = �1
3 se obţine seria

1P
n=1

(�2)n�3n
n

��1
3

�n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

�
1
n

�
2
3

�n � (�1)n
n

�
. Ultima

serie este semiconvergent¼a ca sum¼a de seriile ulterioare. Într-adev¼ar:

*
1P
n=1

1
n

�
2
3

�n
este absolut convergent¼a din Criteriul raportului, deoarece termenul general al seriei,

xn =
1
n

�
2
3

�n
> 0;8n 2 N�

veri�c¼a

lim
n!1

xn+1
xn

= lim
n!1

1
n+1(

2
3)

n+1

1
n(

2
3)

n = 2
3 < 1:

*
1P
n=1

(�1)n
n este semiconvergent¼a, ca serie armonic¼a alternant¼a cu � = 1.

-pentru x = 1
3 se obţine seria

1P
n=1

(�2)n�3n
n

�
1
3

�n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

�
1
n

��2
3

�n � 1
n

�
. Ultima serie este
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divergent¼a ca sum¼a de seriile ulterioare. Într-adev¼ar

*
1P
n=1

1
n

��2
3

�n
este absolut convergent¼a din Criteriul raportului, deoarece termenul general al seriei

modulelor,
yn =

�� 1
n

��2
3

�n�� > 0;8n 2 N�
veri�c¼a

lim
n!1

yn+1
yn

= lim
n!1

1
n+1(

2
3)

n+1

1
n(

2
3)

n = 2
3 < 1:

*
1P
n=1

1
n este divergent¼a, ca serie armonic¼a cu � = 1.

Concluzie. Seria este:
absolut convergent¼a pentru 8x 2

�
1
3 ;
�1
3

�
;

semiconvergent¼a pentru x = �1
3

divergent¼a pentru 8x 2
�
�1; �13

�
[
�
1
3 ;+1

�
:

l)
1P
n=1

2 + (�1)n

n2 � 2n xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu

an =
2 + (�1)n

n2 � 2n ;8n 2 N�:

Deoarece N� =
n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

an =

(
3

n2�2n , dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
1

n2�2n , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N
Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n

r���2+(�1)nn2�2n

���:
Deoarece N� =

n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

vn =
n

r���2+(�1)nn22n

��� =
8<:

np3
( n
p
n)

2�2
, dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

1

( n
p
n)

2�2
, dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a8<:
limek!1 v2ek = 1

2

limek!1 v2ek+1 = 1
2

) L
�
(vn)n2N�

�
=
�
1
2

	
)

8<: lim
n!1

vn =
1
2

lim
n!1

vn =
1
2

) � = lim
n!1

vn =
1
2 ) R = 2:

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi 9?�1 = lim
n!1

��� 2+(�1)n+1
(n+1)2�2n+1

������2+(�1)nn2�2n

��� :
Deoarece N� =

n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

un =

��� 2+(�1)n+1
(n+1)2�2n+1

������2+(�1)nn2�2n

��� =
���2+(�1)n+12+(�1)n

n2�2n
(n+1)2�2n+1

��� =
8<:

1
3 �

n2

2(n+1)2
, dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

3
1 �

n2

2(n+1)2
, dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a
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8<:
limek!1u2ek = 1

6

limek!1u2ek+1 = 3
2

) L
�
(un)n2N�

�
=
�
1
6 ;
3
2

	
)

8<: lim
n!1

un =
1
6

lim
n!1

un =
3
2

) @�1 = lim
n!1

un )nu se poate aplica Modul 2:
Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj < 2, adic¼a pentru 8x 2 ]�2; 2[ :
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj > 2, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�2[ [ ]2;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jxj = 2 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = �2 se obţine seria

1P
n=1

2+(�1)n
n2�2n (�2)n are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

2�(�1)n+1
n2

. Ultima serie este

absolut convergent¼a. Într-adev¼ar
*Se studiaz¼a dac¼a lim

n!1
xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

2�(�1)n+1
n2

;8n 2 N�.
Deoarece N =

n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

xn =

(
3
n2
, dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

�1
n2
, dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

Se determin¼a8<:
limek!1x2ek = 0;
limek!1x2ek+1 = 0:

) L
�
(xn)n2N�

�
= f0g )

8<: lim
n!1

xn = 0

lim
n!1

xn = 0
) lim

n!1
xn = 0 )seria poate �

convergent¼a.
*Se aplic¼a Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi.

0 �
���2�(�1)n+1n2

��� � 3
n2
;8n 2 N�:

3
nX
n=1

1
n2
este serie convergent¼a ca şi serie

armonic¼a generalizat¼a cu � = 2 > 1:

9>>>>=>>>>;
C. comparaţiei)

1X
n=1

���2�(�1)n+1n2

��� este serie convergent¼a)
1X
n=1

2�(�1)n+1
n2

este serie absolut convergent¼a

-pentru x = 2 se obţine seria
1P
n=1

2+(�1)n
n2�2n 2n

are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

2+(�1)n
n2

. Ultima serie este absolut

convergent¼a, ca anterior:
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2 [�2; 2] ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�2[ [ ]2;+1[ :

m)
1P
n=1

n(�1)
n

xn;8x 2 R;

Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu
an = n

(�1)n ;8n 2 N�:
Deoarece N� =

n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

an =

(
n, dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
1
n , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.
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Modul 1: � = lim
n!1

n

q��n(�1)n��:
Deoarece N� =

n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

vn =
n

q��n(�1)n�� = ( n
p
n, dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
1
npn , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a8<:
limek!1 v2ek = 1
limek!1 v2ek+1 = 1

) L
�
(vn)n2N�

�
= f1g )

8<: lim
n!1

vn = 1

lim
n!1

vn = 1

) � = lim
n!1

vn = 1) R = 1:

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi 9?�1 = lim
n!1

���(n+ 1)(�1)n+1�����n(�1)n�� :

Deoarece N� =
n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

un =

���(n+ 1)(�1)n+1�����n(�1)n�� =

(
1

n(n+1) , dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
n (n+ 1) , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a8<:
limek!1u2ek = 0
limek!1u2ek+1 = +1

) L
�
(un)n2N�

�
= f0;+1g )

8<: lim
n!1

un = 0

lim
n!1

un = +1
) @�1 = lim

n!1
un )nu se poate aplica Modul 2:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ :
�Seria deste divergent¼a pentru 8x 2 R cu jxj > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jxj = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = �1 se obţine seria

1P
n=1

n(�1)
n
(�1)n care este divergent¼a din Condi̧tia su�cient¼a de

divergenţ¼a. Într-adev¼ar, termenul general al seriei este
xn = n

(�1)n (�1)n ;8n 2 N�.
Deoarece N =

n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 No, se expliciteaz¼a

xn =

(
n, dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
� 1
n , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N:

Se determin¼a8<:
limek!1x2ek = +1;
limek!1x2ek+1 = 0:

) L
�
(xn)n2N�

�
= f0;+1g )

8<: lim
n!1

xn = 0

lim
n!1

xn = +1
) @ lim

n!1
xn )seria

este divergent¼a.

-pentru x = 1 se obţine seria
1P
n=1

n(�1)
n

care este serie divergent¼a, analog cu anterior.

Concluzie. Seria este:
absolut convergent¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ :

n)
1P
n=1

a(�1)
n
xn;8x 2 R, unde a 2 R�;
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Analog cu m).

o)
1P
n=1

enx2n;8x 2 R.

Seria are aceeaşi natur¼a cu seria
1P
en=1 aenxen, unde aen =

�
en, dac¼a en = 2n; n 2 N�
0, dac¼a en = 2n+ 1; n 2 N:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.
Modul 1: e� = limen!1 enpjaenj:
Deoarece N� = f2n;n 2 N�g [ f2n+ 1;n 2 Ng, se expliciteaz¼a

ven = enpjaenj = � 2n
p
en, dac¼a en = 2n;n 2 N�

2n+1
p
0, dac¼a en = 2n+ 1;n 2 N:

Se determin¼a(
lim
n!1

v2n =
p
e

lim
n!1

v2n+1 = 0
) L

�
(ven)en2N�� = f0;peg )

8<: limen!1ven = 0
limen!1ven =

p
e

) e� = limen!1ven =
p
e) eR = R = 1p

e
:

Modul 2: Nu se poate aplica, deoarece a2n+1 = 0;8n 2 N:
Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard direct pentru seria ini̧tial¼a.

�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 R cu jxj < 1p
e
, adic¼a pentru 8x 2

i
� 1p

e
; 1p

e

h
:

�Seria deste divergent¼a, pentru 8x 2 R cu jxj > 1p
e
, adic¼a pentru 8x 2

i
�1;� 1p

e

h
[
i
1p
e
;+1

h
:

�Pentru x 2 R cu jxj = 1p
e
nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

-pentru x = � 1p
e
se obţine seria

1P
n=0

en
�
� 1p

e

�2n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

1, care este divergent¼a din

Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a, deoarece lim
n!1

xn = lim
n!1

1 = 1 6= 0.

-pentru x = 1p
e
se obţine seria

1P
n=0

en
�
1p
e

�2n are aceeaşi natur¼a�
1P
n=1

1, care este divergent¼a din Condi̧tia

su�cient¼a de divergenţ¼a, deoarece lim
n!1

xn = lim
n!1

1 = 1 6= 0.
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2
i
� 1p

e
; 1p

e

h
;

divergent¼a pentru 8x 2
i
�1;� 1p

e

i
[
h
1p
e
;+1

h
:

p)
1P
n=1

2n (x+ 1)n
2

;8x 2 R;

Seria are aceeaşi natur¼a cu seria
1P
en=1 aen (x+ 1)

en, unde aen =
�
2n, dac¼a en = n2; n 2 N�
0, dac¼a en 6= n2; n 2 N:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.
Modul 1: e� = limen!1 enpjaenj: Se expliciteaz¼a

ven = enpjaenj = � n2
p
2n, dac¼a en = n2;n 2 N�
0, dac¼a en 6= n2;n 2 N: =

�
n
p
2, dac¼a en = n2;n 2 N�
0, dac¼a en 6= n2;n 2 N:

Se determin¼a8>><>>:
limen!1en=n2

ven = 1
limen!1en6=n2

ven = 0 ) L
�
(ven)en2N�� = f0; 1g )

8<: limen!1ven = 0
lim
n!1

ven = 1
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) e� = limen!1ven = 1) eR = R = 1:
Modul 2: Nu se poate aplica, deoarece aen = 0;8en 6= n2; n 2 N:
Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx+ 1j < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�2; 0[ :
�Seria deste divergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx+ 1j > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�2[ [ ]0 +1[ :
�Pentru x 2 R cu jx+ 1j = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = �2 se obţine seria

1P
n=1

2n (�2 + 1)n
2 are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

(�1)n
2

2n care este divergent¼a

din Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a, deoarece @ lim
n!1

xn:

-pentru x = 0 se obţine seria
1P
n=1

2n (0 + 1)n
2 are aceeaşi natur¼a�

1P
n=1

2n care este divergent¼a din Condi̧tia

su�cient¼a de divergenţ¼a, deoarece lim
n!1

xn = lim
n!1

2n = +1 6= 0.
Concluzie. Seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2 ]�2; 0[ ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�2] [ [0;+1[ :

q)
1P
n=1

xn
2
;8x 2 R;

Analog cu p), seria este:
absolut convergent¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ :

r)
1P
n=1

n!

3n
xn;

s)
1P
n=1

an
2
xn; a > 0;

Indica̧tie. Este o serie de puteri ale (x� 0) sau centrat¼a în a = 0, cu
an = a

n2 ;8n 2 N�:
Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

� = lim
n!1

n

q��an2�� = lim
n!1

an =

8<:
0; dac¼a 0 < a < 1
1 dac¼a a = 1
+1 dac¼a a > 1:

) R =

8<:
+1; dac¼a 0 < a < 1
1 dac¼a a = 1
0 dac¼a a > 1:

Seria geometric¼a de puteri.
1X
n=m

xn;8x 2 R este

�punctual şi absolut convergent¼a, dac¼a x 2 ]�1; 1[, cu suma
s : ]�1; 1[! R; s (x) = xm

1

1� x ;
�divergent¼a, dac¼a x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ :

Pentru m = 0, se convine s¼a se noteze 1 +
1X
n=1

xn; adic¼a

(�) 1 + x+ x2 + :::+ xn + ::: = 1

1� x;8x 2 ]�1; 1[ sau jxj < 1:

Opera̧tii cu serii de puteri
Observa̧tia 1: În orice serie de puteri se poate face schimbare de variabil¼a de funçtie putere pe
intervalul de convergenţ¼a.
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În (�) ; din x = �y )

(�1) 1� y + y2 + :::+ (�1)n yn + ::: =
1

1 + y
;8y 2 R cu �y 2 ]�1; 1[ ; adic¼a y 2 ]�1; 1[ :

În (�) ; din x = �y2 )

(�2) 1� y2 + y4 + :::+ (�1)n y2n + ::: =
1

1 + y2
;8y 2 R cu �y2 2 ]�1; 1[ ; adic¼a y 2 ]�1; 1[ :

Teorema 2: A se vedea Cursul 6:
Teorema 3: A se vedea Cursul 6:

Exerci̧tiul 2. S¼a se determine intervalul de convergenţ¼a şi suma seriei
1P
n=1

n2xn;8x 2 R:

Rezolvare. Este o serie de puteri ale x� 0 sau centrat¼a în 0; cu
an = n

2;8n 2 N�:
Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei.

Modul 1: � = lim
n!1

n
p
jn2j = lim

n!1
( n
p
n)
2
= 12 = 1) R = 1

1 = 1:

Modul 2: an 6= 0;8n 2 N� şi

9�1 = lim
n!1

���(n+ 1)2���
jn2j = 1) R = 1:

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� 0j < 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ :

�Seria deste divergent¼a, pentru 8x 2 R cu jx� 0j > 1, adic¼a pentru 8x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ :
�Pentru x 2 R cu jx� 0j = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
-pentru x = �1 se obţine seria

1P
n=1

n2 (�1)n ; care este divergent¼a sau din Condi̧tia su�cient¼a de

divergenţ¼a, deoarece @ lim
n!1

xn = lim
n!1

n2 (�1)n sau ca serie armonic¼a generalizat¼a alternant¼a cu
� = �2:
-pentru x = 1 se obţine seria

1P
n=1

n2; care este divergent¼a sau din Condi̧tia su�cient¼a de divergenţ¼a,

deoarece lim
n!1

xn = lim
n!1

n2 = +1 6= 0 sau ca serie armonic¼a generalizat¼a cu � = �2:
Deci seria este:

absolut convergent¼a pentru 8x 2 ]�1; 1[ ;
divergent¼a pentru 8x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ :

Intervalul de convergenţ¼a este IC = ]�1; 1[ :
Etapa 3: Se determin¼a suma seriei.

1P
n=1

n2xn = s (x) ;8x 2 IC :

12x1 + 22x2 + 32x3 + :::+ n2xn + ::: =?;8x 2 IC :
Se observ¼a c¼a n poate s¼a apar¼a ca factor lui xn prin operaţia de derivare.
Se ştie de la seria geometric¼a
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(�) 1 + x+ x2 + :::+ xn + ::: = 1

1� x;8x 2 ]�1; 1[
���� ddx

Se aplic¼a Teorema 3 şi, prin derivare termen cu termen,

) 0 + 1 + 2x+ 3x2 + :::+ nxn�1 + ::: =
1

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[ = (�1; 1)

���� � x 2 ]�1; 1[ n f0g
) x+ 2x2 + :::+ nxn + ::: =

x

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[ n f0g :

Egalitatea precedent¼a se veri�c¼a şi pentru x = 0

) x+ 2x2 + :::+ nxn + ::: =
x

(1� x)2
;8x 2 ]�1; 1[

���� ddx
) 1 + 22x+ :::+ n2xn�1 + ::: =

1 (1� x)2 � x � 2 (1� x) (�1)
(1� x)4

;8x 2 ]�1; 1[
����� � x 2 ]�1; 1[ n f0g

) 12x1 + 22x2 + :::+ n2xn + ::: =
1 + x

(1� x)3
� x;8x 2 ]�1; 1[ n f0g :

Egalitatea precedent¼a se veri�c¼a şi pentru x = 0

) 12x1 + 22x2 + :::+ n2xn + ::: =
x (1 + x)

(1� x)3
;8x 2 ]�1; 1[ :

Deci suma seriei din enunţ este s (x) =
x (1 + x)

(1� x)3
;8x 2 ]�1; 1[ ; adic¼a

1P
n=1

n2xn =
x (1 + x)

(1� x)3
;8x 2 ]�1; 1[ ;

sau 12x+ 22x2 + 32x3 + :::+ n2xn + ::: =
x (1 + x)

(1� x)3
;8x 2 ]�1; 1[ :

Comentariu. Dac¼a se cerea suma seriei de puteri
1P
n=2

n2xn; se obţinea

1P
n=2

n2xn =
x (1 + x)

(1� x)3
� 12x;8x 2 ]�1; 1[ :

Exerci̧tiul 3. Fie seria logaritmic¼a
1P
n=1

(�1)n�1 1
n
xn;8x 2 R. S¼a se determine muļtimea de

convergenţ¼a şi suma ei.-A se vedea Cursul 6:

Exerci̧tiul 4. Fie seria exponenţial¼a 1 +
1P
n=1

1

n!
xn;8x 2 R. S¼a se determine muļtimea de

convergenţ¼a şi suma ei.-A se vedea Cursul 6.
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8:3: Dezvoltarea în serie Taylor (de puteri) a unei funçtii reale cu valori reale

De�ni̧tia 1: a) Fie I � R interval cu interior nevid şi a 2 int I. Fie f : I � R ! R o funçtie
derivabil¼a de orice ordin n 2 N� pe I; f 2 C1 (I;R). Se numeşte serie Taylor asociat¼a funcţiei f
într-o vecin¼atate a punctului a seria de puteri reale

f (a) +
f 0 (a)

1!
(x� a) + f

00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(x� a)n + :::;8x 2 I (1)

sau, restrâns, f (a) +
1P
n=1

f (n) (a)

n!
(x� a)n ;8x 2 I: (10)

Pentru a = 0; seria anterioar¼a se numeşte serie Maclaurin asociat¼a funcţiei f:
b) Fie IC � I intervalul de convergenţ¼a a seriei de puteri (1) : Funçtia f se numeşte dezvoltabil¼a în
serie Taylor pe IC dac¼a f este suma seriei de puteri (1) pe IC ; adic¼a

f (x) = f (a) +
f 0 (a)

1!
(x� a) + f

00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(x� a)n + :::;8x 2 IC (2)

sau, restrâns, f (x) = f (a) +
1P
n=1

f (n) (a)

n!
(x� a)n ;8x 2 IC : (20)

Teorema 1: Fie I � R interval cu interior nevid şi a 2 int I. Fie f : I � R! R o funçtie derivabil¼a
de orice ordin n 2 N� pe I; f 2 C1 (I;R). Fie IC � I intervalul de convergenţ¼a a seriei de puteri
(1) : Funçtia f este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe o vecin¼atate punctului a; pe eI � IC ; dac¼a şi
numai dac¼a

lim
n!1

Rn;a (x) = 0;8x 2 eI;
unde Rn;a (x) este un rest Taylor ataşat lui f pe o vecin¼atate punctului a.
Teorema 2: Fie I =(a� r; a+ r) � R un interval simetric. Fie f 2 C1 (I;R) : Dac¼a

9M > 0 a.î.
��f (n) (x)�� �M;8x 2 (a� r; a+ r) ;8n 2 N;

atunci lim
n!1

Rn;a (x) = 0;8x 2 I:

Exerci̧tii-A se vedea Cursul 6:


