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SEMINAR NR. 6, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

10: Limite de funçtii f : A � Rn ! Rp în a 2 A0

De�ni̧tia 1: Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0 �
�
R
�n
: Funçtia f are limita l 2

�
R
�p
în punctul a şi

se noteaz¼a lim
x!a;x2A

f (x) = l dac¼a

[8V 2 V (l) ;9U = UV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \ U;x 6= a) f (x) 2 V ]:
Dac¼a exist¼a, l 2

�
R
�p
se numeşte limita (global¼a a) funcţiei f în a.

Teorema 1 (de caracterizare a limitei)- A se vedea Curs:
Observa̧tia 1: Se reformuleaz¼a teorema de caracterizare pentru
A) f : A � R2 ! R; f (x; y) = :::. Fie a = (a1; a2) 2 A0;a 2 R2: Sunt echivalente a�rmaţiile
(a) (de�ni̧tia limitei cu vecin¼at¼a̧ti) 9 lim

(x;y)!(a1;a2);(x;y)2A
f (x; y) = l 2 R

(b) (caracterizarea "� �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n fag cu
jx� a1j < � şi jy � a2j < � ) jf (x; y)� lj < "]:

(c) (caracterizarea cu şiruri) (se renoteaz¼a cu n indicele de şir)
[8 ((xn; yn))n2Nm un şir de perechi de numere reale din A n fag, cu
lim
n!1

(xn; yn) = (a1; a2)) lim
n!1

f (xn; yn) = l]

B) f : A � R3 ! R; f (x; y; z) = ::: Fie a = (a1; a2; a3) 2 A0;a 2 R3: Sunt echivalente a�rmaţiile
(a) (de�ni̧tia limitei cu vecin¼at¼a̧ti) 9 lim

(x;y;z)!(a1;a2;a3);(x;y)2A
f (x; y; z) = l 2 R

(b) (caracterizarea "� �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y; z) 2 A n fag cu
jx� a1j < �; jy � a2j < �; jz � a3j < � ) jf (x; y; z)� lj < "]:

(c) (caracterizarea cu şiruri) (se renoteaz¼a cu n indicele de şir)
[8 ((xn; yn; zn))n2Nm un şir de triplete de numere reale din A n fag, cu
lim
n!1

(xn; yn; zn) = (a1; a2; a3)) lim
n!1

f (xn; yn; zn) = l]

Corolar 1: Se renoteaz¼a cu n indicele de şir. Se reformuleaz¼a criteriul de inexistenţ¼a a limitei
cu şiruri din Curs pentru
A) f : A � R2 ! R; f (x; y) = :::; a = (a1; a2) 2 A0;a 2

�
R
�2
. Dac¼a

9 ((xn; yn))n2Nm un şir de perechi de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

(xn; yn) = (a1; a2) ;

9 ((exn; eyn))n2Nm un şir de perechi de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

(exn; eyn) = (a1; a2) ;
a.î.�sau unul din şirurile (f (xn; yn))n2Nm ; (f (exn; eyn))n2Nm nu are limit¼a;

�sau ambele şiruri (f (xn; yn))n2Nm ; (f (exn; eyn))n2Nm au limit¼a, cu
lim
n!1

f (xn; yn) = l, lim
n!1

f (exn; eyn) = el şi l 6= el;
atunci /9 lim

(x;y)!(a1;a2)
f (x; y) :

B) f : A � R3 ! R; f (x; y; z) = :::, a = (a1; a2; a3) 2 A0;a 2 R3: Dac¼a
9 ((xn; yn; zn))n2Nm un şir de triplete de numere reale din A n fag, cu

lim
n!1

(xn; yn; zn) = (a1; a2; a3) ;

9 ((exn; eyn; ezn))n2Nm un şir de triplete de numere reale din A n fag, cu
lim
n!1

(exn; eyn; ezn) = (a1; a2; a3) ;
a.î. �sau unul din şirurile (f (xn; yn; zn))n2Nm ; (f (exn; eyn; ezn))n2Nm nu are limit¼a;

�sau ambele şiruri (f (xn; yn; zn))n2Nm ; (f (exn; eyn; ezn))n2Nm au limit¼a, cu
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lim
n!1

f (xn; yn; zn) = l, lim
n!1

f (exn; eyn; ezn) = el şi l 6= el;
atunci /9 lim

(x;y;z)!(a1;a2;a3)
f (x; y; z) :

De�ni̧tia 2: Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0;a 2 Rn: Fie h 2 Rn n f�Rng o direçtie în Rn. Funçtia f
are limita l 2 Rp în punctul a dup¼a direcţia h dac¼a

[9U 2 VR (0) a.î. 8t 2 U cu a+ th 2 A) lim
t!0;t2U

f (a+ th) = l]:

Dac¼a exist¼a, l 2 Rp se numeşte limita funcţiei f în a dup¼a direcţia h.
Teorema 3: Fie f : A � Rn ! Rp şi a 2 A0;a 2 Rn. Dac¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l 2 Rp atunci, pentru

8h 2 Rn n f�Rng direçtie în Rn, 9 lim
t!0

f (a+ th) = l 2 Rp:
Corolar 2: (criteriul de inexistenţ¼a a limitei cu limita dup¼a direçtii)
Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0 � Rn. Dac¼a

� sau 9h 2 Rn n f�Rng direçtie în Rn pentru care @ lim
t!0

f (a+ th) ;

� sau 8h 2 Rn n f�Rng direçtie în Rn; 9 lim
t!0

f (a+ th), dependent¼a de h;

atunci /9 lim
x!a;x2A

f (x) :

De�ni̧tia 3: De�ni̧tia limitelor iterate şi paŗtiale-A se vedea Curs:
Teorema 5: Fie f : A � Rn ! Rp şi a 2 A0;a 2

�
R
�n
. Dac¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l 2

�
R
�p
şi exist¼a o

limit¼a iterat¼a lim
xj!aj

�
lim
xi!ai

f(x1; x2; :::; xn)

�
atunci exist¼a şi limita iterat¼a lim

xi!ai

�
lim
xj!aj

f(x1; x2; :::; xn)

�
şi cele dou¼a limite iterate sunt egale, şi egale cu limita l.
Observa̧tia 4: Dac¼a limitele iterate într-un punct exist¼a şi sunt egale, nu rezult¼a c¼a exist¼a limita
global¼a a funçtiei în punctul respectiv.
Teorema 4: Fie f : A � Rn ! Rp; f (x1; :::; xn) = (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fp (x1; :::; xn)) şi a 2 A0;a 2�
R
�n
: Atunci 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l 2

�
R
�p
; l = (l1; :::; lp), 9 lim

x!a;x2A
fi (x) = li 2 R;8i 2 f1; :::; pg :

Exerci̧tiul 1: Folosind una din caracteriz¼arile limitei unei funçtii într-un punct, s¼a se arate c¼a

a) lim
(x;y)!(1;3)

(3 + 2xy) = 9; b) lim
(x;y)!(0;0)

x2y + xy2

x2 + y2
= 0; c) lim

(x;y;z)!(1;1;1)

x3 + y3 + z3

x2 + y2 + z2
= 1;

d) lim
(x;y)!(3;2)

x

y2
=
3

4
; e) lim

(x;y)!(0;0)

x2y

x2 + y2
= 0; f) lim

(x;y)!(1;0)

(x� 1)y2
(x� 1)2 + y2 = 0:

Rezolvare. a), b), c) -A se vedea Curs:
d) Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =

x

y2
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; y 6= 0

	
:

z
y x

z
y x y

z
x y

z
x

Se alege A =
�
(x; y) 2 R2; y > 1

	
� D a.î. a = (3; 2) 2 A0. Se studiaz¼a dac¼a

9 lim
(x;y)!(3;2);(x;y)2A

x

y2
=
3

4
, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(3; 2)g cu
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jx� 3j < � şi jy � 2j < �| {z }
(x;y) este în o vec. a (3;2)

)
����f (x; y)� 34

���� < "| {z }
f(x;y) este în o vec. a 3

4

]:]

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(3; 2)g cu
jx� 3j < � şi 0 < jy � 2j < � s¼a rezulte����f (x; y)� 34

���� = ���� xy2 � 34
���� = ����4x� 3y24y2

���� =
���4 (x� 3)� 3 (y � 2)2 � 12 (y � 2)���

4 jyj2
(x;y)2A
�
y>1

4 jx� 3j+ 3 jy � 2j2 + 12 jy � 2j
1

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �
4� + 3�2 + 12� < ":

modul 1: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î.

3�2 + 16� � " < 0, � 2
i
�8�

p
64+3"
3 ; �8+

p
64+3"
3

h
; adic¼a a.î. 0 < � < �8+

p
64+3"
3 :

Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi �8+
p
64+3"
3 exist¼a un astfel de �.

De exemplu, � = 1
2

�
�8+

p
64+3"
3

�
:

modul 2: De menţionat c¼a, deoarece � (") este "raz¼a" pentru o vecin¼atate a punctului (1; 3), se
poate c¼auta chiar şi � = � (") 2 ]0; 1[ a.î.

4� + 3�2 + 12�
�2<�; pentru �2]0;1[

< 4� + 3� + 12� = 19� < ":
Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi "

19 exist¼a un astfel de �. De exemplu,
� = min

�
1
2
"
19 ; 1

	
:

De precizat c¼a alegerea lui A � D în aceast¼a manier¼a faciliteaz¼a ca 1
jyj2 < 1.

e) Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2y

x2 + y2
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 0)

	
:

y x
z

y x
z

xy
z

xy
z

Se alege A = R2 n f(0; 0)g = D a.î. a = (0; 0) 2 A0. Se studiaz¼a dac¼a

9 lim
(x;y)!(0;0)

x2y

x2 + y2
= 0, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu
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jx� 0j < � şi jy � 0j < �| {z }
(x;y) este în o vec. a (0;0)

) jf (x; y)� 0j < "| {z }]
f(x;y) este în o vec. a 0

:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a
rezulte

modul 1:(folosind u
u+v < 1;8u > 0; v > 0)

jf (x; y)� 0j =
���� x2y

x2 + y2
� 0
���� = x2

x2 + y2
� jyj

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �
1 � � < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < � < ". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale
0 şi " exist¼a un astfel de �. De exemplu, � = "

2 :
modul 2:(folosind u2 + v2 � 2 juj � jvj ;8u; v 2 R)

jf (x; y)� 0j =
���� x2y

x2 + y2
� 0
���� = x2 jyj

x2 + y2
� x2 jyj
2 jxj � jyj =

1
2 jxj

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �

�
2 < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < �
2 < ". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale

0 şi " exist¼a un astfel de �. De exemplu, � = ":

Exerci̧tiul 2: S¼a se arate c¼a urm¼atoarele funçtii nu au limit¼a în a = (0; 0) :

a) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

;b) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x4 � 2x2y + y2

x4 + y2
;

c) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x

x4 + y2
;d) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =

xp
x2 + y2

;

e) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x

x2 + y2
;f) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) = cos

1p
x2 + y2

;

g) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) = sin
1p

x2 + y2
.h) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =

x2

x2 + y2
;

Rezolvare. a), b), c) -A se vedea Curs:
d) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =

xp
x2 + y2

;

z
y x

z
y x y

z
x y

z
x
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Fie A = R2 n f(0; 0)g. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0, deci are sens studiul limitei.
Ar¼at¼am c¼a @ lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :

Modul 1:�cu şiruri. Se alege:
� (xn; yn) =

�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) =
1
nq�

1
n

�2
+
�
1
n

�2 = 1p
2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
1p
2
= 1p

2
:

� (exn; eyn) = �0; 1n� ;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g a.î. limn!1
(exn; eyn) = (0; 0).

f (exn; eyn) = 0q
02 +

�
1
n

�2 = 0) lim
n!1

f (exn; eyn) = lim
n!1

0 = 0:

Cum 1p
2
6= 0) @ lim

(x;y)!(0;0)

xp
x2 + y2

:

Modul 2:-cu limite dup¼a direçtii, dac¼a este posibil.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

th1q
(th1)

2 + (th2)
2
=

lim
t!0;t2U

tp
t2

h1
h21 + h

2
2

= lim
t!0;t2U

t

jtj
h1

h21 + h
2
2

t este var. de trecere la lim
= @;8h 6= (0; h2)

)exist¼a direçtii h 6= (0; h2) pentru care limita funçtiei f în (0; 0) nu exist¼a) nu exist¼a limita
global¼a a funçtiei f în (0; 0).

e) Analog cu a), TEM¼A
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y x
z

y x
z zy x zy x

f) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) = cos
1p

x2 + y2
;

z
y x

z
y x y

z
x

z
y x

Fie A = R2 n f(0; 0)g. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0, deci are sens studiul limitei.
Se arat¼a c¼a @ lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :

Modul 1:-cu şiruri
Modul 1:1. Se alege:

(xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) = cos
1q�

1
n

�2
+
�
1
n

�2 = cos np2 ) @ lim
n!1

f (xn; yn)

) @ lim
(x;y)!(0;0)

cos
1p

x2 + y2
:

Modul 1:2. Se alege:

� (xn; yn) =
�

1p
2�2n� ;

1p
2�2n�

�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) = cos
1r�

1
2
p
2n�

�2
+
�

1
2
p
2n�

�2 = cos 2n� = 1) lim
n!1

f (xn; yn) =

= lim
n!1

1 = 1:

� (exn; eyn) = � 1p
2�(�2+2n�)

; 1p
2�(�2+2n�)

�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(exn; eyn) = (0; 0).

f (exn; eyn) = cos 1s�
1p

2�(�2 +2n�)

�2
+

�
1p

2�(�2 +2n�)

�2 = cos ��2 + 2n�� = 0) lim
n!1

f (exn; eyn) =
= lim
n!1

0 = 0:

Cum 1 6= 0) @ lim
(x;y)!(0;0)

cos
1p

x2 + y2
:

Modul 2:-cu limite dup¼a direçtii, dac¼a este posibil.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:
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9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U
cos

1q
(th1)

2 + (th2)
2
=

= lim
t!0;t2U

cos

 
1

jtj
1p

h21 + h
2
2

!
t este var. de

=
trecere la lim

@;8h

)exist¼a direçtii h (chiar toate) pentru care limita funçtiei f în (0; 0) nu exist¼a) nu exist¼a
limita global¼a a funçtiei f în (0; 0).

g) Analog cu f), TEM¼A

y
z

x
z
y x

z
y x

z
y x

h) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x2

x2 + y2
;

z
y x

z
y x

y x

z

xy

z

Fie A = R2 n f(0; 0)g. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0, deci are sens studiul limitei.
Se arat¼a c¼a @ lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :

Modul 1:-cu şiruri. Se alege:
� (xn; yn) =

�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) =
1
n�

1
n

�2
+
�
1
n

�2 = n

2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
n

2
= +1:

� (exn; eyn) = �0; 1n� ;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g a.î. limn!1
(exn; eyn) = (0; 0).

f (exn; eyn) = 02

02 +
�
1
n

�2 = 0) lim
n!1

f (exn; eyn) = lim
n!1

0 = 0:

Cum +1 6= 0) @ lim
(x;y)!(0;0)

x

x2 + y2
:

Modul 2:-cu limite dup¼a direçtii, dac¼a este posibil.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)
2

(th1)
2 + (th2)

2 =

= lim
t!0;t2U

t2

t2
h21

h21 + h
2
2

t este var. de trecere la lim
=

h1
h21 + h

2
2

;8h 6= (h1; h2)
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)pentru 8h 6= (h1; h2) limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a direçtia h exist¼a, dar depinde de h )
nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0).

Exerci̧tiul 3: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii au limit¼a global¼a în a = (0; 0), şi dac¼a da,
s¼a se determine aceast¼a limit¼a

a) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x3

x2 + y2
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 0)

	
;

b) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2

x� y , unde D =
�
(x; y) 2 R2;x� y 6= 0

	
;

c) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
y2

x+ y
, unde D =

�
(x; y) 2 R2;x+ y 6= 0

	
;

d) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2

jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

e) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2 + y2

jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

f) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2 � y2
jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

g) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x4y + x2y4

x4 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

h) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x4y4

x4 + y4
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

i) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x+ y

x2 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

j) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x� y
x+ y

, unde D =
�
(x; y) 2 R2;x+ y 6= 0

	
;

k) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x� y
jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

l) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
xy

jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

m) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x+ yp
jxj+

p
jyj
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

n) f : D � R2 ! R; f (x; y) = x2 + y2, unde D = R2;
o) f : D � R2 ! R; f (x; y) =

�
1 + x2 jyj

� 1
x2+y2 , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

p) f : D � R2 ! R; f (x; y) = (x+ y) sin
1

x
cos

1

y
, unde D = R2 n f(0; 0)g :

q) f : D � R2 ! R; f (x; y) =

( x

y
; dac¼a 1 � x2 + y2 � 2; y 6= 0
0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

,

unde D =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 2; y 6= 0

	
[ f(0; 0)g ;

Rezolvare. a) -A se vedea Curs.

b) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2

x� y , unde D =
�
(x; y) 2 R2;x� y 6= 0

	
;
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xy
z

xy
z xzy xzy

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
Modul 1:-cu şiruri. Se alege un şir

� (xn; yn) =
�
1
n ;

�1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) =

�
1
n

�2
1
n �

�1
n

=
1

n2
� n
2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
1

2n
= e0:

) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea e0:
modul 2: cu limite dup¼a direçtii
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2 cu h1 6= h2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)
2

(th1)� (th2)
=

= lim
t!0;t2U

t2

t

h21
h1 � h2

= e0;8 (h1; h2)
)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a orice direçtie h şi are valoarea e0 ) se poate s¼a existe

limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea e0:
Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei globale a funçtiei în (0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):

9 lim
(x;y)!(01;02)

f (x; y) = e0, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(01; 02)g cu

jx� 01j < � şi jy � 02j < � )
���f (x; y)� e0��� < "]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x2x� y � 0

���� = x2

jx� yj
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �

::: < ":

Se încearc¼a jx� yj � jxj+ jyj - nu foloseşte - nu se poate "sc¼apa" de x; y:
Se încearc¼a jjxj � jyjj � jx� yj - nu foloseşte - nu se poate "sc¼apa" de x; y:
Se intuieşte c¼a:-sau nu se ştie o majorare, înainte de a scrie ::: < ":

-sau nu exist¼a limita global¼a lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Etapa 3: Se arat¼a c¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) cu şiruri.

S-a ales deja un şir la etapa 1
� (xn; yn) =

�
1
n ;

�1
n

�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) =

�
1
n

�2
1
n �

�1
n

=
1

n2
� n
2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
1

2n
= 0:

Se alege şi
� (exn; eyn) = � 1n ; 1n � 1

n2

�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(exn; eyn) = (0; 0).
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f (exn; eyn) = �
1
n

�2�
1
n

�
�
�
1
n �

1
n2

� = 1) lim
n!1

f (exn; eyn) = lim
n!1

1 = 1:

Cum 0 6= 1) @ lim
(x;y)!(0;0)

x2

x� y :

Comentariu �De menţionat c¼a, în etapa 1 s-a ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu
limita (0; 0) rezult¼a c¼a lim

n!1
f (xn; yn) = 0 şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (0; 0). Deci nu

se poate aplica Teorema 2 ) nu se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(0;0)

x2

x� y = 0: La acest exerci̧tiu,

conform etapei 3, chiar s-a ar¼atat c¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

x2

x� y :

�Etapa 1 putea � completat¼a cu
sau modul 3: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) pe direçtii particulare, de forma
y = �x; � 2 R�; � 6= 1 pentru ca y 6= x:

lim
(x;y)!(0;0);y=�x

x2

x� y = lim
(x;y)!(0;0);y=�x

x (�x)

x� �x = lim
(x;y)!(0;0);y=�x

x2

x

�

1� � = 0:

)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a orice direçtie particular¼a, şi are valoarea e0 (independent¼a
de �)) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea e0:8><>:

De precizat c¼a pentru a studia lim
(x;y)!(a1;a2)

f (x; y) se determin¼a

lim
(x;y)!(a1;a2)

y�a2=�(x�a1);�2R�

f (x; y) , adic¼a lim
x!a1

f (x; a2 + � (x� a1))

sau modul 4: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu şiruri particulare, care tind la
(0; 0) pe o dreapt¼a de pant¼a � 2 R�: Se poate alege

(xn; yn) =
�
1
n ;

�
n

�
;8n 2 N�, � 6= 1, şiruri din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).

f (xn; yn) =

�
1
n

�2
1
n �

�
n

) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

1

n

1

1� � =
e0:

)pentru �ecare şir ((xn; yn))n2N� astfel ales se obţine câte o valoare a limitei independent¼a de
panta dreptei pe care şirul se deplaseaz¼a spre origine, şi are valoarea e0) se poate s¼a existe limita
global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea e0:
sau modul 5: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu o schimbare a variabilelor de
trecere la limit¼a, şi anume�

x = r cos'
y = r sin'

;' 2 [0; 2�[

Se face ca (x; y)! (0; 0) pe cercuri centrate în (0; 0) cu r ! 0: ' 6= �

4
, pentru ca x 6= y. Cum

lim
r!0

r2 cos2 '

r cos'� r sin' = lim
r!0

r2

r

cos2 '

cos'� sin' = 0 (independent de ' 2 [0; 2�[r
n�
4

o
)

) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea 0:8>>>>><>>>>>:

De precizat c¼a pentru a studia lim
(x;y)!(a1;a2)

f (x; y) se face schimbarea�
x = a1 + r cos'
y = a2 + r sin'

;' 2 [0; 2�[

şi se studiaz¼a lim
(x;y)!(a1;a2)

x=a1+r cos';y=a2+r sin';'2[0;2�[;r>0

f (x; y) , adic¼a lim
r!0

f (a1 + r cos'; a2 + r sin')
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c) @ lim
(x;y)!(0;0)

y2

x+ y
analog:

xy
z

xy
z z xy z xy

d) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2

jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

y x
z

y x
z

xy

z

xy

z

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
Modul 1:-cu şiruri. Se alege un şir

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din Anf(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). Se observ¼a

c¼a

f (xn; yn) =

�
1
n

�2
1
n +

1
n

=
1

n2
� n
2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
1

2n
= 0:

) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea 0:
modul 2: cu limite dup¼a direçtii. Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)
2

jth1j+ jth2j
=

= lim
t!0;t2U

t2

jtj
h21

jh1j+ jh2j
= 0;8 (h1; h2)

)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a orice direçtie h, şi are valoarea 0 ) se poate s¼a existe
limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea 0:
Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):

lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu

jx� 0j < � şi jy � 0j < � ) jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x2

jxj+ jyj � 0
���� = x2

jxj+ jyj
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �

::: < ":

Se încearc¼a
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jxj+ jyj > 0 + jyj ) x2

jxj+ jyj <
x2

jyj <
�2

jyj - nu foloseşte - nu se poate "sc¼apa" de y:
Se încearc¼a

jxj+ jyj � jxj+ 0) x2

jxj+ jyj <
x2

jxj = jxj < � < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < � < ". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele
reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. De exemplu, � = "

2 :

Deci 9 lim
(x;y)!(0;0)

x2

jxj+ jyj = 0:

e) 9 lim
(x;y)!(0;0)

x2 + y2

jxj+ jyj = 0:

y
z

x y
z

x
y x

z

y x

z

f) 9 lim
(x;y)!(0;0)

x2 � y2
jxj+ jyj = 0:

xy
z

x
z
y xy

z
xy

z

g) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x4y + x2y4

x4 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

x
z
y x

z
y

y

z

x

z

y x

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
Modul 1:-cu şiruri. Se alege un şir

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0).
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f (xn; yn) =

�
1
n

�4 � 1
n

�
+
�
1
n

�2 � 1
n

�4�
1
n

�4
+
�
1
n

�2 =

�
1
n

�3
+
�
1
n

�4�
1
n

�2
+ 1

=
n+ 1

n4
� n2

n2 + 1
) lim

n!1
f (xn; yn) = 0:

) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea 0:
modul 2: cu limite dup¼a direçtii. Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)
4 (th2) + (th1)

2 (th2)
4

(th1)
4 + (th2)

2 =

= lim
t!0;t2U

t5

t2
h41h2 + th

2
1h
4
2

t2h41 + h
2
2

= 0
h41h2 + 0 � h21h42
0 � h41 + h22

= 0;8 (h1; h2)

)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a orice direçtie h şi are valoarea 0 ) se poate s¼a existe
limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea 0:
Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):

lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu

jx� 0j < � şi jy � 0j < � ) jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
����x4y + x2y4x4 + y2

� 0
���� � x4 jyj+ x2y4

x4 + y2
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �

::: < ":

Se încearc¼a x4 + y2 > x4 ) jf (x; y)� 0j < x4 jyj+ x2y4
x4

= jyj + jyj4

jxj2
< � +

�4

jxj2
< "�nu se

poate "sc¼apa" de x:

Se încearc¼a x4 + y2 > y2 ) jf (x; y)� 0j < x4 jyj+ x2y4
y2

=
x4

jyj + x
2y2 <

�4

jyj + �
4 < "�nu se

poate "sc¼apa" de y:

Se încearc¼a x4 + y2 > 2x2 jyj ) jf (x; y)� 0j < x4 jyj+ x2y4
2x2 jyj = 1

2x
2 + 1

2 jyj
3 < 1

2�
2 + 1

2�
3 < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 12�
2 + 1

2�
3 < ". Deoarece � (") este "raz¼a" pentru o vecin¼atate a

punctului (0; 0), se poate c¼auta chiar şi � = � (") 2 ]0; 1[ a.î.
1
2�
2 + 1

2�
3
�2<�; pentru �2]0;1[

< 1
2� +

1
2� = � < ":

Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. De exemplu,
� = min

�
"
2 ; 1
	
:

Deci 9 lim
(x;y)!(0;0)

x4y + x2y4

x4 + y2
= 0:

h) 9 lim
(x;y)!(0;0)

x4y4

x4 + y4
= 0:

y x
z

y x
z

xy

z

xy

z

i) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x+ y

x2 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;
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z
y x

z
y x

zy x zy x

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
modul 2: cu limite dup¼a direçtii. Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu direçtii.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1) + (th2)

(th1)
2 + (th2)

2 = lim
t!0;t2U

t

t2
h1 + h2
h21 + h

2
2

Cum lim
t!0;t<0

1

t
= �1 şi lim

t!0;t>0

1

t
= +1) @ lim

t!0;t2U

1

t
:

Deci nu exist¼a limitei funçtiei în (0; 0) dup¼a nici o direçtie din R2;h cu h1 + h2 6= 0:
)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim

(x;y)!(0;0)

x+ y

x2 + y2
:

j) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x� y
x+ y

, unde D =
�
(x; y) 2 R2;x+ y 6= 0

	
;

xy
z

xy
z

xy
z

xy
z

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
modul 2: cu limite dup¼a direçtii. Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu direçtii.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2, cu h1 6= h2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

th1 � th2
th1 + th2

= lim
t!0;t2U

t

t

h1 � h2
h1 + h2

=

h1 � h2
h1 + h2

:

Pentru �ecare h = (h1; h2) o direçtie în R2, obţinem câte o valoare a limitei anterioare. Conform
Teoremei 4, era necesar ca limita anterioar¼a sa aib¼a aceeaşi valoare pentru orice direçtie

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

x� y
x+ y

:

Comentariu.�Etapa 1 putea � completat¼a cu
sau modul 3: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu direçtii particulare, de forma
y = �x; � 2 R�; � 6= �1 pentru ca y 6= �x:

lim
(x;y)!(0;0);y=�x

x� y
x+ y

= lim
(x;y)!(0;0);y=�x

x� �x
x+ �x

= lim
(x;y)!(0;0);y=�x

x

x

1� �
1 + �

=
1� �
1 + �

:
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)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a orice direçtie particular¼a, dar are valoarea 1� �
1 + �

, de-

pendent¼a de �: Deoarece limita anterioar¼a nu este un num¼ar independent de �, ci pentru �ecare
pant¼a � a dreptei pe care (x; y) se deplaseaz¼a spre (0; 0) obţinem câte o valoare a limitei

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

x� y
x+ y

:

sau modul 4: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu şiruri particulare, care tind la
(0; 0) pe o dreapt¼a de pant¼a � 2 R�: Se alege

(xn; yn) =
�
1
n ;

�
n

�
;8n 2 N�, � 6= �1, şiruri de perechi din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). se

observ¼a c¼a

f (xn; yn) =
1
n �

�
n

1
n +

�
n

) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

1� �
1 + �

=
1� �
1 + �

:

Deoarece limita anterioar¼a nu este un num¼ar independent de �, ci pentru �ecare şir ((xn; yn))n2N�
obţinem câte o valoare a limitei dependent¼a de panta dreptei pe care şirul se deplaseaz¼a spre origine

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

x� y
x+ y

:

sau modul 5: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu o schimbare a variabileler de
trecere la limit¼a, şi anume�

x = r cos'
y = r sin'

;' 2 [0; 2�[

Se face ca (x; y)! (0; 0) pe cercuri cu r ! 0: ' 6= 3�

4
, pentru ca x 6= �y. Cum

lim
r!0

r cos'+ r sin'

r cos'� r sin' = lim
r!0

r

r

cos'+ sin'

cos'� sin' =
cos'+ sin'

cos'� sin' (depinde de ' 2 [0; 2�[r
�
3�

4

�
)

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

x� y
x+ y

:

k) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x� y
jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

z
y x

z
y x

z
y x y

z
x

l) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
xy

jxj+ jyj , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

y x
z

y x
z

xy
z

xy
z

m) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x+ yp
jxj+

p
jyj
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;
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y x
z

y x
z

xy
z

xy
z

n) f : D � R2 ! R; f (x; y) = x2 + y2, unde D = R2;

z
y x y

z
x

y x

z

y x

z

o) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
�
1 + x2 jyj

� 1
x2+y2 , unde D = R2 n f(0; 0)g ;

y x
z z

y x
xy

z

xy

z

p) f : D � R2 ! R; f (x; y) = (x+ y) sin
1

x
cos

1

y
, unde D = R2 n f(0; 0)g :

y
z

x y
z

x xy
z

xy
z

q) f : D � R2 ! R; f (x; y) =

( x

y
; dac¼a 1 � x2 + y2 � 2; y 6= 0
0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

,

unde D =
�
(x; y) 2 R2; 1 � x2 + y2 � 2; y 6= 0

	
[ f(0; 0)g ;

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) =2 A0. Nu are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Exerci̧tiul 4: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii au limit¼a global¼a în a = (0; 0; 0), şi dac¼a da,
s¼a se determine aceast¼a limit¼a
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a) f : D � R3 ! R; f (x; y) =
y2 � z2
x� y , unde D =

�
(x; y; z) 2 R3;x� y 6= 0

	
:

Rezolvare. a) f : D � R3 ! R; f (x; y) =
y2 � z2
x� y , unde D =

�
(x; y; z) 2 R3;x� y 6= 0

	
:

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y;z)!(0;0;0)

f (x; y; z) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
Modul 1:-cu şiruri. Se alege un şir

� (xn; yn; zn) =
�
1
n ;

�1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn; zn) = (0; 0; 0).

f (xn; yn; zn) =

��1
n

�2 � � 1n�2�
1
n

�
�
��1
n

� = 0) lim
n!1

f (xn; yn; zn) = lim
n!1

0 = 0:

) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0; 0) şi ar avea valoarea 0:
modul 2: cu limite dup¼a direçtii.
Fie 8h = (h1; h2; h3) 2 R3 n f(0; 0; 0)g o direçtie în R2 cu h1 6= h2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0; 0) + t (h1; h2; h3))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2; th3) = lim

t!0;t2U

(th2)
2 � (th3)2

(th1)� (th2)
=

= lim
t!0;t2U

t2

t

h22 � h23
h1 � h2

= 0;8 (h1; h2; h3)
)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0; 0) dup¼a orice direçtie h şi are valoarea 0
) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0; 0) şi ar avea valoarea 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în a = (0; 0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y;z)!(0;0;0)
f (x; y; z) = 0, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y; z) 2 A n fag

cu jx� 0j < �, jy � 0j < � şi jz � 0j < � s¼a rezulte jf (x; y; z)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y; z) 2 A n fag cu jx� 0j < �, jy � 0j < � şi

jz � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y; z)� 0j =
����y2 � z2x� y � 0

���� =
��y2 � z2��
jx� yj =

jy � zj jy + zj
jx� yj

� (jyj+ jzj) (jyj+ jzj)
jx� yj

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �

2� � 2�
jx� yj < ::: < ":

Se încearc¼a jx� yj � jxj+ jyj - nu foloseşte - nu se poate "sc¼apa" de x; y:
Se încearc¼a jjxj � jyjj � jx� yj - nu foloseşte - nu se poate "sc¼apa" de x; y:
Se intuieşte c¼a: -sau nu se ştie o majorare, înainte de a scrie ::: < ":

-sau nu exist¼a limita global¼a lim
(x;y;z)!(0;0;0)

f (x; y; z) :

Etapa 3: Se arat¼a c¼a @ lim
(x;y;z)!(0;0;0)

f (x; y; z) cu şiruri.

S-a ales deja
� (xn; yn; zn) =

�
1
n ;

�1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn; zn) = (0; 0; 0).

f (xn; yn; zn) =

��1
n

�2 � � 1n�2�
1
n

�
�
��1
n

� = 0) lim
n!1

f (xn; yn; zn) = lim
n!1

0 = 0:

Se mai alege

� (exn; eyn; ezn) = � 1p
n
+ 1

n ;
1p
n
; 0
�
;8n 2 N� şir din A n f(0; 0; 0)g a.î. lim

n!1
(exn; eyn; ezn) = (0; 0; 0).

f (exn; eyn; ezn) =
�
1p
n

�2
� 02�

1p
n
+ 1

n

�
�
�
1p
n

� = 1) lim
n!1

f (exn; eyn; ezn) = lim
n!1

1 = 1:
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Cum 0 6= 1) @ lim
(x;y;z)!(0;0;0)

y2 � z2
x� y :

Exerci̧tiul 5: S¼a se stabileasc¼a dac¼a exist¼a limitele iterate şi limita global¼a în origine pentru
urm¼atoarele funçtii:
a) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =

xy

x2 + y2
;

b) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) = x sin
1

y
+ y sin

1

x
;

c) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2y

x4 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g :

d) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
3xy2

2x2 + 9y4
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

e) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
1� cosx3
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

f) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x2y2

x2y2 + x2 � y2 ;

g) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) = (x+ y) cos
1

y
cos

1

x
;

h) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x3y2 sin y + x2y3 sinx

x4 + y4
:

Rezolvare. a), b), c) -A se vedea Curs:

d) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
3xy2

2x2 + 9y4
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

z
y x

z
y x y x

z
y
z

x

Limitele iterate în (0; 0).

lim
x!0

f (x; y) = lim
x!0

3xy2

2x2 + 9y4
= 0) lim

y!0

�
lim
x!0

f (x; y)
�
= lim
y!0

0 = 0:

lim
y!0

f (x; y) = lim
y!0

3xy2

2x2 + 9y4
= 0) lim

x!0

�
lim
y!0

f (x; y)

�
= lim
x!0

0 = 0:

Limita global¼a în (0; 0).
Dac¼a se trece la limit¼a spre (0; 0) pe parabole de parametru p; y2 = 2px)

lim
(x;y)!(0;0)
y2=2px

f(x; y) = lim
x!0

6px2

2x2 + 9 � 2p2x2 =
6p

2 + 18p2

deci limita este diferit¼a pe parabole diferite)limita global¼a nu exist¼a.
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e) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
1� cosx3
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

;

z
y x

z
y x

xy

z

xy

z

Limitele iterate în (0; 0).

lim
x!0

f (x; y) = lim
x!0

1� cosx3
x2 + y2

= 0) lim
y!0

�
lim
x!0

f (x; y)
�
= lim
y!0

0 = 0:

lim
y!0

f (x; y) = lim
y!0

1� cosx3
x2 + y2

=
1� cosx3

x2
) lim

x!0

�
lim
y!0

f (x; y)

�
= lim
x!0

1� cosx3
x2

=

= lim
x!0

2
�
sin x

3

2

�2
x2
�
x3

2

�2 �
x3

2

�2
= 0:

f) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x2y2

x2y2 + x2 � y2 ; Tem¼a.

x
z
y xy

z xzy xzy

g) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) = (x+ y) cos
1

y
cos

1

x
; Tem¼a.

xy
z

xy
z z

y x
z
y x

h) f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x3y2 sin y + x2y3 sinx

x4 + y4
; Tem¼a.
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y x
z

y x
z

xy
z

xy
z

Exerci̧tiul 6: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii au limit¼a global¼a în a = (0; 0), şi dac¼a da,
s¼a se determine aceast¼a limit¼a

a) f : R2 n f(0; 0)g ! R2; f (x; y) =
�
x4y + x2y4

x4 + y2
;
x4y4

x4 + y4

�
;

b) f : R2 n f(0; 0)g ! R2; f (x; y) =
�

x2y

x2 + y2
;
x+ y

x2 + y2

�
;

c) f : R2 n f(0; 0)g ! R2; f (x; y) =
�
x� y
jxj+ jyj ;

x2 + y2

x2 + jyj

�
;

Rezolvare. Conform Teoremei 4;
9 lim
(x;y)!(0;0)

(f1 (x; y) ; f2 (x; y)), 9 lim
(x;y)!(0;0)

f1 (x; y) şi 9 lim
(x;y)!(0;0)

f2 (x; y) :

În caz de existenţ¼a,

lim
(x;y)!(0;0)

(f1 (x; y) ; f2 (x; y)) =

�
lim

(x;y)!(0;0)
f1 (x; y) ; lim

(x;y)!(0;0)
f2 (x; y)

�
:

a) f : R2 n f(0; 0)g ! R2; f (x; y) =

0BBB@x4y + x2y4x4 + y2| {z }
f1(x;y)

;
x4y4

x4 + y4| {z }
f2(x;y)

1CCCA ;Fie
f1 : R2 n f(0; 0)g ! R; f1 (x; y) =

x4y + x2y4

x4 + y2
şi f2 : R2 n f(0; 0)g ! R; f2 (x; y) =

x4y4

x4 + y4
:

Conform Exerci̧tiului 3; g); h),
9 lim
(x;y)!(0;0)

f1 (x; y) = 0;9 lim
(x;y)!(0;0)

f2 (x; y) = 0) 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = (0; 0) :

b) f : R2 n f(0; 0)g ! R2; f (x; y) =

0BBB@ x� y
jxj+ jyj| {z }
f1(x;y)

;
x+ y

x2 + y2| {z }
f2(x;y)

1CCCA ;Fie
f1 : D � R2 ! R; f1 (x; y) =

x� y
jxj+ jyj şi f2 : D � R2 ! R; f2 (x; y) =

x+ y

x2 + y2
:

Se poate ar¼ata c¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f1 (x; y) = 0:

Conform exerci̧tiului 3; i), @ lim
(x;y)!(0;0)

f2 (x; y)) @ lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

c) f : R2 n f(0; 0)g ! R2; f (x; y) =

0BBB@ x� y
jxj+ jyj| {z }
f1(x;y)

;
x2 + y2

x2 + jyj| {z }
f2(x;y)

1CCCA ;Fie
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f1 : R2 n f(0; 0)g ! R; f1 (x; y) =
x� y
jxj+ jyj şi f2 : R

2 n f(0; 0)g ! R; f2 (x; y) =
x2 + y2

x2 + jyj :

9? lim
(x;y)!(0;0)

f1 (x; y) :

Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f1 (x; y) :

Etapa 1: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu direçtii.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2)

= lim
t!0;t2U

(th1)� (th1)
jth1j+ jth2j

= lim
t!0;t2U

t

jtj
h1 � h2
jh1j+ jh2j

;8 (h1; h2)

Cum lim
t!0;t<0

t

jtj = �1 şi lim
t!0;t>0

t

jtj = 1) @ lim
t!0;t2U

t

jtj :

Deci nu exist¼a limitei funçtiei în (0; 0) dup¼a nici o direçtie din R2
)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f1 în (0; 0) ; adic¼a @ lim

(x;y)!(0;0)
f1 (x; y) :

Atunci @ lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Exerci̧tiul 7: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele limite exist¼a, şi dac¼a da, s¼a se determine valoarea
lor

a) lim
(x;y)!(3;+1)

xy � 1
y + 1

;b) lim
(x;y)!(0;+1)

x

y
;c) lim

(x;y)!(0;�1)

x2

y
;d) lim

(x;y)!(�1;+1)

x2 + y2

x4 + y4
;

e) lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 � xy + y2 ;f) lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 + y2
:

Rezolvare. La acest exerci̧tiu, deoarece a 2
�
R
�n
, nu se poate aplica, în etapa 1, studiul existenţei

limitei pe baza limitei dup¼a o direçtie. La acest exerci̧tiu, se va intui valoarea posibil¼a a limitei
cu şiruri. În plus, gra�cul funçtiei "în jurul" originii, trasat în ferestrele din dreapta, nu ofer¼a
informaţii despre limite cu (x; y) "spre componente in�nite".

a) lim
(x;y)!(3;+1)

xy � 1
y + 1

;

Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
xy � 1
y + 1

, unde D =
�
(x; y) 2 R2; y + 1 6= 0

	
;

Se alege A =
�
(x; y) 2 R2; y > 0

	
a.î. a = (3;+1) 2 A0. Alegerea s-a f¼acut a.î. nu numai y > �1,

ci chiar y > 0, ca s¼a se poat¼a majora în etapa 2,

���� y

y + 1

���� = y

y + 1
< 1: Are sens s¼a se studieze dac¼a

9 lim
(x;y)!(3;+1)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (3;+1) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (3; n) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (3;+1).

f (xn; yn) =
3n� 1
n+ 1

) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

3n� 1
n+ 1

= 3:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (3;+1) şi ar avea valoarea 3:
În etapa 1 s-a ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (3;+1) rezult¼a c¼a limn!1

f (xn; yn) =

3, şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (3;+1). Deci nu se poate aplica Teorema 2) nu se

poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(3;+1)

xy � 1
y + 1

= 3:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (3;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(3;+1)
f (x; y) = 3, [8" > 0;9�1 = �1 (") > 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A
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cu 0 < jx� 3j < �1 şi y > �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 3j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru

3), Se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru
+1), a.î. 8 (x; y) 2 A cu 0 < jx� 3j < �1 şi y > �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 3j =
����xy � 1y + 1

� 3
���� = jxy � 3y � 4j

jy + 1j � jyj jx� 3j+ j�4j
jy + 1j

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �1;�2
::: < ":

Cum (x; y) 2 A) jy + 1j = y + 1 > �2 + 1. Atunci
jyj jx� 3j+ j�4j

jy + 1j =
y

y + 1
jx� 3j+ 4

y + 1
< 1 � �1 +

4

�2 + 1
< �1 +

4

�2
<
"

2
+
"

2
:

Deci se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru 3) a.î.

0 < �1 <
"

2
. Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi

"

2
exist¼a un astfel de �1.

De exemplu, �1 =
"

4
:

De asemenea, se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1) a.î.

4

�2
<
"

2
, �2 >

8

"
:

Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a", dat num¼arul real
8

"
> 0 exist¼a un astfel de �2 care s¼a

�e mai mare decât el. De exemplu, �2 =
8

"
+ 1:

Deci 9 lim
(x;y)!(3;+1)

xy � 1
y + 1

= 3:

b) lim
(x;y)!(0;+1)

x

y
;

Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x

y
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; y 6= 0

	
;

Se alegeA =
�
(x; y) 2 R2; y > 0

	
a.î. a = (0;+1) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim

(x;y)!(3;+1)
f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (0;+1) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (0; n) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0;+1).

f (xn; yn) =
0

n
= 0) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
0 = 0:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (0;+1) şi ar avea valoarea 0:
Menţion¼am c¼a, în etapa 10 am ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (0;+1) avem
c¼a lim

n!1
f (xn; yn) = 0, şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (0;+1). Deci nu putem aplica

Teorema 2) nu putem a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(0;+1)

x

y
= 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(0;+1)
f (x; y) = 0, [8" > 0;9�1 = �1 (") > 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A

cu 0 < jx� 0j < �1 şi y > �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru

0), Se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru
+1), a.î. 8 (x; y) 2 A cu 0 < jx� 0j < �1 şi y > �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
����xy � 0

���� = jxj � 1jyj "se scap¼a" de x;y<
r¼amâne �1;�2

�1 �
1

�2
<
p
" �
p
":

Deci se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru 3) a.î.
0 < �1 <

p
". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi

p
" exist¼a un astfel de
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�1. De exemplu, �1 =
p
"

2
:

De asemenea, se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1) a.î.

1

�2
<
p
", �2 >

1p
"
:

Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a", dat num¼arul real
1p
"
> 0 exist¼a un astfel de �2 care

s¼a �e mai mare decât el. De exemplu, �2 =
1p
"
+ 1:

Deci 9 lim
(x;y)!(0;+1)

x

y
= 0:

c) lim
(x;y)!(0;�1)

x2

y
;

Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2

y
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; y 6= 0

	
;

Se alegeA =
�
(x; y) 2 R2; y < 0

	
a.î. a = (0;�1) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim

(x;y)!(3;+1)
f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (0;�1) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (0;�n) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0;�1).

f (xn; yn) =
02

�n = 0) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

0 = 0:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (0;�1) şi ar avea valoarea 0:
În etapa 10 am ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (0;�1) rezult¼a c¼a limn!1

f (xn; yn) =

0, şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (0;�1). Deci nu se poate aplica Teorema 2) nu se

poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(0;�1)

x2

y
= 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(0;�1)
f (x; y) = 0, [8" > 0;9�1 = �1 (") > 0; 9�2 = �2 (") < 0;a.î. 8 (x; y) 2 A

cu 0 < jx� 0j < �1 şi y < �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru

0), se caut¼a �2 = �2 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru �1),
a.î. 8 (x; y) 2 A cu 0 < jx� 0j < �1 şi y < �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
����x2y � 0

���� = ��x2�� � 1jyj = x2 � 1�y "se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �1;�2
�21 �

1

��2
<
p
" �
p
":

Deci se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru 3) a.î.
0 < �21 <

p
". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi 4

p
" exist¼a un astfel de

�1. De exemplu, �1 =
4
p
"

2
:

De asemenea, se caut¼a �2 = �2 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru �1) a.î.

1

��2
<
p
", ��2 >

1p
"
, �2 < �

1p
"
:

Din Teorema "muļtimea R este neminorat¼a", dat num¼arul real � 1p
"
< 0 exist¼a un astfel de �2 care

s¼a �e mai mic decât el. De exemplu, �2 = �
1p
"
� 1:
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Deci 9 lim
(x;y)!(0;�1)

x2

y
= 0:

d) lim
(x;y)!(�1;+1)

x2 + y2

x4 + y4
;

Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2 + y2

x4 + y4
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 0)

	
;

Se alege A =
�
(x; y) 2 R2;x < 0; y > 0

	
a.î. a = (�1;+1) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a

9 lim
(x;y)!(�1;+1)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (�1;+1) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (�n; n) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (�1;+1).

f (xn; yn) =
(�n)2 + n2

(�n)4 + n4
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
2n2

2n4
= 0:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (�1;+1) şi ar avea valoarea 0:
Menţion¼am c¼a, în etapa 10 am ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (�1;+1)
rezult¼a c¼a lim

n!1
f (xn; yn) = 0, şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (�1;+1). Deci nu se

poate aplica Teorema 2) nu se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(�1;+1)

x2 + y2

x4 + y4
= 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (�1;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(�1;+1)
f (x; y) = 0, [8" > 0;9�1 = �1 (") < 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A

cu x < �1 şi y > �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"

pentru �1), se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1), a.î. 8 (x; y) 2 A cu x < �1 şi y > �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
����x2 + y2x4 + y4

� 0
���� = x2 + y2

x4 + y4
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �1;�2

::: < ":

Se încearc¼a x4 + y4 > x4 ) jf (x; y)� 0j < x2 + y2

x4
=

1

x2
+
y2

x4
< "�nu se poate "sc¼apa" de

x; y:

Se încearc¼a x4 + y4 > y4 ) jf (x; y)� 0j < x2 + y2

y4
=
x2

y4
+
1

y2
<
x2

�42
+
1

�22
< "�nu se poate

"sc¼apa" de x. De menţionat c¼a x < �1 < 0; x2 < �21:

Se încearc¼a x4 + y4 > 2x2y2 ) jf (x; y)� 0j < x2 + y2

2x2y2
=
1

2

1

y2
+
1

2

1

x2
<
1

2

1

�22
+
1

2

1

�21
<
"

2
+
"

2
:

De menţionat c¼a x < �1 < 0) x2 > �21:
Deci se caut¼a �1 = �1 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru

�1) a.î.
1

�21
< ", �21 >

1

"
, �1 2

�
�1;� 1p

"

�
[
�
1p
"
;+1

�
adic¼a �1 < �

1p
"
: Din Teorema "muļtimea R este neminorat¼a", dat num¼arul real � 1p

"
< 0; exist¼a

un astfel de �1 care s¼a �e mai mic decât el.. De exemplu, �1 = �
1p
"
� 1:

De asemenea, se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1) a.î.
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1

�22
< ", �22 >

1

"
, �2 2

�
�1;� 1p

"

�
[
�
1p
"
;+1

�
adic¼a �2 >

1p
"
: Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a", dat num¼arul real

1p
"
> 0 exist¼a un

astfel de �2 care s¼a �e mai mare decât el. De exemplu, �2 =
1p
"
+ 1:

Deci 9 lim
(x;y)!(�1;+1)

x2 + y2

x4 + y4
= 0:

e) lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 � xy + y2 ;

Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x+ y

x2 � xy + y2 , unde D =
�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 0)

	
;

Se alege A =
�
(x; y) 2 R2;x > 0; y > 0

	
a.î. a = (+1;+1) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a

9 lim
(x;y)!(+1;+1)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (+1;+1) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (n; n) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (+1;+1).

f (xn; yn) =
n+ n

n2 � n � n+ n2 ) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

2n

n2
= 0:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (+1;+1) şi ar avea valoarea 0:
În etapa 10 s-a ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (+1;+1) rezultat c¼a
lim
n!1

f (xn; yn) = 0, şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (+1;+1). Deci nu se poate aplica

Teorema 2) nu se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 � xy + y2 = 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (�1;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(+1;+1)
f (x; y) = 0, [8" > 0;9�1 = �1 (") > 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A

cu x > �1 şi y > �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"

pentru +1), se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1), a.î. 8 (x; y) 2 A cu x > �1 şi y > �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x+ y

x2 � xy + y2 � 0
���� (x;y)2A=

x+ y

x2 � xy + y2
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �1;�2

::: < ":

Se încearc¼a x2 � xy + y2 > xy ) jf (x; y)� 0j < x+ y

xy
=
1

y
+
1

x
<
1

�2
+
1

�1
<
"

2
+
"

2
:

Deci se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru
+1) a.î. 1

�1
<
"

2
, adic¼a �1 >

2

"
: Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a", dat num¼arul real

2

"
> 0 exist¼a un astfel de �1 care s¼a �e mai mare decât el. De exemplu, �1 =

2

"
+ 1:

De asemenea, se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1) a.î. 1

�2
<
"

2
, adic¼a �2 >

2

"
: Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a", dat num¼arul

real
2

"
> 0 exist¼a un astfel de �2 care s¼a �e mai mare decât el. De exemplu, �2 =

2

"
+ 1:

lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 � xy + y2 = 0:

Exerci̧tiul 8: Fie



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 26

Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x+ y

x2 + y2
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 0)

	
:

S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele limite exist¼a, şi dac¼a da, s¼a se determine valoarea lor
a) lim

(x;y)!(�1;0)
f (x; y) ; b) lim

(x;y)!(�1;+1)
f (x; y) ; c) lim

(x;y)!(+1;+1)
f (x; y) :

Rezolvare. a) lim
(x;y)!(�1;0)

x+ y

x2 + y2
;

Se alegeA1 =
�
(x; y) 2 R2;x < 0

	
a.î. a = (�1; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim

(x;y)!(�1;0)
f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (�1; 0) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (�n; 0) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (�1; 0).

f (xn; yn) =
�n+ 0
(�n)2 + 0

) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

�n
n2

= 0:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (�1; 0) şi ar avea valoarea 0:
În etapa 10 s-a ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (�1; 0) rezult¼a c¼a limn!1

f (xn; yn) =

0, şi nu pentru toate şirurile din A1, cu limita (�1; 0). Deci nu se poate aplica Teorema 2 ) nu

se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(�1;0)

x+ y

x2 + y2
= 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (�1; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(�1;0)
f (x; y) = 0, [8" > 0;9�1 = �1 (") < 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A1

cu x < �1 şi 0 < jy � 0j < �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"

pentru �1), se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru
0), a.î. 8 (x; y) 2 A2 cu x < �1 şi 0 < jy � 0j < �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x+ yx2 + y2

� 0
���� � jxj+ jyj

x2 + y2
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �1;�2

::: < ":

Se încearc¼a x2 + y2 > 2 jxj jyj ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
2 jxj jyj =

1

2

1

jyj +
1

2

1

jxj <
1

2

1

jyj +
1

2

1

��1
< ":

�nu se poate "sc¼apa" de y.
Se încearc¼a x2 + y2 > y2 ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj

y2
=
jxj
y2
+
1

jyj < "�nu se poate "sc¼apa" de
x; y.

Se încearc¼a x2 + y2 > x2 ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
x2

=
1

jxj +
jyj
x2

<
1

��1
+
�2

�21
=

1

��1
+

1

��1
1

��1
�2 <

"

2
+

�
3

r
"

2

�3
:Menţion¼am c¼a x < �1 < 0 ) x2 > �21 şi x < �1 < 0 ) jxj > j�1j =

��1:
Deci se caut¼a �1 = �1 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru

�1) a.î.
1

��1
<
"

2
şi

1

��1
< 3

r
"

2
,

adic¼a �1 < �2
"
şi �1 < � 3

r
2

"
. Din Teorema "muļtimea R este neminorat¼a", De exemplu, �1 =

min

(
�2
"
;� 3

r
2

"

)
� 1:

De asemenea, se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mic spre 0, ca şi raz¼a a unei vecin¼at¼aţi "punctate"

pentru 0) a.î. 0 < �2 < 3

r
"

2
. Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi 3

r
"

2
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exist¼a un astfel de �2. De exemplu, �1 =
1

2
3

r
"

2
:

Deci 9 lim
(x;y)!(�1;0)

x+ y

x2 + y2
= 0:

b) lim
(x;y)!(�1;+1)

x+ y

x2 + y2
;

Se alege A2 =
�
(x; y) 2 R2;x < 0; y > 0

	
a.î. a = (�1;+1) 2 A0. A se vedea reprezentarea

gra�c¼a a A şi a. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(�1;+1)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (�1;+1) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (�n; n) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (�1;+1).

f (xn; yn) =
�n+ n

(�n)2 + n2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
0 = 0:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (�1;+1) şi ar avea valoarea 0:
În etapa 10 s-a ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (�1;+1) rezult¼a c¼a
lim
n!1

f (xn; yn) = 0, şi nu pentru toate şirurile din A2, cu limita (�1;+1). Deci nu se poate

aplica Teorema 2) nu se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(�1;+1)

x+ y

x2 + y2
= 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (�1;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(�1;+1)
f (x; y) = 0, [8" > 0;9�1 = �1 (") < 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A2

cu x < �1 şi y > �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"

pentru �1), se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1), a.î. 8 (x; y) 2 A2 cu x < �1 şi y > �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x+ yx2 + y2

� 0
���� � jxj+ jyj

x2 + y2
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �1;�2

::: < ":

Se încearc¼a x2 + y2 > y2 ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
y2

=
jxj
�22
+
1

�2
< "�nu se poate "sc¼apa" de x.

Menţion¼am c¼a x < �1 < 0) x2 > �21 şi x < �1 < 0) jxj > j�1j = ��1:

Se încearc¼a x2 + y2 > x2 ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
x2

=
1

jxj +
jyj
x2
<

1

��1
+
jyj
�21
< "�nu se poate

"sc¼apa" de y.

Se încearc¼a x2+y2 > 2 jxj jyj ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
2 jxj jyj =

1

2

1

jyj+
1

2

1

jxj <
1

2

1

�2
+
1

2

1

��1
<
"

2
+
"

2
:

Deci se caut¼a �1 = �1 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru
�1) a.î. 1

��1
< ", adic¼a �1 < �1

"
. Din Teorema "muļtimea R este neminorat¼a", De exemplu,

�1 = �
1

"
� 1:

De asemenea, se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1) a.î. 1

�2
< ", adic¼a �2 >

1

"
. Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a". De exemplu,

�2 =
1

"
+ 1:

Deci 9 lim
(x;y)!(�1;+1)

x+ y

x2 + y2
= 0:

c) lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 + y2
;
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Se alege A3 =
�
(x; y) 2 R2;x > 0; y > 0

	
a.î. a = (+1;+1) 2 A0. A se vedea reprezentarea

gra�c¼a a A şi a. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(+1;+1)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (+1;+1) cu şiruri. Fie
� (xn; yn) = (n; n) ;8n 2 N� şir din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (+1;+1).

f (xn; yn) =
n+ n

n2 + n2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
2n

2n2
= 0:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (+1;+1) şi ar avea valoarea 0:
În etapa 10 am ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (+1;+1) rezult¼a c¼a
lim
n!1

f (xn; yn) = 0, şi nu pentru toate şirurile din A3, cu limita (+1;+1). Deci nu se poate

aplica Teorema 2) nu se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 + y2
= 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (+1;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(+1;+1)
f (x; y) = 0, [8" > 0;9�1 = �1 (") > 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A1

cu x > �1 şi y > �2 s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"

pentru +1), se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1), a.î. 8 (x; y) 2 A cu x > �1 şi y > �2 s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x+ yx2 + y2

� 0
���� � jxj+ jyj

x2 + y2
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �1;�2

::: < ":

Se încearc¼a x2 + y2 > y2 ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
y2

=
jxj
�22
+
1

�2
< "�nu se poate "sc¼apa" de x.

Se încearc¼a x2 + y2 > x2 ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
x2

=
1

jxj +
jyj
x2
<
1

�1
+
jyj
�21

< "�nu se poate

"sc¼apa" de y.

Se încearc¼a x2+y2 > 2 jxj jyj ) jf (x; y)� 0j < jxj+ jyj
2 jxj jyj =

1

2

1

jyj +
1

2

1

jxj <
1

2

1

�2
+
1

2

1

�1
<
"

2
+
"

2
:

Deci se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru
+1) a.î. 1

�1
< ", adic¼a �1 >

1

"
. Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a", De exemplu,

�1 =
1

"
+ 1:

De asemenea, Se caut¼a �2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1) a.î. 1

�2
< ", adic¼a �2 >

1

"
. Din Teorema "muļtimea R este nemajorat¼a", De exemplu,

�2 =
1

"
+ 1:

Deci 9 lim
(x;y)!(+1;+1)

x+ y

x2 + y2
= 0:

Exerci̧tiul 9: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele limite exist¼a, şi dac¼a da, s¼a se determine valoarea
lor

a) lim
(x;y)!(+1;+1)

x2

x+ y
; b) lim

(x;y)!(+1;�1)

y2

x2 + y2
:

Rezolvare. A se vedea Curs:

10:1: Limit¼a uniform¼a-nu
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11: Funçtii f : A � Rn ! Rp continue în a 2 A

De�ni̧tia 1: Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A:
a) Funçtia f este continu¼a în punctul a dac¼a

[8V 2 V (f (a)) ;9W =WV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \W ) f (x) 2 V ]:
b) Funçtia f este continu¼a pe mulţimea A dac¼a este continu¼a în �ecare a 2 A în sensul menţionat
anterior.
Teorema 1 (de caracterizare a continuit¼a̧tii)- A se vedea Curs:
Observa̧tia 1: Se reformuleaz¼a teorema de caracterizare pentru
A) f : A � R2 ! R; f (x; y) = :::. Fie a = (a1; a2) 2 A0;a 2 R2: Sunt echivalente a�rmaţiile
(a) (de�ni̧tia continuit¼a̧tii cu vecin¼at¼a̧ti )

-dac¼a a 2 A \A0;9 lim
(x;y)!(a1;a2);(x;y)2A

f (x; y) = f (a1; a2)

-dac¼a a 2 A nA0, adic¼a este punct izolat, f este continu¼a (deoarece se veri�c¼a De�ni̧tia 1)
(b) (caracterizarea "� �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A cu

jx� a1j < � şi jy � a2j < � ) jf (x; y)� f (a1; a2)j < "]:
(c) (caracterizarea cu şiruri) (se renoteaz¼a cu n indicele de şir)

[8 ((xn; yn))n2Nm un şir de perechi de numere reale din A, cu
lim
n!1

(xn; yn) = (a1; a2)) lim
n!1

f (xn; yn) = f (a1; a2)]

B) f : A � R3 ! R; f (x; y; z) = ::: Fie a = (a1; a2; a3) 2 A0;a 2 R3: Sunt echivalente a�rmaţiile
(a) (de�ni̧tia continuit¼a̧tii cu vecin¼at¼a̧ti )

-dac¼a a 2 A \A0;9 lim
(x;y;z)!(a1;a2;a3);(x;y)2A

f (x; y; z) = f (a1; a2; a3)

-dac¼a a 2 A nA0, adic¼a este punct izolat, f este continu¼a (deoarece se veri�c¼a De�ni̧tia 1)
(b) (caracterizarea "� �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y; z) 2 A cu

jx� a1j < �; jy � a2j < �; jz � a3j < � ) jf (x; y; z)� f (a1; a2; a3)j < "]:
(c) (caracterizarea cu şiruri) (se renoteaz¼a cu n indicele de şir)

[8 ((xn; yn; zn))n2Nm un şir de triplete de numere reale din A, cu
lim
n!1

(xn; yn; zn) = (a1; a2; a3)) lim
n!1

f (xn; yn; zn) = f (a1; a2; a3)]

Teorema 2: Fie f : A � Rn ! Rp,f (x1; :::; xn) = (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fp (x1; :::; xn)) şi a 2 A:
Atunci

f este continu¼a în a, [fi este continu¼a în a;8i 2 f1; :::; pg]:

Exerci̧tiul 1: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii sunt continue pe R2

a) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x2y sin (xy)

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

y
z

x y
z

x xy
z

xy
z
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b) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x3y3

x4 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

x
z
y xy

z
y
z

x y
z

x

c) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x3y3

(x2 + y2)2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

xy
z

xy
z

xy
z

xy
z

d) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x4y + xy4

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

x
z
y x

z
y y

z
x y

z
x

e) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x2y � xy2
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

;
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xy
z

xy
z

xy
z

xy
z

f) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x3y + xy3

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

xy
z

xy
z

xy
z

xy
z

g) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<: ex
2+y2 � 1
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
1; dac¼a (x; y) = (0; 0)

;

z
y x

z
y x

y x

z

y x

z

h) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
sin
�
x2 + y2

�
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
1; dac¼a (x; y) = (0; 0)

;

z
y x

z
y x

xy

z

xy

z
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i) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
arctg

�
x2 + y2

�
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
1; dac¼a (x; y) = (0; 0)

;

z
y x xy

z

y x

z

xy

z

Rezolvare. a) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x2y sin (xy)

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe A = R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

�Pe R2nf(0; 0)g, care este muļtime deschis¼a, f este continu¼a ca �ind obţinut¼a prin opera̧tii algebrice
cu funçtii continue.
�În a = (0; 0) 2 A \A0, f este continu¼aTeorema 1, 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) = f (0; 0)| {z }

0

:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu

jx� 0j < � şi jy � 0j < �| {z }
vec. a (0;0)

) jf (x; y)� 0j < "| {z }]
vec. a 0

:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
����x2y sin (xy)x2 + y2

� 0
���� = x2 jyj jsin (xy)j

x2 + y2
� x2

x2 + y2
jyj

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �
1 � � < ":

Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. De exemplu,
� = "

2 :

Deci 9 lim
(x;y)!(0;0)

x2y sin (xy)

x2 + y2
= 0 = f (0; 0)

) f este continu¼a în a = (0; 0) :
b), c), d), e), f)-sunt funçtii continue pe R2; A se vedea Cursul pentru b).

g) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<: ex
2+y2 � 1
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
1; dac¼a (x; y) = (0; 0)

;

Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe A = R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

�Pe R2nf(0; 0)g, care este muļtime deschis¼a, f este continu¼a ca �ind obţinut¼a prin opera̧tii algebrice
cu funçtii continue.
�În a = (0; 0) 2 A \A0, f este continu¼aTeorema 1, 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) = f (0; 0) :

9? lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = lim
(x;y)!(0;0)

ex
2+y2 � 1
x2 + y2

= lim
u!0

eu � 1
u

= ln e = 1:

S-a utilizat faptul c¼a variabilele de trecere la limit¼a sunt legate prin u : R2 ! R; u (x; y) = x2+y2
continu¼a şi c¼a [(x; y)! (0; 0)) u! 0]:
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Deci f este continu¼a în (0; 0) :
h), i)-sunt funçtii continue pe R2:

Exerci̧tiul 2: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii sunt continue în (0; 0)

a) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
y2

x+ y
; dac¼a x+ y 6= 0

0; dac¼a x+ y = 0
;

xy
z

xy
z z xy z xy

b) f : R2 ! R; f (x; y) =
�
xy ln jxj ; dac¼a x 6= 0

0; dac¼a x = 0
;

xy
z

x
z
y xy

z
xy

z

Rezolvare. a) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
y2

x+ y
; dac¼a x+ y 6= 0

0; dac¼a x+ y = 0
;

În a = (0; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0, f este continu¼aTeorema 1, 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) = f (0; 0)| {z }

0

:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
Consider¼am A =

�
(x; y) 2 R2;x+ y 6= 0

	
.

9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0, [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu

jx� 0j < � şi jy � 0j < �| {z }
vec. a (0;0)

) jf (x; y)� 0j < "| {z }]
vec. a 0

:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� y2x+ y

� 0
���� = y2

jx+ yj
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �

::: < ":

Se încearc¼a jx+ yj � jxj+ jyj - nu foloseşte - nu se poate "sc¼apa" de x; y:
Se intuieşte c¼a
-sau nu se ştie o majorare, înainte de a scrie ::: < ":
-sau nu exist¼a limita global¼a lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :
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Etapa 3: Se arat¼a c¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) cu şiruri. Se alege

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g astfel încât lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). Se

observ¼a c¼a

f (xn; yn) =

�
1
n

�2
1
n +

1
n

=
1

2n
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
1
2n = 0:

� (exn; eyn) = � 1n2 � 1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din Anf(0; 0)g astfel încât lim

n!1
(exn; eyn) = (0; 0).

Se observ¼a c¼a

f (exn; eyn) = �
1
n

�2
1
n2
� 1

n +
1
n

= 1) lim
n!1

f (exn; eyn) = lim
n!1

1 = 1:

Cum 0 6= 1) @ lim
(x;y)!(0;0)

y2

x+ y
:

) f nu este continu¼a în a = (0; 0) :

b) f : R2 ! R; f (x; y) =
�
xy ln jxj ; dac¼a x 6= 0

0; dac¼a x = 0
;

În a = (0; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0, f este continu¼aTeorema 1, 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) = f (0; 0) :

9? lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = lim
(x;y)!(0;0)

xy ln jxj

Deoarece f (x; y) = g1 (x) � g2 (y) ;8 (x; y) 2 R2, se poate studia separat
9? lim

x!0
x ln jxj = 0, deoarece lim

x!0;x<0
x ln (�x) = 0 şi lim

x!0;x>0
x lnx = 0;

9? lim
y!0

y = 0:

Deci 9 lim
(x;y)!(0;0)

xy ln jxj =
�
lim
x!0

x ln jxj
�
�
�
lim
y!0

y

�
= 0 � 0 = 0 = f (0; 0) :

Deci f este continu¼a în (0; 0) :

Exerci̧tiul 3: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarea funçtie este continu¼a pe D � R2

f : D � R2 ! R; f (x; y) =
� p

x2 + y2 � 4; dac¼a x2 + y2 > 4
�; dac¼a (x; y) = (0; 0)

unde D =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 > 4

	
[ f(0; 0)g :-A se vedea Curs:

11:3: Funçtii care au proprietatea lui Darboux...
11:4: Funçtii uniform continue pe A. Funçtii Lipschitz pe A.

Contraçtii pe A...


