
Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 1

SEMINAR NR. 8, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

12:2: Derivata de ordin 2 şi mai mare decât 2 dup¼a direçtii; derivatele paŗtiale de
ordin 2 şi mai mare decât 2 în raport cu variabilele funçtiei; diferenţiala de ordin 2 şi

mai mare decât 2

De�ni̧tia 3: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R;a 2 A. Fie j 2 f1; :::; ng. Se presupune c¼a f
este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe o vecin¼atate a punctului a, Aj � A, în raport cu variabila

xj ; adic¼a 9
@f

@xj
: Aj � Rn ! R.

a) Fie i 2 f1; :::; ng. Funçtia f are derivat¼a parţial¼a de ordinul 2 în punctul a în raport cu perechea

ordonat¼a de variabile (xj ; xi) dac¼a 9
@

@xi

�
@f

@xj

�
(a) 2 R:

b) Fie i 2 f1; :::; ng. Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 2 în a în raport cu perechea

ordonat¼a de variabile (xj ; xi), dac¼a
@

@xi

�
@f

@xj

�
(a) 2 R: Dac¼a exist¼a, num¼arul @

@xi

�
@f

@xj

�
(a) 2 R

se numeşte derivata parţial¼a a funcţiei f de ordinul 2 în a în raport cu perechea ordonat¼a de
variabile (xj ; xi) :
Pentru i 6= j;

@

@xi

�
@f

@xj

�
(a)

se not.
=

pentru i6=j

@2f

@xi@xj
(a)

sau se not.
=

pentru i6=j
f 00xjxi (a) (2)

iar dac¼a exist¼a, se numeşte derivata parţial¼a mixt¼a a funcţiei f de ordinul 2 în a, în raport cu
variabilele (xj ; xi) :
Pentru i = j,

@

@xj

�
@f

@xj

�
(a)

se not.
=

pentru i=j

@2f

@x2j
(a)

sau se not.
=

pentru i=j
f 00
x2j
(a) (3)

iar dac¼a exist¼a, se numeşte derivata parţial¼a simpl¼a a funcţiei f de ordinul 2 în a, în raport cu
variabila xj :
c) Fie i 2 f1; :::; ng. Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 2 pe mulţimea deschis¼a A în raport
cu variabilele (xj ; xi), dac¼a este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 în 8a 2 A în raport cu perechea
ordonat¼a de variabile (xj ; xi) :
d) Funçtia f este de clas¼a C2 pe mulţimea deschis¼a A şi se noteaz¼a f 2 C2 (A;R) dac¼a este
derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe A în raport cu toate perechile de variabilele (xj ; xi), j 2 f1; :::; ng,

i 2 f1; :::; ng şi funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 2 @2f

@xi@xj
: A � Rn ! R şi

@2f

@x2j
: A � Rn ! R

sunt continue pe A, 8j 2 f1; :::; ng ;8i 2 f1; :::; ng :
Exist¼a n2 derivate paŗtiale de ordin 2:

De�ni̧tia 4: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A. Se presupune c¼a f este derivabil¼a
paŗtial de ordinul k � 1 pe o vecin¼atate a punctului a, V � A, în raport cu toate variabilele
xj ; j 2 f1; :::; ng :
a) Se numesc derivate parţiale de ordinul k ale f în punctul a, derivatele paŗtiale de ordin 1 ale
derivatelor paŗtiale de ordin k � 1 ale f în punctul a; dac¼a acestea exist¼a.
b) Funçtia f este de clas¼a Ck pe mulţimea deschis¼a A (şi se not. f 2 Ck (A;R)) dac¼a este derivabil¼a
paŗtial de ordinul k pe A în raport cu toate k-uplele de variabile, şi funçtiile derivate paŗtiale de
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ordinul k sunt continue pe A:
b) Funçtia f este de clas¼a C1 pe mulţimea deschis¼a A (şi se not. f 2 C1 (A;R)) dac¼a este
derivabil¼a paŗtial de ordinul k pe A în raport cu toate k-uplele de variabile, 8k 2 N�.
Observa̧tia 1: Fie A � Rn muļtime nevid¼a şi deschis¼a. Atunci

::: � Ck (A;R) � Ck�1 (A;R) � ::: � C2 (A;R) � C1 (A;R) � C0 (A;R) ; C1 (A;R) =
1T
ek=0 C

ek (A;R) :
Exerci̧tiul 1. S¼a se determine funçtiile derivate paŗtiale de ordinul n 2 N� simple pentru pentru

a) f : D � R3 ! R; f (x; y; z) = e2x+3y+5z;
b) f : D � R2 ! R; f (x; y) =

�
x2 + y2

�
e2x+3y;

z
y x

z
y x

44
22

0 0
02

xy

2
4 41e+7

3e+7
z 2e+7

4e+7

y x

z

c) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
1

y (1 + x)
;

z
y x x

z
y

4
2

x

z

y

2
4

0.5
4

0
2

0.0

2
4

0

0.5

xy
z

d) f : D � R2 ! R2; f (x; y) = ln (7x+ 11y) :
Rezolvare. a) f : D � R3 ! R; f (x; y; z) = e2x+3y+5z;
Se alege A = D = R3- deschis¼a.
9@f
@x

: A1 � A = R3 ! R;
@f

@x
(x; y; z) =

@

@x

�
e2x+3y+5z

� x este variabil¼a
=

de derivare
2e2x+3y+5z:

Se observ¼a c¼a A1 = A = R3. Deci 9
@f

@x
: R3 ! R;

@f

@x
(x; y; z) = 2e2x+3y+5z:

9@
2f

@x2
: R3 ! R;

@2f

@x2
(x; y; z)

def
=

@

@x

�
@f

@x
(x; y; z)

�
=
@

@x

�
2e2x+3y+5z

� x este variabil¼a
=

de derivare
22e2x+3y+5z:

9@
3f

@x3
: R3 ! R;

@3f

@x3
(x; y; z)

def
=

@

@x

�
@2f

@x2
(x; y; z)

�
=
@

@x

�
22e2x+3y+5z

� x este variabil¼a
=

de derivare
23e2x+3y+5z:

....

9@
nf

@xn
: R3 ! R;

@nf

@xn
(x; y; z)

def
=

@

@x

�
@n�1f

@xn�1
(x; y; z)

�
=
@

@x

�
2n�1e2x+3y+5z

� x este variabil¼a
=

de derivare
2ne2x+3y+5z:

Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.

9@f
@y

: A2 � A = R3 ! R;
@f

@y
(x; y; z) =

@

@y

�
e2x+3y+5z

� y este variabil¼a
=

de derivare
3e2x+3y+5z:
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Se observ¼a c¼a A2 = A = R3. Deci 9
@f

@y
: R3 ! R;

@f

@y
(x; y; z) = 3e2x+3y+5z:

9@
2f

@y2
: R3 ! R;

@2f

@y2
(x; y; z)

def
=

@

@y

�
@f

@y
(x; y; z)

�
=
@

@y

�
3e2x+3y+5z

� y este variabil¼a
=

de derivare
32e2x+3y+5z:

9@
3f

@y3
: R3 ! R;

@3f

@y3
(x; y; z)

def
=

@

@y

�
@2f

@y2
(x; y; z)

�
=
@

@y

�
32e2x+3y+5z

� y este variabil¼a
=

de derivare
33e2x+3y+5z:

....

9@
nf

@yn
: R3 ! R;

@nf

@yn
(x; y; z)

def
=

@

@y

�
@n�1f

@xn�1
(x; y; z)

�
=
@

@y

�
3n�1e2x+3y+5z

� y este variabil¼a
=

de derivare
3ne2x+3y+5z:

Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.

9@f
@z

: A3 � A = R3 ! R;
@f

@z
(x; y; z) =

@

@z

�
e2x+3y+5z

� z este variabil¼a
=

de derivare
5e2x+3y+5z:

Se observ¼a c¼a A3 = A = R3. Deci 9
@f

@z
: R3 ! R;

@f

@z
(x; y; z) = 5e2x+3y+5z:

9@
2f

@z2
: R3 ! R;

@2f

@z2
(x; y; z)

def
=

@

@z

�
@f

@z
(x; y; z)

�
=
@

@z

�
5e2x+3y+5z

� z este variabil¼a
=

de derivare
52e2x+3y+5z:

9@
3f

@z3
: R3 ! R;

@3f

@z3
(x; y; z)

def
=

@

@z

�
@2f

@z2
(x; y; z)

�
=
@

@z

�
52e2x+3y+5z

� z este variabil¼a
=

de derivare
53e2x+3y+5z:

....

9@
nf

@zn
: R3 ! R;

@nf

@zn
(x; y; z)

def
=

@

@z

�
@n�1f

@zn�1
(x; y; z)

�
=
@

@z

�
5n�1e2x+3y+5z

� z este variabil¼a
=

de derivare
5ne2x+3y+5z:

Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.
b) f : D � R2 ! R; f (x; y) =

�
x2 + y2

�
e2x+3y;

Indicaţie: Se foloseşte regula lui Leibniz
@n

@xn
(u (x; y) � v (x; y)) = C0n

@nu

@xn
(x; y) � v (x; y) + C1n

@n�1u

@xn�1
(x; y) � @v

@x
(x; y) + :::+ Cnnu (x; y) �

@nv

@xn
(x; y)

sau induçtia matematic¼a.
d) f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln (7x+ 11y) ;
Se alege A = D =

�
(x; y) 2 R2; 2x+ 3y > 0

	
- muļtime deschis¼a.

9@f
@x

: A1 � A � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x
(ln (7x+ 11y))

x este variabil¼a
=

de derivare

7

7x+ 11y
= 7 (7x+ 11y)�1 :

Se observ¼a c¼a A1 = A. Deci 9
@f

@x
: A � R2 ! R;

@f

@x
(x; y) = 7 (7x+ 11y)�1 :

9@
2f

@x2
: A � R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y)

def
=

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
7 (7x+ 11y)�1

�
x este variabil¼a

=
de derivare

72 (�1) (7x+ 11y)�2 :

9@
3f

@x3
: A � R2 ! R;

@3f

@x3
(x; y)

def
=

@

@x

�
@2f

@x2
(x; y)

�
=
@

@x

�
72 (�1) (7x+ 11y)�2

�
x este variabil¼a

=
de derivare

73 (�1) (�2) (7x+ 11y)�3 :
....

9@
nf

@xn
: A � R2 ! R;

@nf

@xn
(x; y)

def
=

@

@x

�
@n�1f

@xn�1
(x; y)

�
= :::

x este variabil¼a
=

de derivare
7n (�1)n�1 (n� 1)! (7x+ 11y)�n ;8n 2 N�

Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.
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9@f
@y

: A2 � A � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y
(ln (7x+ 11y))

y este variabil¼a
=

de derivare

11

7x+ 11y
= 11 (7x+ 11y)�1 :

Se observ¼a c¼a A2 = A � R2. Deci 9
@f

@y
: A � R2 ! R;

@f

@y
(x; y) = 11 (7x+ 11y)�1 :

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y)

def
=

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
11 (7x+ 11y)�1

�
y este variabil¼a

=
de derivare

112 (�1) (7x+ 11y)�2 :

9@
3f

@y3
: R2 ! R;

@3f

@y3
(x; y)

def
=

@

@y

�
@2f

@y2
(x; y)

�
=
@

@y

�
112 (�1) (7x+ 11y)�2

�
y este variabil¼a

=
de derivare

113 (�1) (�2) (7x+ 11y)�3 :
....

9@
nf

@yn
: R2 ! R;

@nf

@yn
(x; y)

def
=

@

@y

�
@n�1f

@xn�1
(x; y)

�
= :::

y este variabil¼a
=

de derivare
11n (�1)n�1 (n� 1)! (7x+ 11y)�n ;8n 2 N�:

Se demonstreaz¼a prin induçtie matematic¼a.

De�ni̧tia 5: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R.
a) Fie a 2 A. Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 în a, simplu în raport cu

variabilele xj ;8j 2 f1; :::; ng, adic¼a 9
@2f

@x2j
(a) 2 R;8j 2 f1; :::; ng : Se numeşte laplaceanul funcţiei

f în punctul a num¼arul real

(�f) (a) =
@2f

@x21
(a) + :::+

@2f

@x2n
(a) :

b) Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe Ajj � A, simplu în raport cu variabilele

xj , 8j 2 f1; :::; ng ; adic¼a 9
@2f

@x2j
: Ajj � R2 ! R. Se numeşte laplaceanul funcţiei f pe A11\ :::\Ann

funçtia

�f : A11 \ ::: \Ann � Rn ! R;�f (x) =
@2f

@x21
(x) + :::+

@2f

@x2n
(x) :

c) Funçtia f este armonic¼a pe muļtimea deschis¼a A dac¼a 9�f : A � Rn ! R şi

�f (x) = 0;8x 2 A; adic¼a @
2f

@x21
(x) + :::+

@2f

@x2n
(x) = 0;8x 2 A:

Exerci̧tiul 2. S¼a se determine laplaceanul urm¼atoarelor funçtii
a) f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln

p
x2 + y2; b) f : D � R2 ! R; f (x; y) = arctg

y

x
;

c) f : D � R2 ! R; f (x; y) = ex
��
x2 � y2

�
cos y � 2xy sin y

�
;

xy
z

xy
z 4

5000
2

4

x

20
0 0

2
4

2
y4

z
5000

y x
z
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d) f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln
1q

(x� e)2 + (y � �)2
;

y x
z

y x
z

y x
2

4
2

4

1
0

00z 2 2
1

4 4

2 xyz

Rezolvare. a), b) -A se vedea Curs:
c) f : D � R2 ! R; f (x; y) = ex

��
x2 � y2

�
cos y � 2xy sin y

�
;

Se alege A = D = R2-este muļtime deschis¼a.
9@f
@x

: A1 � A = R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
ex
��
x2 � y2

�
cos y � 2xy sin y

��
=

x este variabil¼a
=

de derivare
ex
��
x2 � y2

�
cos y � 2xy sin y

�
+ ex (2x cos y � 2y sin y) =

= ex
��
x2 + 2x� y2

�
cos y � 2 (x+ 1) y sin y

�
;A1 = A = R2.

9@f
@y

: A2 � A = R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
ex
��
x2 � y2

�
cos y � 2xy sin y

��
=

y este variabil¼a
=

de derivare
ex
�
(�2y) cos y +

�
x2 � y2

�
(� sin y)� 2x sin y � 2xy cos y

�
=

= ex
�
�2 (x+ 1) y cos y �

�
x2 � y2 + 2x

�
sin y

�
;A2 = A = R2.

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=

=
@

@x

�
ex
��
x2 + 2x� y2

�
cos y � 2 (x+ 1) y sin y

��
=

x este variabil¼a
=

de derivare
ex
��
x2 + 2x� y2

�
cos y � 2 (x+ 1) y sin y

�
+ ex ((2x+ 2) cos y � 2y sin y) =

= ex
��
x2 + 4x� y2 + 2

�
cos y � 2 (x+ 2) y sin y

�
:

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=

=
@

@y

�
ex
�
�2 (x+ 1) y cos y �

�
x2 � y2 + 2x

�
sin y

��
=

x este variabil¼a
=

de derivare
ex
�
�2 (x+ 1) (cos y � y sin y)� (�2y) sin y �

�
x2 � y2 + 2x

�
cos y

�
=

= ex
��
�2x� 2� x2 + y2 � 2x

�
cos y + (2x+ 2 + 2) y sin y

�
:

Se observ¼a c¼a:

�f (x; y) =
@2f

@x2
(x; y) +

@2f

@y2
(x; y) = 0;8 (x; y) 2 R2

) f este funçtie armonic¼a pe R2:

Teorema 3: (Criteriul Schwarz-Clairaut de egalitate a derivatelor paŗtiale mixte de
ordin 2): Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R şi a 2 A. Fie i 2 f1; :::; ng şi j 2 f1; :::; ng. Dac¼a

exist¼a şi sunt �nite derivatele paŗtiale de ordinul 2 mixte
@2f

@xi@xj
şi

@2f

@xj@xi
pe o vecin¼atate V � A

a punctului a şi dac¼a funçtiile derivate paŗtiale
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@2f

@xi@xj
: V � A � Rn ! R şi

@2f

@xj@xi
: V � A � Rn ! R

sunt continue în a, atunci
@2f

@xi@xj
(a) =

@2f

@xj@xi
(a) : (3)

Teorema 4 (Criteriul Young de egalitate a derivatelor paŗtiale mixte de ordin 2): Fie
A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R şi a 2 A. Dac¼a f este funçtie derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe o
vecin¼atate V � A a punctului a şi funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1; @f

@xj
; sunt diferenţiabile

în a;8j 2 f1; :::; ng, atunci exist¼a toate derivatele paŗtiale de ordinul 2 în a şi derivatele paŗtiale
mixte sunt egale dou¼a câte dou¼a, adic¼a

@2f

@xi@xj
(a) =

@2f

@xj@xi
(a) ;8i 2 f1; :::; ng, 8j 2 f1; :::; ng.

De�ni̧tia 6: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R.
a) Fie a 2 A. Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 în a, în raport cu toate perechile
de variabile (xj ; xi) ;8i 2 f1; :::; ng ;8j 2 f1; :::; ng. Se numeşte hessiana funcţiei f în punctul a
matricea0BBBB@

@2f

@x21
(a) :::

@2f

@x1@xn
(a)

::: ::: :::
@2f

@xn@x1
(a) :::

@2f

@x2n
(a)

1CCCCA se not.
= Hf (a) (5)

b) Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe muļtimea deschis¼a A, în raport cu
toate perechile de variabile (xj ; xi) ;8i 2 f1; :::; ng ;8j 2 f1; :::; ng. Se numeşte hessiana funcţiei f
pe A funçtia

Hf : A � Rn !Mn (R) ;Hf (x) =

0BBBB@
@2f

@x21
(x) :::

@2f

@x1@xn
(x)

::: ::: :::
@2f

@xn@x1
(x) :::

@2f

@x2n
(x)

1CCCCA :
Exerci̧tiul 3. a) S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, cât şi
utilizând Criteriul Schwarz pentru

f : R2 ! R; f (x; y) = x2 sin (xy) :
Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.

y
z

x y
z

x 20
x

10
4

y
0 0

0

2

2

2
z

4

10 4
2

4

20

x
z
y

Rezolvare. A = R2- muļtime deschis¼a.
�9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
x2 sin (xy)

�
= 2x sin (xy) + x2y cos (xy) :

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
x2 sin (xy)

�
= x3 cos (xy) :
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9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
x3 cos (xy)

�
= 3x2 cos (xy)� x3y sin (xy) :

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
2x sin (xy) + x2y cos (xy)

�
= 2x2 cos (xy) + x2 cos (xy)� x3y sin (xy) :

�Prin calcul direct se observ¼a c¼a @2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2:

�Pe de alt¼a parte, 9 @
2f

@x@y
: R2 ! R şi 9 @

2f

@y@x
: R2 ! R şi aceste funçtii sunt continue în 8 (x; y) 2

R2. Atunci, şi conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2:

�Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul 2 simple şi hessiana:

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
2x sin (xy) + x2y cos (xy)

�
= 2 sin (xy) + 2xy cos (xy) + 2xy cos (xy)� x2y2 sin (xy) :

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
x3 cos (xy)

�
= �x4 sin (xy) :

9Hf : R2 ! R; Hf (x; y) =

0BB@
@2f

@x2
(x; y)

@2f

@x@y
(x; y)

@2f

@y@x
(x; y)

@2f

@y2
(x; y)

1CCA =

=

�
4xy cos (xy) +

�
2� x2y2

�
sin (xy) 3x2 cos (xy)� x3y sin (xy)

3x2 cos (xy)� x3y sin (xy) �x4 sin (xy)

�
b) S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, cât şi utilizând Criteriul
Schwarz pentru

f : R2 ! R; f (x; y) = y3 cos (xy) :
Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.

x
z
y x

z
y

4
2

0

x4
2

y
1002

0
0

100

2
4

4

z
xy

z

Rezolvare. A = R2- muļtime deschis¼a.
�9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
y3 cos (xy)

�
= 0 � cos (xy)� y3 � y sin (xy) :

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
y3 cos (xy)

�
= 3y2 cos (xy)� y3x sin (xy) :

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
3y2 cos (xy)� y3x sin (xy)

�
=

= �3y2 � y sin (xy)� y3 (sin (xy) + xy cos (xy))

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
�y4 sin (xy)

�
=
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= �4y3 sin (xy)� y4 � x cos (xy) :

�Prin calcul direct se observ¼a c¼a @2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2:

�Pe de alt¼a parte, 9 @
2f

@x@y
: R2 ! R şi 9 @

2f

@y@x
: R2 ! R şi aceste funçtii sunt continue în 8 (x; y) 2

R2. Atunci, şi conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2:

�Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul 2 simple şi hessiana

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
�y4 sin (xy)

�
= �y4 � y cos (xy) :

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
3y2 cos (xy)� y3x sin (xy)

�
= 6y cos (xy)� 3y2x sin (xy)� 3y2x sin (xy)� y3x � x cos (xy) :

9Hf : R2 ! R, Hf (x; y) =

0BB@
@2f

@x2
(x; y)

@2f

@x@y
(x; y)

@2f

@y@x
(x; y)

@2f

@y2
(x; y)

1CCA =

=

�
�y5 cos (xy) �4y3 sin (xy)� y4x cos (xy)

�4y3 sin (xy)� y4x cos (xy)
�
6y � x2y3

�
cos (xy) +

�
�6y2x

�
sin (xy)

�
Exerci̧tiul 4. S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, pentru

f : R2 ! R; f (x; y) =
� �

x2 + y2
�
ln
�
x2 + y2

�
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Se poate utiliza Criteriul Schwarz?
Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.
Rezolvare.a) R2 =

�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

Continuitatea pe R2 nu este condiţie necesar¼a pentru existenţa derivatelor parţiale.
Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R2, în raport cu x, respectiv y.

Din Seminarul anterior)
9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

�
2x ln

�
x2 + y2

�
+ 2x; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

�
2y ln

�
x2 + y2

�
+ 2y; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Etapa 2. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe R2, mixt în raport cu x; y.

��pe R2 n f(0; 0)g, care este muļtime deschis¼a, se vor deriva paŗtial @f
@x
;
@f

@y
folosind regulile de

derivare paŗtial¼a.
��în a = (0; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale în raport cu x, respectiv

cu y a funçtiilor
@f

@x
;
@f

@y
:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
2y ln

�
x2 + y2

�
+ 2y

�
=

= 2y
2x

x2 + y2
+ 0;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :
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@2f

@x@y
(0; 0)

modul 1
=

@

@x

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@x

(0; 0) =

d

�
@f

@y

�
de1

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@y
(t; 0)� @f

@y
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
2 � 0 � ln

�
t2 + 02

�
+ 2 � 0� 0

�
=

= lim
t!0;t2V

0 = 0) 9 @
2f

@x@y
(0; 0) = 0:

9 @
2f

@x@y
(0; 0)

modul 2
=

@

@x

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@x

(0; 0) = lim
x!0

@f

@y
(x; 0)� @f

@y
(0; 0)

x� 0 =

= lim
x!0

2 � 0 � ln
�
x2 + 02

�
+ 2 � 0� 0

x� 0 = 0:

Deci 9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

8<:
4xy

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
2x ln

�
x2 + y2

�
+ 2x

�
=

= 2x
2y

x2 + y2
+ 0;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@y@x
(0; 0)

modul 1
=

@

@y

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@y

(0; 0) ==

d

�
@f

@x

�
de2

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@x
(0; t)� @f

@x
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
2 � 0 � ln

�
02 + t2

�
+ 2 � 0� 0

�
=

= lim
t!0;t2V

0 = 0) 9 @
2f

@y@x
(0; 0) = 0:

@2f

@y@x
(0; 0)

modul 2
=

@

@y

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@y

(0; 0) = lim
y!0

@f

@x
(0; y)� @f

@x
(0; 0)

y � 0 =

= lim
y!0

2 � 0 � ln
�
02 + y2

�
+ 2 � 0� 0

y � 0 = 0:

Deci 9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

8<:
4xy

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

�Prin calcul direct se observ¼a c¼a @2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2:

�Se încearc¼a s¼a se aplice Criteriul Schwarz.

Se observ¼a c¼a 9 @
2f

@x@y
: R2 ! R şi 9 @

2f

@y@x
: R2 ! R.

��Aceste funçtii sunt continue în 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g. Atunci, conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :
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��Se studiaz¼a dac¼a funçtiile anterioare sunt continue în a = (0; 0). Se noteaz¼a

g : R2 ! R; g (x; y) =

8<:
4xy

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

În a = (0; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0, g este continu¼a, 9 lim

(x;y)!(0;0)
g (x; y) = g (0; 0) :

Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu direçtii. Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o
direçtie în R2:

9 lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

4 (th1) (th2)

(th1)
2 + (th2)

2 =

= lim
t!0;t2U

t2

t2
4h1h2
h21 + h

2
2

=
4h1h2
h21 + h

2
2

:

Pentru �ecare h = (h1; h2) o direçtie în R2, se obţine câte o valoare a limitei anterioare. Era
necesar ca limita anterioar¼a sa aib¼a aceeaşi valoare pentru orice direçtie

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei g în (0; 0)) g nu este continu¼a în (0; 0) :
Comentariu. Nuse poate aplica Criteriul Schwarz în (0; 0). Din acest exerci̧tiu se observ¼a c¼a
acest Criteriu este o condiţie su�cient¼a de egalitate a derivatelor parţiale mixte de ordinul 2, nu

şi necesar¼a. Funçtiile
@2f

@x@y
: R2 ! R şi

@2f

@y@x
: R2 ! R nu sunt continue în (0; 0) şi totuşi, prin

calcul direct
@2f

@x@y
(0; 0) =

@2f

@y@x
(0; 0) :

�Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul 2 simple

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
2x ln

�
x2 + y2

�
+ 2x

�
= 2 ln

�
x2 + y2

�
+ 2x

2x

x2 + y2
+ 2;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@x2
(0; 0)

modul 1
=

@

@x

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@x

(0; 0) =

d

�
@f

@x

�
de1

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@x
(t; 0)� @f

@x
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
2 � t � ln

�
t2 + 02

�
+ 2 � t� 0

�
=

= lim
t!0;t2V

�
2 ln

�
t2
�
+ 2
�
= �1) 9@

2f

@x2
(0; 0) = �1 =2 R:

9@
2f

@x2
(0; 0)

modul 2
=

@

@x

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@x

(0; 0) = lim
x!0

@f

@x
(x; 0)� @f

@x
(0; 0)

x� 0 =

= lim
x!0

2x ln
�
x2 + 02

�
+ 2 � 0� 0

x� 0 = lim
x!0

�
2 ln

�
x2
�
+ 2
�
= �1) 9@

2f

@x2
(0; 0) = �1 =2 R:

Deci 9@
2f

@x2
: R2 n f(0; 0)g ! R;

@2f

@x2
(x; y) = 2 ln

�
x2 + y2

�
+

4x2

x2 + y2
+ 2:

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
2y ln

�
x2 + y2

�
+ 2y

�
=

= 2 ln
�
x2 + y2

�
+ 2y

2y

x2 + y2
+ 2;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :
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@2f

@y2
(0; 0)

modul 1
=

@

@y

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@y

(0; 0) =

d

�
@f

@y

�
de2

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@y
(0; t)� @f

@y
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
2 � t � ln

�
02 + t2

�
+ 2 � t� 0

�
=

= lim
t!0;t2V

�
2 ln

�
t2
�
+ 2
�
= �1) 9@

2f

@y2
(0; 0) = �1 =2 R:

9@
2f

@y2
(0; 0)

modul 2
=

@

@y

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@y

(0; 0) = lim
y!0

@f

@y
(0; y)� @f

@y
(0; 0)

y � 0 =

= lim
y!0

2y ln
�
02 + y2

�
+ 2 � 0� 0

y � 0 = lim
y!0

�
2 ln

�
y2
�
+ 2
�
= �1) 9@

2f

@y2
(0; 0) = �1 =2 R:

Deci 9@
2f

@y2
: R2 n f(0; 0)g ! R;

@2f

@y2
(x; y) = 2 ln

�
x2 + y2

�
+

4y2

x2 + y2
+ 2:

Deci 9Hf : R2 n f(0; 0)g ! R, Hf (x; y) =

=

0BB@ 2 ln
�
x2 + y2

�
+

4x2

x2 + y2
+ 2

4xy

x2 + y2

4xy

x2 + y2
2 ln

�
x2 + y2

�
+

4y2

x2 + y2
+ 2

1CCA :
Exerci̧tiul 5. S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2 pe R2, dac¼a exist¼a, pentru

a) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x3y � xy3
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

;

b) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
y3

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

c) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<: y2 ln

�
1 +

x2

y2

�
; dac¼a y 6= 0

0; dac¼a y = 0
:

x
z
y x

z
y 4

2

x
0 0

y 4
2

4
2

4
2 0

z
15
10

5

xy

z

Rezolvare. a) A se vedea Curs: Acest exemplu arat¼a c¼a derivatele paŗtiale mixte nu sunt, în gen-
eral, egale.

@2f

@x@y
(0; 0) = 1 6= �1 = @2f

@y@x
(0; 0) :

b) A se vedea Curs: Acest exemplu ne arat¼a c¼a derivatele paŗtiale mixte nu sunt, în general, egale,
una din ele existând, cealalt¼a nu.
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@
@2f

@x@y
(0; 0) ;

@2f

@y@x
(0; 0) = 0:

c) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<: y2 ln

�
1 +

x2

y2

�
; dac¼a y 6= 0

0; dac¼a y = 0
:

Se noteaz¼a F =
�
(x; y) 2 R2; y = 0

	
-muļtime închis¼a. R2 =

�
R2 n F

�
[ F:

Continuitatea pe R2 nu este condiţie necesar¼a pentru existenţa derivatelor parţiale.
Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R2, în raport cu x, respectiv y.

��pe R2 n F =
�
(x; y) 2 R2; y 6= 0

	
, care este muļtime deschis¼a, se va deriva paŗtial f folosind

regulile de derivare paŗtial¼a.
��în a = (a1; 0) 2 F; (a1; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0
(unde a1 2 R) se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale

în raport cu x, respectiv cu y.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
y2 ln

�
1 +

x2

y2

��
= y2 � 1

1 + x2

y2

� 2x
y2
;

8 (x; y) 2 R2 n F:
@f

@x
(a1; 0) =

df

de1
(a1; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (a1 + t; 0)� f (a1; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t
(0� 0) =

= lim
t!0;t2V

0 = 0) 9@f
@x
(a1; 0) = 0;8a1 2 R.

Deci A1 = R2 şi

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

8<:
2xy2

x2 + y2
; dac¼a y 6= 0

0; dac¼a y = 0:
:

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
y2 ln

�
1 +

x2

y2

��
=

= 2y ln

�
1 +

x2

y2

�
+ y2 � 1

1 + x2

y2

� �2x
2

y3
;8 (x; y) 2 R2 n F:

@f

@y
(a1; 0) =

df

de2
(a1; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (a1; t)� f (a1; 0)) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
t2 ln

�
1 +

a21
t2

�
� 0
�
= lim
t!0;t2V

t ln

�
1 +

a21
t2

�
:

Pentru a1 = 0)
@f

@y
(0; 0) = lim

t!0;t2V
t ln

�
1 +

0

t2

�
= lim
t!0;t2V

0 = 0:

Pentru a1 2 R� )
@f

@y
(a1; 0) = lim

t!0;t2V
t ln

�
1 +

a21
t2

�
= 0:

Deci A2 = R2 şi

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

8<: 2y ln

�
1 +

x2

y2

�
� 2x2y

x2 + y2
; dac¼a y 6= 0

0; dac¼a y = 0:
:

Etapa 2. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe R2, mixt în raport cu x; y.

��pe R2nF , care este muļtime deschis¼a, se vor deriva paŗtial @f
@x
;
@f

@y
folosind regulile de derivare

paŗtial¼a.
��în a = (a1; 0) 2 F; (a1; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0
(unde a1 2 R) se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale

în raport cu x, respectiv cu y a funçtiilor
@f

@x
;
@f

@y
:
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9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
2y ln

�
1 +

x2

y2

�
� 2x2y

x2 + y2

�
=

= 2y � 1

1 + x2

y2

� 2x
y2
�
4xy

�
x2 + y2

�
� 2x2y � 2x

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n F:

@2f

@x@y
(a1; 0) =

@

@x

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(a1; 0) =

@

�
@f

@y

�
@x

(a1; 0) =

d

�
@f

@y

�
de1

(a1; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@y
(a1 + t; 0)�

@f

@y
(a1; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t
(0� 0) =

= lim
t!0;t2V

0 = 0) 9 @
2f

@x@y
(a1; 0) = 0;8a1 2 R:

Deci 9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

8<:
4x3y

(x2 + y2)2
; dac¼a y 6= 0

0; dac¼a y = 0:
:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
2xy2

x2 + y2

�
=

=
4xy

�
x2 + y2

�
� 2xy2 � 2y

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n F:

@2f

@y@x
(a1; 0) =

@

@y

 
@f

@x|{z}
!

f1

(a1; 0) =

@

�
@f

@x

�
@y

(a1; 0) =

d

�
@f

@x

�
de2

(a1; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@x
(a1; t)�

@f

@x
(a1; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
2a1t

2

a21 + t
2
� 0
�
:

Pentru a1 = 0)
@2f

@y@x
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(0� 0) = lim

t!0;t2V
0 = 0:

Pentru a1 2 R� )
@f

@y
(a1; 0) = lim

t!0;t2V

2a1t

a21 + t
2
= 0:

Deci 9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

8<:
4x3y

(x2 + y2)2
; dac¼a y 6= 0

0; dac¼a y = 0:
:

�Prin calcul direct se observ¼a c¼a
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2nF şi @

2f

@x@y
(a1; 0)| {z }
=0

=
@2f

@y@x
(a1; 0)| {z }
=0

;8 (x; y) = (a1; 0) 2 F

�Ca la Exerci̧tiul 4, se încearc¼a s¼a se aplice Criteriul Schwarz.

Se observ¼a c¼a 9 @
2f

@x@y
: R2 ! R şi 9 @

2f

@y@x
: R2 ! R.

��Aceste funçtii sunt continue în 8 (x; y) 2 R2 n F . Atunci, conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2 n F:

��Se studiaz¼a dac¼a funçtiile anterioare sunt continue în a = (a1; 0) 2 F . Se noteaz¼a

g : R2 ! R; g (x; y) =

8<:
4x3y

(x2 + y2)2
; dac¼a y 6= 0

0; dac¼a y = 0:
:
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În a = (a1; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0, g este continu¼a, 9 lim

(x;y)!(a1;0)
g (x; y) = g (a1; 0) :

Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (a1; 0) cu direçtii. Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o
direçtie în R2:

Pentru a1 = 0) 9 lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) =

= lim
t!0;t2U

4 (th1)
3 (th2)�

(th1)
2 + (th2)

2
�2 = lim

t!0;t2U

t4

t4
4h31h2�
h21 + h

2
2

�2 :
Pentru �ecare h = (h1; h2) o direçtie în R2, obţinem câte o valoare a limitei anterioare. Era necesar
ca limita anterioar¼a sa aib¼a aceeaşi valoare pentru orice direçtie

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei g în (0; 0)) g nu este continu¼a în (0; 0) :

Pentru a1 2 R� ) 9 lim
t!0;t2U

f ((a1; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (a1 + th1; th2)

= lim
t!0;t2U

4 (a1 + th1)
3 (th2)�

(a1 + th1)
2 + (th2)

2
�2 = 0;8 (h1; h2)

)se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei g în (a1; 0), şiar avea valoarea 0:
Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei g în (a1; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):

lim
(x;y)!(a1;0)

g (x; y) = 0, [8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 R2 n f(a1; 0)g

cu 0 < jx� a1j < � şi 0 < jy � 0j < � s¼a rezulte jg (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 R2 n f(a1; 0)g
cu 0 < jx� a1j < � şi 0 < jy � 0j < � s¼a rezulte jg (x; y)� 0j

"sc¼ap¼am" de x;y
<

r¼amâne �
::: < ":

Cum 0 < jy � 0j < � ) y 6= 0; atunci

jg (x; y)� 0j =
���� 4x3y

(x2 + y2)2
� 0
���� = 4 x2

(x2 + y2)2
jxj jyj < 4 � 1 � � � � < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât 4�2 < ". Deoarece � (") este "raz¼a" pentru o vecin¼atate
a punctului (a1; 0), se poate c¼auta chiar şi � = � (") 2 ]0; 1[ astfel încât

4�2
�2<�; pentru �2]0;1[

< 4� < ":
Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi "4 exist¼a un astfel de �. Se poate

alege, de exemplu, � = min
�
"
8 ; 1
	
:

Deci 9 lim
(x;y)!(a1;0)

4x3y

(x2 + y2)2
= 0:

� � �Conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 F n f(0; 0)g :

� � �Nu se poate aplica Criteriul Schwarz în (0; 0). Din acest exerci̧tiu se observ¼a c¼a acest
Criteriu este o condiţie su�cient¼a de egalitate a derivatelor parţiale mixte de ordinul 2, nu şi

necesar¼a. Funçtiile
@2f

@x@y
: R2 ! R şi

@2f

@y@x
: R2 ! R nu sunt continue în (0; 0) şi totuşi, prin

calcul direct
@2f

@x@y
(0; 0) =

@2f

@y@x
(0; 0) :

De�ni̧tia 7: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A.
a) Funçtia f se numeşte de k ori diferenţiabil¼a în a dac¼a este de k � 1 ori derivabil¼a paŗtial
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într-o vecin¼atate V a punctului a şi toate funçtiile derivate paŗtiale de ordin k � 1 ale lui f sunt
diferenţiabile în a.
b) Funçtia f se numeşte de k ori diferenţiabil¼a pe mulţimea A dac¼a este de k ori diferenţiabil¼a în
8a 2 A.
Propozi̧tia 1: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A. Dac¼a f are derivate paŗtiale de ordin
k şi acestea sunt continue în a, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin k în a:
Observa̧tia 6: a) Dac¼a f : A � R2 ! R este diferenţiabil¼a pe muļtimea deschis¼a A, atunci

(df) (x; y) =
@f

@x
(x; y) � dx+ @f

@y
(x; y) � dy;8 (x; y) 2 A (9)

Dac¼a f : A � R2 ! R este diferenţiabil¼a de ordin 2 pe muļtimea deschis¼a A, atunci�
d2f
�
(x; y) =

@2f

@x2
(x; y) � (dx)2 + 2 @

2f

@x@y
(x; y) � (dx) (dy)

+
@2f

@y@x
(x; y) � (dy) (dx) + @

2f

@y2
(x; y) � (dy)2 ;8 (x; y) 2 A

(10)

sau
�
d2f
�
(x; y) =

@2f

@x2
(x; y) � (dx)2 + 2 @

2f

@x@y
(x; y) � (dx) (dy) + @

2f

@y2
(x; y) � (dy)2 ;8 (x; y) 2 A

(100)
Dac¼a f : A � R2 ! R este diferenţiabil¼a de ordin 3 pe muļtimea deschis¼a A, atunci�

d3f
�
(x; y) =

@3f

@x3
(x; y) � (dx)3 + 3 @3f

@x2@y
(x; y) � (dx)2 (dy)+

+3
@3f

@x@y2
(x; y) � (dx) (dy)2 + @

3f

@y3
(x; y) � (dy)3 ;8 (x; y) 2 A

(11)

b) Dac¼a f : A � R3 ! R este diferenţiabil¼a pe muļtimea deschis¼a A, atunci

(df) (x; y; z) =
@f

@x
(x; y; z) � dx+ @f

@y
(x; y; z) � dy + @f

@z
(x; y; z) � dz;8 (x; y; z) 2 A (12)

Dac¼a f : A � R3 ! R este diferenţiabil¼a de ordin 2 pe muļtimea deschis¼a A, atunci�
d2f
�
(x; y; z) =

@2f

@x2
(x; y; z) � (dx)2 + @2f

@x@y
(x; y; z) � (dx) (dy) + @2f

@x@z
(x; y; z) � (dx) (dz)+

+
@2f

@y@x
(x; y; z) � (dy) (dx) + @

2f

@y2
(x; y; z) � (dy)2 + @2f

@y@z
(x; y; z) � (dy) (dz)+

+
@2f

@z@x
(x; y; z) � (dz) (dx) + @2f

@z@y
(x; y; z) � (dz) (dy) + @

2f

@z
(x; y; z) � (dz)2 ;8 (x; y; z) 2 A

(13)

�
d2f
�
(x; y; z) =

@2f

@x2
(x; y; z) � (dx)2 + @

2f

@y2
(x; y; z) � (dy)2 + @

2f

@z
(x; y; z) � (dz)2+

+2
@2f

@x@y
(x; y; z) � (dx) (dy) + 2 @

2f

@y@z
(x; y; z) � (dy) (dz) + 2 @

2f

@z@x
(x; y; z) � (dz) (dx) ;

8 (x; y; z) 2 A

(130)

Exerci̧tiul 6. S¼a se determine derivatele paŗtiale de ordinul 1; diferenţiala de ordinul 1; derivatele
paŗtiale simple şi mixte de ordinul 2; diferenţiala de ordinul 2; hessiana pantru

f : D � R2 ! R; f (x; y) = arctg
y

x
+ x2 � y2:

Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct,
cât şi utilizând Criteriul Schwarz. S¼a se determine laplaceanul şi s¼a se decid¼a dac¼a f este armonic¼a
pe D:
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Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 7: S¼a se determine derivatele paŗtiale de ordinul 1; diferenţiala de ordinul 1; derivatele
paŗtiale simple şi mixte de ordinul 2; diferenţiala de ordinul 2; hessiana pantru

f : R3 ! R; f (x; y; z) = sin (2x� y + 8z) + 3xy2 + z:
Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct,
cât şi utilizând Criteriul Schwarz. S¼a se determine laplaceanul şi s¼a se decid¼a dac¼a f este armonic¼a
pe D:
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 8: S¼a se determine o muļtime deschis¼a D � R2 pe care este de�nit¼a funçtia
f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln

�
1 + x2 � y

�
şi, dac¼a f 2 C2 (D;R), s¼a se determine expresiile diferenţialelor de ordin 1 şi 2 pentru f;

(df) (x; y) şi
�
d2f
�
(x; y) ;8 (x; y) 2 D:

Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.

z
y x

z
y x

4
2

2
4

20

y x
0z 0
2 2

44

2

xy
z

Rezolvare. Fie A = D =
�
(x; y) 2 R2; 1 + x2 � y > 0

	
;care este muļtime deschis¼a.

�Se determin¼a funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1.
9@f
@x

: A1 � A � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
ln
�
1 + x2 � y

�� x este variabil¼a
=

de derivare

2x

1 + x2 � y ;A1 � A:

9@f
@y

: A2 � A � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
ln
�
1 + x2 � y

�� y este variabil¼a
=

de derivare

�1
1 + x2 � y ;A2 � A:

Ele sunt funçtii continue pe D; deci f 2 C1 (D;R) : Conform Propozi̧tiei 11; deoarece f are
derivate paŗtiale de ordin 1 şi acestea sunt continue pe D, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin
1 în 8 (x; y) 2 A1 \A2 şi

(df) (x; y) =
2x

1 + x2 � y � dx+
�1

1 + x2 � y � dy;8 (x; y) 2 A1 \A2 = A:
�Se determin¼a funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 2 mixte.

9 @
2f

@x@y
: A21 � A2 � R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
�1

1 + x2 � y

�
=

=
2x

(1 + x2 � y)2
;A21 = A2;

9 @
2f

@y@x
: A12 � A1 � R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
2x

1 + x2 � y

�
=

=
�2x � (�1)
(1 + x2 � y)2

;A12 = A1:

��Prin calcul direct se observ¼a c¼a @2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 A:
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��Pe de alt¼a parte, 9 @
2f

@x@y
: A � R2 ! R şi 9 @

2f

@y@x
: A � R2 ! R şi aceste funçtii sunt continue

în 8 (x; y) 2 A. Atunci, şi conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 A:

�Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul 2 simple

9@
2f

@x2
: A11 � A1 � R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
2x

1 + x2 � y

�
=

x este variabil¼a
=

de derivare

2
�
1 + x2 � y

�
� 2x (0 + 2x� 0)

(1 + x2 � y)2
=
2
�
1� x2 � y

�
(1 + x2 � y)2

;A11 = A1:

9@
2f

@y2
: A22 � A2 � R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
�1

1 + x2 � y

�
=

y este variabil¼a
=

de derivare

�1
(1 + x2 � y)2

;A22 = A2:

Ele sunt funçtii continue pe A; deci f 2 C2 (A;R) : Conform Propozi̧tiei 1; deoarece f are derivate
paŗtiale de ordin 2 şi acestea sunt continue peA, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin 2 în 8 (x; y) 2 A
şi �

d2f
�
(x; y) =

2
�
1� x2 � y

�
(1 + x2 � y)2

� (dx)2 + 2 2x

(1 + x2 � y)2
� (dx) (dy) + �1

(1 + x2 � y)2
� (dy)2 ;8 (x; y) 2 A:

Mai mult

9Hf : D ! R; Hf (x; y) =

0BB@
@2f

@x2
(x; y)

@2f

@x@y
(x; y)

@2f

@y@x
(x; y)

@2f

@y2
(x; y)

1CCA =

0BB@
2
�
1� x2 � y

�
(1 + x2 � y)2

2x

(1 + x2 � y)2
2x

(1 + x2 � y)2
�1

(1 + x2 � y)2

1CCA :
Dac¼a se gândeşte diferenţiala de ordinul 2 în (x; y) �xat ca şi form¼a p¼atratic¼a, atunci matricea

asociat¼a acestei forme p¼atratice este chiar hessiana funçtiei f în (x; y) :

Exerci̧tiul 12: S¼a se arate c¼a funçtia
z : D � R2 ! R; z (x; y) =

�
x2 + y2

�
arctg

y

x
;

unde D =
�
(x; y) 2 R2;x 6= 0

	
; veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a cu derivate paŗtiale de ordinul al doilea:

x2
@2z

@x2
(x; y) + 2xy

@2z

@x@y
(x; y) + y2

@2z

@y2
(x; y) = 2z (x; y) ;8 (x; y) 2 D:

x
z
y x

z
y

4

20
40

2z

y

0
0

x

4

4
2

0
2

2
4

20
40

y
z

x

Rezolvare.
�Se observ¼a c¼a funçtia z este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe D în raport cu x; respectiv y; adic¼a

9@z
@x

: D � R2 ! R;
@z

@x
(x; y) =

@

@x

��
x2 + y2

�
arctg

y

x

�
=
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x este variabil¼a
=

de derivare
(2x+ 0) arctg

y

x
+
�
x2 + y2

� 1

1 +
�y
x

�2 ��yx2
�
= 2x arctg

y

x
� y:

9@z
@y
: D � R2 ! R;

@z

@y
(x; y) =

@

@x

��
x2 + y2

�
arctg

y

x

�
=

y este variabil¼a
=

de derivare
(0 + 2y) arctg

y

x
+
�
x2 + y2

� 1

1 +
�y
x

�2 �1x
�
= 2y arctg

y

x
+ x:

�Se observ¼a c¼a funçtia f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe D în raport cu x; respectiv cu y;
adic¼a

9@
2z

@x2
: D � R2 ! R;

@2z

@x2
(x; y)

def
=

@

@x

�
@z

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
2x arctg

y

x
� y
�
=

x este variabil¼a
=

de derivare
2 arctg

y

x
+ 2x

1

1 +
�y
x

�2 ��yx2
�
+ 0 = 2 arctg

y

x
� 2xy

x2 + y2
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Exerci̧tiul 13. S¼a se arate c¼a funçtia
f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln (ex + ey) ;

unde D = R2; veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a cu derivate paŗtiale de ordinul al doilea:�
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Rezolvare. A se vedea Curs.


