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SEMINAR NR. 9, REZOLV¼ARI
Analiz¼a matematic¼a, AIA

12:5: Puncte de extrem libere pentru f : A � Rn ! R

De�ni̧tia 1: Fie f : A � Rn ! R şi a 2 A:
a) a 2 A se numeşte punct de minim local (liber) pentru f dac¼a

9V 2 V (a) a.î. f (a) � f (x) ;8x 2 V \A;
f (a) se numeşte valoare minim¼a local¼a.
b) a 2 A se numeşte punct de maxim local (liber) pentru f dac¼a

9V 2 V (a) a.î. f (x) � f (a) ;8x 2 V \A:
f (a) se numeşte valoare maxim¼a local¼a.
c) a 2 A se numeşte punct de extrem local (liber) pentru f dac¼a a este punct de minim local sau
maxim local pentru f:
De�ni̧tia 2: Fie f : A � Rn ! R şi a 2 A:
a) a 2 A se numeşte punct de minim global (liber) pentru f dac¼a f (a) � f (x) ;8x 2 A;
f (a) se numeşte valoare minim¼a global¼a.
b) a 2 A se numeşte punct de maxim global (liber) pentru f dac¼a f (x) � f (a) ;8x 2 A:
f (a) se numeşte valoare maxim¼a global¼a.
c) a 2 A se numeşte punct de extrem global (liber) pentru f dac¼a a este punct de minim global sau
maxim global pentru f:
Observa̧tia 1: Fie n = 2: Gra�cul unei funçtii f : A � R2 ! R; f (x; y) = z este o muļtime
Gf =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; z = f (x; y)

	
; care se poate reprezenta în R3.

a) Pentru funçtia f : R2 ! R, f (x; y) = x2+ y2; (al c¼arei gra�c este un paraboloid eliptic); din
gra�c se observ¼a c¼a punctul a = (0; 0) este punct de minim global. Şi cu de�ni̧tia se observ¼a c¼a

f (x; y) = x2 + y2 � 0 = f (0; 0) ;8 (x; y) 2 R2:

b) Pentru funçtia f : R2 ! R, f (x; y) = �x2 � y2; (al c¼arei gra�c este un paraboloid eliptic);
din gra�c se observ¼a c¼a punctul a = (0; 0) este punct de maxim global. Şi cu de�ni̧tia se observ¼a
c¼a

f (x; y) = �x2 � y2 � 0 = f (0; 0) ;8 (x; y) 2 R2:
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c) Pentru funçtia f : R2 ! R, f (x; y) = x2 � y2;
(al c¼arei gra�c este un paraboloid hiperbolic); din gra�c se observ¼a c¼a punctul a = (0; 0) este punct
şa, nu este punct de extrem. Şi cu de�ni̧tia se observ¼a c¼a

f (x; y) = x2 � y2?0 = f (0; 0) ;8 (x; y) 2 R2;
adic¼a în orice vecin¼atate a (0; 0) ; f (x; y)� f (0; 0) ia şi semnul +; şi semnul �:

Mai mult, se observ¼a c¼a, în originea (0; 0) ; paraboloidul hiperbolic are planul tangent orizontal
z = 0: Se observ¼a c¼a (0; 0) este punct de minim local de-a lungul axei Oy; respectiv de maxim local
de-a lungul axei Ox: În fotogra�e, se observ¼a un punct şa. În direçtia în care urc¼a alpinistul, puctul
şa este cel mai de jos punct, în timp ce pe direçtia perpendicular¼a este cel mai de sus punct.

d) Pentru funçtia f : R2 ! R, f (x; y) = x2; (al c¼arei gra�c este un cilindru parabolic); din
gra�c se observ¼a c¼a punctul a = (0; 0) este punct de minim local; toate punctele de pe axa Oy sunt
puncte de minim local, chiar global (funçtia are o in�nitate de puncte de minim local, chiar global):

De�ni̧tia 3: Fie f : A � Rn ! R şi a 2 intA; A-muļtime deschis¼a cu interior nevid: Punctul
a 2 intA se numeşte punct staţionar pentru f dac¼a f este derivabil¼a paŗtial în a în raport cu toate
variabilele şi
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8>>><>>>:
@f

@x1
(a) = 0

:::
@f

@xn
(a) = 0:

Propozi̧tia 1: Fie A � Rn, f : A � Rn ! R diferenţiabil¼a în a 2 intA: Punctul a este punct
staţionar pentru f dac¼a şi numai dac¼a

(df) (a) = 0 (aplicaţia liniar¼a nul¼a):
Teorema 1 (Fermat): Fie f : A � Rn ! R şi a 2 intA; A-muļtime deschis¼a cu interior nevid:
Dac¼a a este punct de extrem local pentru f şi dac¼a f este derivabil¼a paŗtial în a în raport cu toate
variabilele, atunci a este punct staţionar pentru f:
Observa̧tia 2. Exist¼a funçtii f pentru care a este punct staţionar dar nu este punct de extrem
local. De exemplu, �e

f : R2 ! R; f (x; y) = xy:
Se observ¼a ca (0; 0) este punct staţionar, dar nu este de extrem local.

Teorema 2: Fie f : A � Rn ! R şi a 2 intA; A-muļtime deschis¼a cu interior nevid: Se presupune
c¼a f 2 C2 (A;R) (are derivate paŗtiale de ordinul 1 şi 2 de�nite pe A; continue pe A) şi c¼a a este
punct staţionar pentru f: Fie forma p¼atratic¼a

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h)

ce are drept matrice asociat¼a în baza canonic¼a Hf (a) (hessiana funçtiei calculat¼a în a):
a) Dac¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a, atunci a este punct de minim local pentru f:
b) Dac¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a negativ de�nit¼a, atunci a este punct de maxim local pentru f:
c) Dac¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a, atunci a nu este punct de extrem local pentru f
(este punct parabolic, punct şa):
d) Dac¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a semide�nit¼a, atunci nu se poate a�rma dac¼a a este sau nu este
punct de extrem local pentru f pe baza teoremei.
Observa̧tia 3. În ipotezele Teoremei 2;
a) forma p¼atratic¼a qa (h) este pozitiv de�nit¼a , �1 > 0;�2 > 0; :::;�n > 0;
b) forma p¼atratic¼a qa (h) este negativ de�nit¼a , �1 < 0;�2 > 0; :::; (�1)n�n > 0;

Exerci̧tiul 1: Pentru n = 2; gra�cul unei funçtii f : A � R2 ! R; f (x; y) = z este o muļtime Gf =�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 A; z = f (x; y)

	
; care se poate reprezenta în R3. În punctele staţionare,

planul tangent la reprezentarea gra�cului este paralel cu planul xOy; iar punctele de extrem local
sunt cele care, într-o vecin¼atate, au cota z cea mai mare/ mic¼a în comparaţie cu cele ale punctelor
din vecin¼atate.
S¼a se determine punctele staţionare, apoi punctele de extrem local şi natura lor pentru urm¼atoarele
câmpuri scalare:
a) f : R2 ! R; f (x; y) = x3 + 3xy2 � 15x� 12y:
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Rezolvare. Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2
�
R2;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi

de�nite pe R2; continue pe R2):

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) = 3x2 + 3y2 � 15:

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) = 6xy � 12:

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
3x2 + 3y2 � 15

�
= 6x:

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y
(6xy � 12) = 6x:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x
(6xy � 12) = 6y:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
3x2 + 3y2 � 15

�
= 6y:

Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y) = 0,

8><>:
@f

@x
(x; y) = 0

@f

@y
(x; y) = 0

,
�
3x2 + 3y2 � 15 = 0
6xy � 12 = 0 ,

�
(x+ y)2 � 2xy � 5 = 0
xy = 2

,
�
(x+ y)2 = 9
xy = 2

) �
�
x+ y = 3
xy = 2

) (x; y) = (1; 2) sau (x; y) = (2; 1)

�
�
x+ y = �3
xy = 2

) (x; y) = (�1;�2) sau (x; y) = (�2;�1) :

z

y x
50

2 0

100
0

2
0

2

2

50
100

Deci punctele sta̧tionare ale f sunt
a = (1; 2) ;b = (2; 1) ; c = (�1;�2) ;d = (�2;�1) :

Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�
d2f

�
(x; y) =

@2f

@x2
(x; y) � (dx)2 + 2 @

2f

@x@y
(x; y) � (dx) (dy)

+
@2f

@y@x
(x; y) � (dy) (dx) + @

2f

@y2
(x; y) � (dy)2 ;8 (x; y) 2 A

f2C2(R2;R)
)�

d2f
�
(x; y) =

@2f

@x2
(x; y) � (dx)2 + 2 @

2f

@x@y
(x; y) � (dx) (dy) + @

2f

@y2
(x; y) � (dy)2 ;8 (x; y) 2 A�

d2f
�
(x; y) = 6x � (dx)2 + 2 � 6y � (dx) (dy) + 6x � (dy)2 ;8 (x; y) 2 R2:
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Hf (x; y) =

0BB@
@2f

@x2
(x; y)

@2f

@x@y
(x; y)

@2f

@y@x
(x; y)

@2f

@y2
(x; y)

1CCA =

�
6x 6y
6y 6x

�
Algoritmul din Teorema 2 se aplic¼a pentru �ecare punct staţionar în parte.
a = (1; 2) )

�
d2f

�
(1; 2) = 6 (dx)2 + 24 (dx) (dy) + 6 (dy)2

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

�
(1; 2) (h1; h2) = 6h

2
1 + 24h1h2 + 6h

2
2:

Hf (1; 2) =

�
6 12
12 6

�
:

Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) :
Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:

�0 = 1 mereu.
�1 = 6 6= 0

�2 =

���� 6 12
12 6

���� = 36� 144 = �108 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qa (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 , unde u1; u2 sunt coordonatele lui h = (h1; h2) într-o alt¼a baz¼a decât

cea canonic¼a, ce se poate determina)
qa (h) =

1

6|{z}
+

u21 +
6

�108| {z }
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Metoda Gauss, aplicabil¼a pentru orice form¼a p¼atratic¼a, în una din cele dou¼a variante.
Deoarece 9a11 = 6 6= 0)varianta 1:
qa (h) = 6h

2
1 + 24h1h2+

+6h22:
:

pasul 1. Se grupeaz¼a termenii din expresia lui qa (h) care conţin h1 (prima linie din expresia formei
qa (h)) şi se completeaz¼a la un p¼atrat perfect, folosind

a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2 :

qa (h) = 6
�
1 � h21 + 4h1h2

�
+ 6h22 = 6

�
1 � h21 + 2h1 � 2h2 + (2h2)

2
�
� 6 � (2h2)2 + 6h22 =

= 6 (h1 + 2h2)
2 � 18h22:

pasul 1�. Se face schimbarea de coordonate�
u1 = h1 + 2h2
u2 = h2

,
�
h1 = u1 � 2u2
h2 = u2

În baza S1 = (e01; e
0
2) ; dat¼a de matricea de trecere G1 =C AS1 =

�
1 �2
0 1

�
; forma p¼atratic¼a

are forma canonic¼a:
qa (h) = 6|{z}

+

u21 + (�18)| {z }
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a S1.

Metoda valorilor şi vectorilor proprii (a transform¼arilor ortogonale), aplicabil¼a pentru orice
form¼a p¼atratic¼a, deoarece A = Hf (a) este simetric¼a, deci este ortogonal asemenea cu o matrice
diagonal¼a.

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A = Hf (1; 2) =
�
6 12
12 6

�
; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

���� 6� � 12
12 6� �

���� = �2 � 12�� 108 = (�� 18) (�+ 6) :
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modul 2. PA (�) = (�1)2
�
�2 � �1�+ �2

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 6 + 6 = 12;

�2 = detA =

���� 6 12
12 6

���� = �108:
PA (�) = �

2 � 12�� 108 = (�� 18) (�+ 6) :
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�� 18) (�+ 6) = 0,
�
�1 = 18 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = �6 2 R cu m (�2) = 1:

�O form¼a canonic¼a a formei p¼atratice este
qa (h) = 18|{z}

+

u21 + (�6)|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a So; chiar orto-

normat¼a (cu vectori proprii ai A) ce se poate determina.
Indiferent de metod¼a, se observ¼a c¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a)
) a = (1; 2) nu este punct de extrem local pentru f (este punct parabolic, punct şa):

b = (2; 1) )
�
d2f

�
(2; 1) = 12 (dx)2 + 12 (dx) (dy) + 12 (dy)2

qb (h) =
��
d2f

�
(b)
�
(h) =

�
d2f

�
(2; 1) (h1; h2) = 12h

2
1 + 12h1h2 + 12h

2
2

Hf (2; 1) =

�
12 6
6 12

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qb (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 12 6= 0

�2 =

���� 12 6
6 12

���� = 108 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este qb (h) =

�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 )

qb (h) =
1

12|{z}
+

u21 +
12

108|{z}
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qb (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a)
) b = (2; 1) este punct de minim local pentru f:

c = (�1;�2) )
�
d2f

�
(�1;�2) = �6 (dx)2 � 24 (dx) (dy)� 6 (dy)2

qc (h) =
��
d2f

�
(c)
�
(h) =

�
d2f

�
(�1;�2) (h1; h2) = �6h21 � 24h1h2 � 6h22

Hf (1; 2) =

�
�6 �12
�12 �6

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qc (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu
�1 = �6 6= 0

�2 =

���� �6 �12
�12 �6

���� = 36� 144 = �108 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este qc (h) =

�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 )

qc (h) =
1

�6|{z}
�

u21 +
�6
�108| {z }
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 7

Se observ¼a c¼a qc (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a)
) c = (�1;�2) nu este punct de extrem local pentru f (este punct parabolic, punct şa)

d = (�2;�1) )
�
d2f

�
(�2;�1) = �12 (dx)2 � 12 (dx) (dy)� 12 (dy)2

qd (h) =
��
d2f

�
(d)
�
(h) =

�
d2f

�
(�2;�1) (h1; h2) = �12h21 � 12h1h2 � 12h22

Hf (1; 2) =

�
�12 �6
�6 �12

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qd (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu
�1 = �12 6= 0

�2 =

���� �12 �6
�6 �12

���� = 144� 36 = 108 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este qd (h) =

�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 )

qd (h) =
1

�12|{z}
�

u21 +
�12
108|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qd (h) este form¼a p¼atratic¼a negativ de�nit¼a)
) d = (�2;�1) este punct de maxim local pentru f:

Concluzii.
�b = (2; 1) este punct de minim local pentru f:

f (b) = f (2; 1) = 23 + 3 � 2 � 12 � 15 � 2� 12 � 1 = �28 este valoarea minim¼a local.
Din gra�c se observ¼a c¼a nu este cea mai mic¼a valoare global) b = (2; 1) nu este punct de minim

global pentru f: Pentru ca b = (2; 1) s¼a �e punct de minim global, ar � trebuit ca
f (x; y)� f (2; 1) � 0;8 (x; y) 2 R2;

ceea ce nu este adev¼arat.
�d = (�2;�1) este punct de maxim local pentru f:

f (d) = f (�2;�1) = (�2)3 + 3 � (�2) � (�1)2 � 15 � (�2)� 12 � (�1) = 28 este valoarea maxim¼a
local.;

Din gra�c se observ¼a c¼a nu este cea mai mare valoare global) d = (�2;�1) nu este punct de
maxim global pentru f: Pentru ca d = (�2;�1) s¼a �e punct de maxim global, ar � trebuit ca

f (x; y)� f (�2;�1) � 0;8 (x; y) 2 R2;
ceea ce nu este adev¼arat.
�Pentru studiul valorilor extreme globale, se studiaz¼a comportamentul valorilor funçtiei la frontiera
domeniului de de�ni̧tie, adic¼a la "frontiera" lui R2; adic¼a

lim
(x;y)!(�1;�1)

f (x; y) =?; lim
(x;y)!(+1;+1)

f (x; y) =? ş.a.m.d,

dar nu face obiectul acestui seminar.

b) f : R2 ! R; f (x; y) = x4 + y4 � 4xy + 1;
Rezolvare. Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2

�
R2;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi

de�nite pe R2; continue pe R2):

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) = 4x3 � 4y:

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) = 4y3 � 4x:

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
4x3 � 4y

�
= 12x2:
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9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
4y3 � 4x

�
= 12y2:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
4y3 � 4x

�
= �4:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
4x3 � 4y

�
= �4:

Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y) = 0,

8><>:
@f

@x
(x; y) = 0

@f

@y
(x; y) = 0

,
�
4x3 � 4y = 0
4y3 � 4x = 0 ,

,
�
x3 = y; y3 = x
x9 � x = 0 ,

�
x3 = y; y3 = x
x (x� 1) (x+ 1)

�
x2 + 1

� �
x4 + 1

�
= 0

)

) (x; y) = (0; 0) sau (x; y) = (1; 1) sau (x; y) = (�1;�1).

2

y x
0

2

0
0

2

2

z 100

200

Deci punctele sta̧tionare ale f sunt a = (0; 0) ;b = (1; 1) ; c = (�1;�1) :
Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�

d2f
�
(x; y) = 12x2 � (dx)2 + 2 � (�4) � (dx) (dy) + 12y2 � (dy)2 ;8 (x; y) 2 R2:

Hf (x; y) =

�
12x2 �4
�4 12y2

�
Algoritmul din Teorema 2 se aplic¼a pentru �ecare punct staţionar în parte.
a = (0; 0) )

�
d2f

�
(0; 0) = 0 (dx)2 � 8 (dx) (dy) + 0 (dy)2

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

�
(0; 0) (h1; h2) = 0h

2
1 � 8h1h2 + 0h22

Hf (0; 0) =

�
0 �4
�4 0

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 0�NU

Metoda Gauss, aplicabil¼a pentru orice form¼a p¼atratic¼a, în una din cele dou¼a variante.
Deoarece a11 = a22 = 0)varianta 2:

pasul 0. Se face schimbarea de coordonate�
h1 = u1 + u2
h2 = u1 � u2

:

În baza S0 = (ee1;ee2) ; dat¼a de matricea de trecere G0 =C AS0 =

�
1 1
1 �1

�
; forma p¼atratic¼a

are forma canonic¼a:
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qa (h) = (�8)|{z}
�

u21 + (+8)|{z}
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a S0.

Metoda valorilor şi vectorilor proprii (a transform¼arilor ortogonale), aplicabil¼a pentru orice
form¼a p¼atratic¼a, deoarece A = Hf (a) este simetric¼a, deci este ortogonal asemenea cu o matrice
diagonal¼a.

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A = Hf (0; 0) =
�

0 �4
�4 0

�
; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

���� 0� � �4
�4 0� �

���� = �2 � 16 = (�� 4) (�+ 4) :
modul 2. PA (�) = (�1)2

�
�2 � �1�+ �2

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0 + 0 = 0;

�2 = detA =

���� 0 �4
�4 0

���� = �16:
PA (�) = �

2 � 0�� 16 = (�� 4) (�+ 4) :
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�� 4) (�+ 4) = 0,
�
�1 = 4 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = �4 2 R cu m (�2) = 1:

�O form¼a canonic¼a a formei p¼atratice este
qa (h) = 18|{z}

+

u21 + (�6)|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a So; chiar orto-

normat¼a (cu vectori proprii ai A) ce se poate determina.

PA (�) =

���� 0� � �4
�4 0� �

���� = �2 � 16;
PA (�) = 0, �2 � 16 = 0,

�
�1 = �4;m (�1) = 1
�2 = 4;m (�2) = 1

�O form¼a canonic¼a a formei p¼atratice este
qa (h) = 4|{z}

+

u21 + (�4)|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a So; chiar orto-

normat¼a (cu vectori proprii ai A) ce se poate determina.
Indiferent de metod¼a, se observ¼a c¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a)
) a = (1; 2) nu este punct de extrem local pentru f (este punct parabolic, punct şa):

b = (1; 1) )
�
d2f

�
(1; 1) = 12 (dx)2 � 8 (dx) (dy) + 12 (dy)2

qb (h) =
��
d2f

�
(b)
�
(h) =

�
d2f

�
(1; 1) (h1; h2) = 12h

2
1 � 8h1h2 + 12h22

Hf (1; 1) =

�
12 �4
�4 12

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qb (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.Se aplic¼a metoda Jacobi, dac¼a este posibil
�1 = 12 6= 0

�2 =

���� 12 �4
�4 12

���� = 128 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qb (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 , unde u1; u2 sunt coordonatele lui h = (h1; h2) într-o alt¼a baz¼a decât

cea canonic¼a, ce se poate determina)
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qb (h) =
1

12|{z}
+

u21 +
12

128|{z}
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qb (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a)
) b = (1; 1) este punct de minim local pentru f:

c = (�1;�1) )
�
d2f

�
(�1;�1) = 12 (dx)2 � 8 (dx) (dy) + 12 (dy)2

qc (h) =
��
d2f

�
(c)
�
(h) =

�
d2f

�
(�1;�1) (h1; h2) = 12h21 � 8h1h2 + 12h22

Hf (1; 2) =

�
12 �4
�4 12

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qc (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu
�1 = 12 6= 0

�2 =

���� 12 �4
�4 12

���� = 128 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qc (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 , unde u1; u2 sunt coordonatele lui h = (h1; h2) într-o alt¼a baz¼a decât

cea canonic¼a, ce se poate determina)
qc (h) =

1

12|{z}
+

u21 +
12

128|{z}
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qc (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a)
) c = (�1;�1) este punct de minim local pentru f:

Concluzii.�b = (1; 1) este punct de minim local pentru f:
f (b) = f (1; 1) = 14 + 14 � 4 + 1 = �1 este valoarea minim¼a local.

�c = (�1;�1) este punct de minim local pentru f:
f (c) = f (�1;�1) = 14 + 14 � 4 + 1 = �1 este valoarea minim¼a local.

c) f : R2 ! R; f (x; y) = x2 + y3 + 2x:
Rezolvare. Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2

�
R2;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi

de�nite pe R2; continue pe R2):

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) = 2x+ 0 + 2:

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) = 0 + 3y2 + 0:

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x
(2x+ 2) = 2:

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
3y2
�
= 6y:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
3y2
�
= 0:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y
(2x+ 2) = 0:

Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului
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(df) (x; y) = 0,

8><>:
@f

@x
(x; y) = 0

@f

@y
(x; y) = 0

,
�
2x+ 2 = 0
3y2 = 0

, (x; y) = (�1; 0).

22
0 0

0

xy
20

2
20

2

40

z

Deci unicul punct staţionar al f este a = (�1; 0) ;
Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�

d2f
�
(x; y) = 2 � (dx)2 + 2 � 0 � (dx) (dy) + 6y � (dy)2 ;8 (x; y) 2 R2:

Hf (x; y) =

�
2 0
0 6y

�
a = (�1; 0) )

�
d2f

�
(�1; 0) = 2 (dx)2 + 0 (dx) (dy) + 0 (dy)2

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

�
(�1; 0) (h1; h2) = 2h21 + 0h22

Hf (�1; 0) =
�
2 0
10 0

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) : Se observ¼a c¼a este deja sub forma canonic¼a) qa (h)

este form¼a p¼atratic¼a pozitiv semide�nit¼a) nu se poate studia cu Teorema 2 dac¼a a = (�1; 0) este
punct de extrem local pentru f .
Concluzii. Se încearc¼a s¼a se studieze cu de�ni̧tia dac¼a (�1; 0) este punct de extrem.

f (x; y) = x2 + y3 + 2x;8 (x; y) 2 R2
f (�1; 0) = (�1)2 + 03 + 2 � (�1) = �1
f (x; y)� f (�1; 0) = x2 + y3 + 2x+ 1 = (x+ 1)2 + y3?0;8 (x; y) 2 R2;

În nicio vecin¼atate a punctului (�1; 0) expresia
f (x; y)� f (�1; 0)

nu p¼astreaz¼a semn constant, deci (�1; 0) nu este punct de extrem.

d) f : R2 ! R; f (x; y) = �x2 + y3 � 2x

2
0 0

0

xy
20
40

2

2

z2
20

Analog cu c), se g¼aseşte c¼a (�1; 0) nu este punct de extrem.

e) f : R2 ! R; f (x; y) = x2 + y4 + 2x
Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2

�
R2;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi de�nite pe R2;
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continue pe R2):

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) = 2x+ 2;

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) = 4y3;

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) = 2;

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) = 12y2:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
4y3
�
= 0

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y
(2x+ 2) = 0

Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y) = 0,

8><>:
@f

@x
(x; y) = 0

@f

@y
(x; y) = 0

,
�
2x+ 2 = 0
4y3 = 0

) (x; y) = (�1; 0)

2

y x
0

0

2
0

2

220
40z 60
80

Deci unicul punct staţionar al f este a = (�1; 0) ;
Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�

d2f
�
(x; y) = 2 � (dx)2 + 2 � 0 � (dx) (dy) + 12y2 � (dy)2 ;8 (x; y) 2 R2:

Hf (x; y) =

�
2 0
0 12y2

�
a = (�1; 0) )

�
d2f

�
(�1; 0) = 2 (dx)2 + 0 (dx) (dy) + 0 (dy)2

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

�
(�1; 0) (h1; h2) = 2h21 + 0h22

Hf (�1; 0) =
�
2 0
0 0

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) : Se observ¼a c¼a este deja sub forma canonic¼a) qa (h)

este form¼a p¼atratic¼a pozitiv semide�nit¼a) nu se poate studia cu Teorema 2 dac¼a a = (�1; 0) este
punct de extrem local pentru f .
Concluzii. Se încearc¼a s¼a se studieze cu de�ni̧tia dac¼a (�1; 0) este punct de extrem.

f (x; y) = x2 + y4 + 2x;8 (x; y) 2 R2
f (�1; 0) = (�1)2 + 04 + 2 � (�1) = �1
f (x; y)� f (�1; 0) = x2 + y4 + 2x+ 1 = (x+ 1)2 + y4 � 0;8 (x; y) 2 R2;
Deci (�1; 0) este punct de minim local şi chiar global pentru f iar f (�1; 0) = �1 este valoarea

minim¼a global¼a, adic¼a
9 min
(x;y)2R2

f (x; y) = �1:
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f) f : R2 ! R; f (x; y) = �x2 � y4 � 2x

2

2
0 0

0

y

2
20
40z 60
80 x2

Analog cu e), se g¼aseşte c¼a (�1; 0) este punct de maxim local şi chiar global pentru f iar
f (�1; 0) = 1 este valoarea maxim¼a global¼a, adic¼a

9 max
(x;y)2R2

f (x; y) = 1:

g) f : R2 ! R; f (x; y) = xy (x+ y + 1) = x2y + xy2 + xy
Rezolvare. Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2

�
R2;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi

de�nite pe R2; continue pe R2):

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) = 2xy + y2 + y:

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) = x2 + 2xy + x:

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
2xy + y2 + y

�
= 2y:

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
x2 + 2xy + x

�
= 2x:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
x2 + 2xy + x

�
= 2x+ 2y + 1:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
2xy + y2 + y

�
= 2x+ 2y + 1:

Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y) = 0,

8><>:
@f

@x
(x; y) = 0

@f

@y
(x; y) = 0

,
�
2xy + y2 + y = 0
x2 + 2xy + x = 0

,
�
y (2x+ y + 1) = 0
x (x+ 2y + 1) = 0

)

�
�
y = 0
x = 0

) (x; y) = (0; 0) ;

�
�
y = 0
x+ 2y + 1 = 0

) (x; y) = (�1; 0) ;

�
�
x = 0
2x+ y + 1 = 0

) (x; y) = (0;�1) ;

�
�
2x+ y + 1 = 0
x+ 2y + 1 = 0

) (x; y) =
�
�1
3 ;�

1
3

�
;
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0 0
02

xy

2

50
22

z
50

Deci punctele sta̧tionare ale f sunt
a = (0; 0) ;b = (�1; 0) ; c = (0;�1) ;d =

�
�1
3 ;�

1
3

�
:

Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�
d2f

�
(x; y) = 2y � (dx)2 + 2 � (2x+ 2y + 1) � (dx) (dy) + 2x � (dy)2 ;8 (x; y) 2 R2:

Hf (x; y) =

�
2y 2x+ 2y + 1

2x+ 2y + 1 2x

�
Algoritmul din Teorema 2 se aplic¼a pentru �ecare punct staţionar în parte.
a = (0; 0) )

�
d2f

�
(0; 0) = 0 (dx)2 + 2 (dx) (dy) + 0 (dy)2

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

�
(0; 0) (h1; h2) = 2h1h2

Hf (0; 0) =

�
0 1
1 0

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 0�NU

Metoda Gauss, aplicabil¼a pentru orice form¼a p¼atratic¼a, în una din cele dou¼a variante.
Deoarece a11 = a22 = 0)varianta 2:

pasul 0. Se face schimbarea de coordonate�
h1 = u1 + u2
h2 = u1 � u2

:

În baza S0 = (ee1;ee2) ; dat¼a de matricea de trecere G0 =C AS0 =

�
1 1
1 �1

�
; forma p¼atratic¼a

are forma canonic¼a:
qa (h) = (+2)|{z}

+

u21 + (�2)|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a S0.

Metoda valorilor şi vectorilor proprii (a transform¼arilor ortogonale), aplicabil¼a pentru orice
form¼a p¼atratic¼a, deoarece A = Hf (a) este simetric¼a, deci este ortogonal asemenea cu o matrice
diagonal¼a.

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A = Hf (0; 0) =
�
0 1
1 0

�
; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

���� 0� � 1
1 0� �

���� = �2 � 1 = (�� 1) (�+ 1) :
modul 2. PA (�) = (�1)2

�
�2 � �1�+ �2

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0 + 0 = 0;

�2 = detA =

���� 0 1
1 0

���� = �1:
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PA (�) = �
2 � 0�� 1 = (�� 1) (�+ 1) :

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�� 1) (�+ 1) = 0,
�
�1 = 1 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = �1 2 R cu m (�2) = 1:

�O form¼a canonic¼a a formei p¼atratice este
qa (h) = 1|{z}

+

u21 + (�1)|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a So; chiar orto-

normat¼a (cu vectori proprii ai A) ce se poate determina.
Indiferent de metod¼a, se observ¼a c¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a)
) a = (0; 0) nu este punct de extrem local pentru f (este punct parabolic, punct şa):

b = (�1; 0) )
�
d2f

�
(2; 1) = 12 (dx)2 + 12 (dx) (dy) + 12 (dy)2

qb (h) =
��
d2f

�
(b)
�
(h) =

�
d2f

�
(�1; 0) (h1; h2) = 0h21 � 2h1h2 � 2h22

Hf (�1; 0) =
�

0 �1
�1 �2

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qb (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 0�NU

Metoda Gauss, aplicabil¼a pentru orice form¼a p¼atratic¼a, în una din cele dou¼a variante.
Deoarece a22 = �2)varianta 1 cu h2 în loc de h1:
qb (h) = �2

�
1 � h22 + 2h2 h12 +

�
h1
2

�2�
+ 2

�
h1
2

�2
= �2

�
h2 +

h1
2

�2
+ 2

�
h1
2

�2
:

Se face schimbarea de coordonate�
u1 =

1
2h1 + h2

u2 =
1
2h1

,
�
h1 = 2u2
h2 = u1 � u2

În baza S1 = (e01; e
0
2) ; dat¼a de matricea de trecere G1 =C AS1 =

�
0 2
1 �1

�
; forma p¼atratic¼a

are forma canonic¼a:
qb (h) = (�2)|{z}

�

u21 + 2|{z}
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a S1.

Metoda valorilor şi vectorilor proprii (a transform¼arilor ortogonale), aplicabil¼a pentru orice
form¼a p¼atratic¼a, deoarece A = Hf (b) este simetric¼a, deci este ortogonal asemenea cu o matrice
diagonal¼a.

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A = Hf (�1; 0) =
�

0 �1
�1 �2

�
; PA (�) :

modul 1. PA (�) =

���� 0� � �1
�1 �2� �

���� = �2 + 2�� 1:
modul 2. PA (�) = (�1)2

�
�2 � �1�+ �2

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0� 2 = �2;

�2 = detA =

���� 0 �1
�1 �2

���� : = �1:
PA (�) = �

2 � (�2)�� 1 = �2 + 2�� 1:
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, ��2 + 2�� 1 = 0,
�
�1 = �1�

p
2 2 R cu m (�1) = 1;

�2 = �1 +
p
2 2 R cu m (�2) = 1:

�O form¼a canonic¼a a formei p¼atratice este
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qb (h) =
�
�1�

p
2
�

| {z }
�

u21+
�
�1 +

p
2
�

| {z }
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a So;

chiar ortonormat¼a (cu vectori proprii ai A) ce se poate determina.
Indiferent de metod¼a, se observ¼a c¼a qb (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv nede�nit¼a)
) b = (�1; 0) nu este punct de extrem local pentru f (este punct parabolic, punct şa)

c = (0;�1) )
�
d2f

�
(0;�1) = �2 (dx)2 � 2 (dx) (dy)� 0 (dy)2

qc (h) =
��
d2f

�
(c)
�
(h) =

�
d2f

�
(0;�1) (h1; h2) = �2h21 � 2h1h2 � 0h22

Hf (0;�1) =
�
�2 �1
�1 0

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qc (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = �2 6= 0

�2 =

���� �2 �1
�1 0

���� = �1 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qc (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 , unde u1; u2 sunt coordonatele lui h = (h1; h2) într-o alt¼a baz¼a decât

cea canonic¼a, ce se poate determina)
qc (h) =

1

�2|{z}
�

u21 +
�2
�1|{z}
+

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qc (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a)
) c = (0;�1) nu este punct de extrem local pentru f (este punct parabolic, punct şa)

d =
�
�1
3 ;�

1
3

�
)
�
d2f

� �
�1
3 ;�

1
3

�
= �2

3 (dx)
2 � 2

3 (dx) (dy)�
2
3 (dy)

2

qd (h) =
��
d2f

�
(d)
�
(h) =

�
d2f

� �
�1
3 ;�

1
3

�
(h1; h2) = �2

3h
2
1 � 2

3h1h2 �
2
3h
2
2

Hf (1; 2) =

�
�2
3 �1

3
�1
3 �2

3

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qd (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = �2

3 6= 0

�2 =

���� �2
3 �1

3
�1
3 �2

3

���� = 1
3 6= 0

O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qd (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 , unde u1; u2 sunt coordonatele lui h = (h1; h2) într-o alt¼a baz¼a decât

cea canonic¼a, ce se poate determina)

qd (h) =
1

�2
3|{z}
�

u21 +
�2
3
1
3|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qd (h) este form¼a p¼atratic¼a negativ de�nit¼a)
) d =

�
�1
3 ;�

1
3

�
este punct de maxim local pentru f:

Concluzii.
�d =

�
�1
3 ;�

1
3

�
este punct de maxim local pentru f:
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f (d) = f
�
�1
3 ;�

1
3

�
=
�
�1
3

� �
�1
3

� �
�1
3 �

1
3 + 1

�
= � 1

27 este valoarea maxim¼a local.

h) f : R2 ! R; f (x; y) = x4 + y4 � x2 � 2xy � y2

4

y

2

4

4

2
0

x

0 2
0
2

4

z 200
400

R: a = (0; 0), b = (1; 1) şi c = (�1;�1) sunt puncte sta̧tionare.

i) f : R2 ! R; f (x; y) = 3xy2 � x3 � 15x� 30y + 9

z

y

2
100

4
0

4
2

0

x
0

2 2
4

100

4

200

R: a = (2; 3) şi b = (�2;�3) sunt puncte staţionare, dar nu sunt puncte de extrem.

j) f :
�
0; 3�2

�
�
�
0; 3�2

�
! R; f (x; y) = sinx+ sin y + cos (x+ y)

22 1

xy

1

1
0 032

1z 0

3 434

R: a =
��
2
;
�

2

�
, b =

��
6
;
�

6

�
; c =

�
5�

6
;
5�

6

�
sunt puncte sta̧tionare, b şi c sunt puncte de

maxim local, iar a nu este punct de extrem.

k) f : ]0;+1[� ]0;+1[! R; f (x; y) = xy +
50

x
+
20

y
;
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200

z
50

100
150

0 0
2

4
x6 y

2
4

6

R: a = (5; 2) este punct staţionar şi punct de minim local.

l) f : R� R! R; f (x; y) = 10x2y � 5x2 � 4y2 � x4 � 2y4;

4

22
0 0

02

xy

2
500

4

1000
1500 44

z

m) f : R� R! R; f (x; y) = e4y�x2�y2 ;

44
22

0 0
02

xy

2
4 4

40
z 20

Exerci̧tiul 2: Pentru n = 3; gra�cul unei funçtii f : A � R3 ! R; f (x; y; z) = t este o muļtime
Gf =

�
(x; y; z; t) 2 R4; (x; y; z) 2 A; t = f (x; y; z)

	
; care nu se poate reprezenta în 3D. S¼a se

determine punctele staţionare, apoi punctele de extrem local şi natura lor pentru urm¼atoarele
câmpuri scalare:
a) f : R3 ! R; f (x; y; z) = 2x2 + y2 + z2 � 2xy � x+ 4z.
Rezolvare.Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2

�
R3;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi

de�nite pe R3; continue pe R3):

9@f
@x

: R3 ! R;
@f

@x
(x; y; z) = 4x� 2y � 1:

9@f
@y

: R3 ! R;
@f

@y
(x; y; z) = 2y � 2x:

9@f
@z

: R3 ! R;
@f

@z
(x; y; z) = 2z + 4:

9@
2f

@x2
: R3 ! R;

@2f

@x2
(x; y; z) =

@

@x
(4x� 2y � 1) = 4:
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9@
2f

@y2
: R3 ! R;

@2f

@y2
(x; y; z) =

@

@y
(2y � 2x) = 2:

9@
2f

@z2
: R3 ! R;

@2f

@z2
(x; y; z) =

@

@z
(2z + 4) = 2:

9 @
2f

@x@y
: R3 ! R;

@2f

@x@y
(x; y; z) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y; z)

�
=
@

@x
(2y � 2x) = �2:

9 @
2f

@y@x
: R3 ! R;

@2f

@y@x
(x; y; z) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y; z)

�
=
@

@y
(4x� 2y � 1) = �2:

9 @
2f

@y@z
: R3 ! R;

@2f

@y@z
(x; y; z) =

@

@y

�
@f

@z
(x; y; z)

�
=
@

@y
(2z + 4) = 0:

9 @
2f

@z@y
: R3 ! R;

@2f

@z@y
(x; y; z) =

@

@z

�
@f

@y
(x; y; z)

�
=
@

@z
(2y � 2x) = 0:

9 @
2f

@z@x
: R3 ! R;

@2f

@z@x
(x; y; z) =

@

@z

�
@f

@x
(x; y; z)

�
=
@

@z
(4x� 2y � 1) = 0:

9 @
2f

@x@z
: R3 ! R;

@2f

@x@z
(x; y; z) =

@

@x

�
@f

@z
(x; y; z)

�
=
@

@x
(2z + 4) = 0:

Se putea preciza, conform Criteriului Schwarz, c¼a derivatele paŗtiale mixte sunt egale şi se putea
calcula doar câte una din pereche.
Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y; z) = 0,

8>>>><>>>>:
@f

@x
(x; y; z) = 0

@f

@y
(x; y; z) = 0

@f

@z
(x; y; z) = 0

,

8<:
4x� 2y � 1 = 0
2y � 2x = 0
2z + 4 = 0

, (x; y; z) =
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
:

Deci unicul punct staţionar al f este a =
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
:

Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�
d2f

�
(x; y; z) =

@2f

@x2
(x; y; z) � (dx)2 + @2f

@x@y
(x; y; z) (dx) (dy) +

@2f

@x@z
(x; y; z) � (dx) (dz)+

+
@2f

@y@x
(x; y; z) � (dy) (dz) + @

2f

@y2
(x; y; z) � (dy)2 + @2f

@y@z
(x; y; z) � (dy) (dz)+

+
@2f

@z@x
(x; y; z) � (dz) (dx) + @2f

@z@y
(x; y; z) � (dz) (dy) + @

2f

@z
(x; y; z) � (dz)2 ;8 (x; y; z) 2 R3

f2C2(R3;R)
)�

d2f
�
(x; y; z) = 4 � (dx)2 + 2 � (dy)2 + 2 � (dz)2 + 2 � (�2) � (dx) (dy)+
+2 � 0 � (dy) (dz) + 2 � 0 � (dz) (dx) ;8 (x; y; z) 2 R3

Hf (x; y; z) =

0BBBBBB@
@2f

@x2
(x; y; z)

@2f

@x@y
(x; y; z)

@2f

@x@z
(x; y; z)

@2f

@y@x
(x; y; z)

@2f

@y2
(x; y; z)

@2f

@y@z
(x; y; z)

@2f

@z@x
(x; y; z)

@2f

@z@y
(x; y; z)

@2f

@z2
(x; y; z)

1CCCCCCA =

0@ 4 �2 0
�2 2 0
0 0 2

1A
Algoritmul din Teorema 2 se aplic¼a pentru �ecare punct staţionar în parte.

a =
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
)
�
d2f

� �
1
2 ;
1
2 ;�2

�
= 4 (dx)2 + 2 (dy)2 + 2 (dz)2 � 4 (dx) (dy)

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

� �
1
2 ;
1
2 ;�2

�
(h1; h2; h3) = 4h

2
1 + 2h

2
2 + 2h

2
3 � 4h1h2
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Hf
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
=

0@ 4 �2 0
�2 2 0
0 0 2

1A
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0;�3 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 4 6= 0

�2 =

���� 4 �2
�2 2

���� = 4 6= 0
�3 =

������
4 �2 0
�2 2 0
0 0 2

������ = 8 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qa (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 +

�2
�3
u23 , unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h =(h1; h2; h3) într-o

alt¼a baz¼a decât cea canonic¼a, ce se poate determina)
qa (h) =

1

4|{z}
+

u21 +
4

4|{z}
+

u22 +
4

8|{z}
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Metoda Gauss, aplicabil¼a pentru orice form¼a p¼atratic¼a, în una din cele dou¼a variante.
Deoarece 9a11 = 4 6= 0)varianta 1:
qa (h) = 4h

2
1 � 4h1h2 + 0h1h3+

+2h22 + 0h2h3
+2h22:

:

pasul 1. Se grupeaz¼a termenii din expresia lui qa (h) care conţin h1 (prima linie din expresia formei
qa (h)) şi se completeaz¼a la un p¼atrat perfect, folosind

a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2 :

qa (h) = 4
�
1 � h21 � h1h2

�
++2h22+2h

2
3 = 4

�
1 � h21 + 2h1�h22 +

�
�h2
2

�2�
�4
�
�h2
2

�2
+2h22+2h

2
3 =

= 4
�
h1 � 1

2h2
�2
+ h22 + 2h

2
3:

pasul 1�. Se face schimbarea de coordonate8<:
u1 = h1 � 1

2h2
u2 = h2
u3 = h3

,

8<:
h1 = u1 +

1
2u2

h2 = u2
h3 = u3

În baza S1 = (e01; e
0
2; e

0
3) ; dat¼a de matricea de trecere G1 =C AS1 =

0@ 1 1
2 0

0 1 0
0 0 1

1A ; forma
p¼atratic¼a are forma canonic¼a:

qa (h) = 4|{z}
+

u21 + 1|{z}
+

u22 + 2|{z}
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a S1.

Metoda valorilor şi vectorilor proprii (a transform¼arilor ortogonale), aplicabil¼a pentru orice
form¼a p¼atratic¼a, deoarece A = Hf (a) este simetric¼a, deci este ortogonal asemenea cu o matrice
diagonal¼a.

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A = Hf
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
=

0@ 4 �2 0
�2 2 0
0 0 2

1A ; PA (�) :
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modul 1. PA (�) =

������
4� � �2 0
�2 2� � 0
0 0 2� �

������ = ��3 + 8�2 � 16�+ 8 = � (�� 2) ��2 � 6�+ 4� =
= � (�� 2)

�
��

�
3 +

p
5
�� �

��
�
3�

p
5
��
:

modul 2. PA (�) = (�1)3
�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i

ai matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 4 + 2 + 2 = 8;

�2=

���� 4 �2
�2 2

����
1;2

+

���� 4 0
0 2

����
1;3

+

���� 2 0
0 2

����
2;3

= 16

�3 = detA =

������
4 �2 0
�2 2 0
0 0 2

������ = 8
PA (�) = (�1)3

�
�3 � 8�2 + 16�� 8

�
= ��3 + 8�2 � 16�+ 8 = � (�� 2)

�
�2 � 6�+ 4

�
=

= � (�� 2)
�
��

�
3 +

p
5
�� �

��
�
3�

p
5
��
:

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, � (�� 2)

�
��

�
3 +

p
5
�� �

��
�
3�

p
5
��
,8<:

�1 = 2 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = 3 +

p
5 2 R cu m (�2) = 1:

�3 = 3�
p
5 2 R cu m (�3) = 1:

�O form¼a canonic¼a a formei p¼atratice este
qa (h) = 2|{z}

+

u21+
�
3 +

p
5
�

| {z }
+

u22+
�
3�

p
5
�

| {z }
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a

baz¼a So; chiar ortonormat¼a (cu vectori proprii ai A) ce se poate determina.
Indiferent de metod¼a, se observ¼a c¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a)
) a =

�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
este punct de minim local pentru f:

Concluzii. �a =
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
este punct de minim local pentru f:

f (a) = f
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
= 2 �

�
1
2

�2
+
�
1
2

�2
+(�2)2�2 � 12 �

1
2 �

1
2 +4 � (�2) = �

17
4 este valoarea minim¼a

local.
Pentru ca a =

�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
s¼a �e punct de minim global, ar trebui ca

f (x; y; z)� f
�
1
2 ;
1
2 ;�2

�
= 2x2 + y2 + z2 � 2xy � x+ 4z + 17

4 � 0;8 (x; y; z) 2 R
3;

ceea ce este greu de studiat, nu face obiectul acestui seminar.
�Pentru studiul valorilor extreme globale, se studiaz¼a comportamentul valorilor funçtiei la frontiera
domeniului de de�ni̧tie, adic¼a la "frontiera" lui R3; adic¼a

lim
(x;y;z)!(�1;�1;�1)

f (x; y; z) =? ş.a.m.d,

dar nu face obiectul acestui seminar.

b) f : R3 ! R; f (x; y; z) = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4x� 6z;�tem¼a

c) f : R3 ! R; f (x; y; z) = 2x2 � xy + 2xz � y + y3 + z2;
Rezolvare. Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2

�
R3;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi

de�nite pe R3; continue pe R3):

9@f
@x

: R3 ! R;
@f

@x
(x; y; z) = 4x� y + 2z;

9@f
@y

: R3 ! R;
@f

@y
(x; y; z) = �x� 1 + 3y2;
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9@f
@z

: R3 ! R;
@f

@z
(x; y; z) = 2x+ 2z;

9@
2f

@x2
: R3 ! R;

@2f

@x2
(x; y; z) =

@

@x
(4x� y + 2z) = 4;

9@
2f

@y2
: R3 ! R;

@2f

@y2
(x; y; z) =

@

@y

�
x� 1 + 3y2

�
= 6y;

9@
2f

@z2
: R3 ! R;

@2f

@z2
(x; y; z) =

@

@z
(2x+ 2z) = 2;

9 @
2f

@x@y
: R3 ! R;

@2f

@x@y
(x; y; z) =

@

@x

�
�x� 1 + 3y2

�
= �1;

9 @
2f

@y@x
: R3 ! R;

@2f

@y@x
(x; y; z) =

@

@y
(4x� y + 2z) = �1;

9 @
2f

@y@z
: R3 ! R;

@2f

@y@z
(x; y; z) =

@

@y
(2x+ 2z) = 0;

9 @
2f

@z@y
: R3 ! R;

@2f

@z@y
(x; y; z) =

@

@z

�
�x� 1 + 3y2

�
= 0;

9 @
2f

@z@x
: R3 ! R;

@2f

@z@x
(x; y; z) =

@

@z
(4x� y + 2z) = 2;

9 @
2f

@x@z
: R3 ! R;

@2f

@x@z
(x; y; z) =

@

@x
(2x+ 2z) = 2:

Se putea preciza, conform Criteriului Schwarz, c¼a derivatele paŗtiale mixte sunt egale şi se putea
calcula doar câte una din pereche.
Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y; z) = 0,

8>>>><>>>>:
@f

@x
(x; y; z) = 0

@f

@y
(x; y; z) = 0

@f

@z
(x; y; z) = 0

,

8<:
4x� y + 2z = 0
�x� 1 + 3y2 = 0
2x+ 2z = 0

,

(x; y; z) =
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
sau: (x; y; z) =

��1
4 ;

�2
4 ;

1
4

�
Deci punctele sta̧tionare ale f sunt a =

�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
şi b =

��1
4 ;

�1
2 ;

1
4

�
:

Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�
d2f

�
(x; y; z) = 4 � (dx)2 + 6y � (dy)2 + 2 � (dz)2 + 2 � (�1) � (dx) (dy)+
+2 � 0 � (dy) (dz) + 2 � 2 � (dz) (dx) ;8 (x; y; z) 2 R3

Hf (x; y; z) =

0@ 4 �1 2
�1 6y 0
2 0 2

1A
Algoritmul din Teorema 2 se aplic¼a pentru �ecare punct staţionar în parte.

a =
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
)
�
d2f

� �
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
= 4 (dx)2 + 6 � 23 (dy)

2 + 2 (dz)2 � 2 (dx) (dy) + 4 (dz) (dx)
qa (h) =

��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

� �
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
(h1; h2; h3) = 4h

2
1 + 4h

2
2 + 2h

2
3 � 2h1h2 + 4h1h3

Hf
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
=

0@ 4 �1 2
�1 4 0
2 0 2

1A
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0;�3 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 4 6= 0
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�2 =

���� 4 �1
�1 4

���� = 15 6= 0
�3 =

������
4 �1 2
�1 4 0
2 0 2

������ = 14 6= 0:
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qa (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 +

�2
�3
u23 , unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h =(h1; h2; h3) într-o

alt¼a baz¼a decât cea canonic¼a, ce se poate determina)
qa (h) =

1

4|{z}
+

u21 +
4

15|{z}
+

u22 +
15

14|{z}
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Metoda Gauss, aplicabil¼a pentru orice form¼a p¼atratic¼a, în una din cele dou¼a variante.
Deoarece 9a11 = 4 6= 0)varianta 1:
qa (h) =

��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

� �
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
(h1; h2; h3) = 4h

2
1 + 4h

2
2 + 2h

2
3 � 2h1h2 + 4h1h3

Hf
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
=

0@ 4 �1 2
�1 4 0
2 0 2

1A
qa (h) = 4h

2
1 � 2h1h2 + 4h1h3+

+4h22 + 0h2h3+
+2h23:

:

pasul 1� 2. Se grupeaz¼a termenii din expresia lui qa (h) care conţin h1 (prima linie din expresia
formei qa (h)) şi se completeaz¼a la un p¼atrat perfect, folosind

a2 + 2ab+ 2ac+ b2 + c2 + 2bc = (a+ b+ c)2 :
qa (h) = 4

�
1 � h21 � 1

2h1h2 + h1h3
�
+ 4h22 + 2h

2
3 =

= 4
�
1 � h21 + 2h1 � �14 h2 + 2h1 �

1
2h3 +

��1
4 h2

�2
+
�
1
2h3

�2
+ 2�14 h2

1
2h3

�
�

�4
���1

4 h2
�2
+
�
1
2h3

�2
+ 2�14 h2

1
2h3

�
+ 4h22 + 2h

2
3 =

= 4
�
h1 +

�1
4 h2 +

1
2h3

�2
+ 15

4 h
2
2 + h2h3 + h

2
3 =

= 4
�
h1 +

�1
4 h2 +

1
2h3

�2
+

+15
4 h

2
2 + h2h3+

+h23:
Se grupeaz¼a termenii din expresia lui qa (h) care conţin h2 (a doua linie din expresia formei

qa (h)) şi se completeaz¼a la un p¼atrat perfect, folosind
a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2 :

qa (h) = 4
�
h1 +

�1
4 h2 +

1
2h3

�2
+ 15

4

�
h22 + 2h2

2h3
15 +

�
2h3
15

�2�
� 15

4

�
2h3
15

�2
+ h23 =

= 4
�
h1 +

�1
4 h2 +

1
2h3

�2
+

+15
4

�
h2 +

2
15h3

�2
+
+14
15h

2
3:

pasul 10 � 20. Se face schimbarea de coordonate8<:
u1 = h1 +

�1
4 h2 +

1
2h3

u2 = h2 +
2
15h3

u3 = h3

,

8<:
h1 = u1 +

1
4u2 +

�8
15 u3

h2 = u2 +
�2
15 u3

h3 = u3
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În baza S12 = (e01; e
0
2; e

0
3) ; dat¼a de matricea de trecere G1 =C AS12 =

0@ 1 1
4

�8
15

0 1 �2
15

0 0 1

1A ; forma
p¼atratic¼a are forma canonic¼a:

qa (h) = 4|{z}
+

u21 +
15

4|{z}
+

u22 +
14

15|{z}
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a S1.

Metoda valorilor şi vectorilor proprii (a transform¼arilor ortogonale), aplicabil¼a pentru orice
form¼a p¼atratic¼a, deoarece A = Hf (a) este simetric¼a, deci este ortogonal asemenea cu o matrice
diagonal¼a.

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A = Hf
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
=

0@ 4 �1 2
�1 4 0
2 0 2

1A ; PA (�) :
modul 1. PA (�) =

������
4� � �1 2
�1 4� � 0
2 0 2� �

������ = ��3 + 10�2 � 27�+ 14
Nu are r¼ad¼acini reale deductibile elementar- Stop metod¼a.
Indiferent de metod¼a, se observ¼a c¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a)
) a =

�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
este punct de minim local pentru f:

b =
��1
4 ;

�1
2 ;

1
4

�
)
�
d2f

� ��1
4 ;

�1
2 ;

1
4

�
= 4 (dx)2 + 6 � �12 (dy)

2 + 2 (dz)2 � 2 (dx) (dy) + 4 (dz) (dx)
qb (h) =

��
d2f

�
(b)
�
(h) =

�
d2f

� �
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
(h1; h2; h3) = 4h

2
1 � 3h22 + 2h23 � 2h1h2 + 4h1h3

Hf
��1
4 ;

�1
2 ;

1
4

�
=

0@ 4 �1 2
�1 �3 0
2 0 2

1A
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qb (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0;�3 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 4 6= 0

�2 =

���� 4 �1
�1 �3

���� = �13 6= 0
�3 =

������
4 �1 2
�1 �3 0
2 0 2

������ = �14 6= 0:
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qa (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 +

�2
�3
u23 , unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h =(h1; h2; h3) într-o

alt¼a baz¼a decât cea canonic¼a, ce se poate determina)
qa (h) =

1

4|{z}
+

u21 +
4

�13|{z}
�

u22 +
�13
�14|{z}
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qb (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a)
) b =

�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
nu este punct de extrem local pentru f:

Concluzii.
�a =

�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
este punct de minim local pentru f:

f (a) = f
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
= 2 �

�
1
3

�2� 1
3 �

2
3 +2 �

1
3 �

�1
3 �

2
3 +

�
2
3

�3
+
��1
3

�2
= �13

27 este valoarea minim¼a
local.
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Pentru ca a =
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
s¼a �e punct de minim global, ar trebui ca

f (x; y; z)� f
�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
= 2x2 � xy + 2xz � y + y3 + z2 + 13

27 � 0;8 (x; y; z) 2 R
3;

ceea ce este greu de studiat, nu face obiectul acestui seminar.
�b =

�
1
3 ;
2
3 ;
�1
3

�
este punct staţionar pentru f; dar nu este punct de extrem local pentru f:

�Pentru studiul valorilor extreme globale, se studiaz¼a comportamentul valorilor funçtiei la frontiera
domeniului de de�ni̧tie, adic¼a la "frontiera" lui R3; adic¼a

lim
(x;y;z)!(�1;�1;�1)

f (x; y; z) =? ş.a.m.d,

dar nu face obiectul acestui seminar.

d) f : R3 ! R; f (x; y; z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z;
Rezolvare. Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2

�
R3;R

�
(are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi

de�nite pe R3; continue pe R3):

9@f
@x

: R3 ! R;
@f

@x
(x; y; z) = 3x2 + 12y;

9@f
@y

: R3 ! R;
@f

@y
(x; y; z) = 2y + 12x;

9@f
@z

: R3 ! R;
@f

@z
(x; y; z) = 2z + 2;

9@
2f

@x2
: R3 ! R;

@2f

@x2
(x; y; z) =

@

@x

�
3x2 + 12y

�
= 6x;

9@
2f

@y2
: R3 ! R;

@2f

@y2
(x; y; z) =

@

@y
(2y + 12x) = 2;

9@
2f

@z2
: R3 ! R;

@2f

@z2
(x; y; z) =

@

@z
(2z + 2) = 2;

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y; z) =

@

@x
(2y + 12x) = 12;

9 @
2f

@y@x
: R3 ! R;

@2f

@y@x
(x; y; z) =

@

@y

�
3x2 + 12y

�
= 12;

9 @
2f

@y@z
: R3 ! R;

@2f

@y@z
(x; y; z) =

@

@y
(2z + 2) = 0;

9 @
2f

@z@y
: R3 ! R;

@2f

@z@y
(x; y; z) =

@

@z
(2y + 12x) = 0;

9 @
2f

@z@x
: R3 ! R;

@2f

@z@x
(x; y; z) =

@

@z

�
3x2 + 12y

�
= 0;

9 @
2f

@x@z
: R3 ! R;

@2f

@x@z
(x; y; z) =

@

@x
(2x+ 2z) = 0;

Se putea preciza, conform Criteriului Schwarz, c¼a derivatele paŗtiale mixte sunt egale şi se putea
calcula doar câte una din pereche.
Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y; z) = 0,

8>>>><>>>>:
@f

@x
(x; y; z) = 0

@f

@y
(x; y; z) = 0

@f

@z
(x; y; z) = 0

,

8<:
3x2 + 12y = 0
2y + 12x = 0
2z + 2 = 0

,

(x; y; z) = (0; 0;�1) sau: (x; y; z) = (24;�144;�1)
Deci punctele sta̧tionare ale f sunt a = (0; 0;�1) şi b = (24;�144;�1) :
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Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.�
d2f

�
(x; y; z) = 6x � (dx)2 + 2 � (dy)2 + 2 � (dz)2 + 2 � 12 � (dx) (dy)+
+2 � 0 � (dy) (dz) + 2 � 0 � (dz) (dx) ;8 (x; y; z) 2 R3

Hf (x; y; z) =

0@ 6x 12 0
12 2 0
0 0 2

1A
Algoritmul din Teorema 2 se aplic¼a pentru �ecare punct staţionar în parte.
a = (0; 0;�1) )

�
d2f

�
(0; 0;�1) = 0 � (dx)2 + 2 � (dy)2 + 2 � (dz)2 + 2 � 12 � (dx) (dy) :

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

�
(0; 0;�1) (h1; h2; h3) = 2h22 + 2h23 + 24h1h2:

Hf (0; 0;�1) =

0@ 0 12 0
12 2 0
0 0 2

1A
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0;�3 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 0)nu se poate apleca metoda.

Metoda Gauss, aplicabil¼a pentru orice form¼a p¼atratic¼a, în una din cele dou¼a variante.
Deoarece 9a22 = 2 6= 0)varianta 1 dar cu h2 drept h1 sau varianta 2 cu pasul 0:�Nu aici.

Metoda valorilor şi vectorilor proprii (a transform¼arilor ortogonale), aplicabil¼a pentru orice
form¼a p¼atratic¼a, deoarece A = Hf (a) este simetric¼a, deci este ortogonal asemenea cu o matrice
diagonal¼a.

�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A = Hf (0; 0;�1) =

0@ 0 12 0
12 2 0
0 0 2

1A ; PA (�) :
modul 1. PA (�) =

������
0� � 12 0
12 2� � 0
0 0 2� �

������ = ��3 + 4�2 + 140�� 288 =
= � (�� 2)

�
�2 � 2�� 144

�
=

= � (�� 2)
�
��

�
1 +

p
145
�� �

��
�
1�

p
145

��
:

modul 2. PA (�) = (�1)3
�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i

ai matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0 + 2 + 2 = 4;

�2=

���� 0 12
12 2

����
1;2

+

���� 0 0
0 2

����
1;3

+

���� 2 0
0 2

����
2;3

= �140

�3 = detA =

������
0 12 0
12 2 0
0 0 2

������ = �288
PA (�) = (�1)3

�
�3 � 4�2 � 140�+ 288

�
=

= � (�� 2)
�
�2 � 2�� 144

�
=

= � (�� 2)
�
��

�
1 +

p
145
�� �

��
�
1�

p
145

��
:

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,
PA (�) = 0, � (�� 2)

�
��

�
1 +

p
145

�� �
��

�
1�

p
145
��
,8<:

�1 = 2 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = 1 +

p
145 2 R cu m (�2) = 1:

�3 = 1�
p
145 2 R cu m (�3) = 1:
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�O form¼a canonic¼a a formei p¼atratice este
qa (h) = 2|{z}

+

u21+
�
1 +

p
145
�

| {z }
+

u22+
�
1�

p
145
�

| {z }
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o

alt¼a baz¼a So; chiar ortonormat¼a (cu vectori proprii ai A) ce se poate determina.
Indiferent de metod¼a, se observ¼a c¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a nede�nit¼a)
) a = (0; 0;�1) nu este punct de extrem pentru f:

b = (24;�144;�1) )
�
d2f

�
(24;�144;�1) = 6 � 24 � (dx)2 + 2 � (dy)2 + 2 � (dz)2 + 2 � 12 � (dx) (dy) :

qb (h) =
��
d2f

�
(b)
�
(h) =

�
d2f

�
(24;�144;�1) (h1; h2; h3) = 144h21 + 2h22 + 2h23 + 24h1h2:

Hf (24;�144;�1) =

0@ 144 12 0
12 2 0
0 0 2

1A
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qb (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0;�3 6= 0:
�0 = 1 mereu.
�1 = 144 6= 0

�2 =

���� 144 12
12 2

���� = 144 6= 0
�3 =

������
144 12 0
12 2 0
0 0 2

������ = 288 6= 0:
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qb (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 +

�2
�3
u23 , unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h =(h1; h2; h3) într-o

alt¼a baz¼a decât cea canonic¼a, ce se poate determina)
qb (h) =

1

144|{z}
+

u21 +
144

144|{z}
+

u22 +
144

288|{z}
+

u23; unde u1; u2; u3 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qb (h) este form¼a p¼atratic¼a pozitiv de�nit¼a)
) b = (24;�144;�1) este punct de minim local pentru f:

Concluzii.
�a = (0; 0;�1) este punct staţionar pentru f; dar nu este punct de extrem local pentru f:
�b = (24;�144;�1) este punct de minim local pentru f:

f (b) = f (24;�144;�1) = (24)3 + (�144)2 + (�1)2 + 12 � 24 � (�144) + 2 � (�1) = �6913 este
valoarea minim¼a local.

Pentru ca b = (24;�144;�1) s¼a �e punct de minim global, ar trebui ca
f (x; y; z)� f (24;�144;�1) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z + 6913 � 0;8 (x; y; z) 2 R3;

ceea ce este greu de studiat, nu face obiectul acestui seminar.
�Pentru studiul valorilor extreme globale, se studiaz¼a comportamentul valorilor funçtiei la frontiera
domeniului de de�ni̧tie, adic¼a la "frontiera" lui R3; adic¼a

lim
(x;y;z)!(�1;�1;�1)

f (x; y; z) =? ş.a.m.d,

dar nu face obiectul acestui seminar.

e) f : R3 ! R; f (x; y; z) = x2 + 3y2 + 2z2 � 2xy + 2xz;
R: a = (0; 0; 0) este punct staţionar, şi punct de minim local pentru f ; iar valoarea minim¼a local¼a
este
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f (0; 0; 0) = 0.

f) f : R3 ! R; f (x; y; z) = x2y + yz + 32x� z2;
R: a = (2;�8;�4) este punct staţionar, dar nu este punct de extrem.

g) f : R3 ! R; f (x; y; z) = 2x2 + y2 + z3 � 2x� 2y � 3z + 2xy + 3;
R: a = (0; 1; 1), b = (0; 1;�1) sunt puncte staţionare, a este punct de minim local, iar b nu este
punct de extrem.

h) f : ]0;+1[� ]0;+1[� ]0;+1[! R; f (x; y; z) = x+
y2

4x
+
z2

y
+
2

z
:

R: a =
�
1
2 ; 1; 1

�
este punct staţionar, şi este şi punct de minim local.

Exerci̧tiul 3. S¼a se determine punctele staţionare, apoi punctele de extrem local din D =�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 < 4

	
şi natura lor pentru câmpul scalar :

f : D � R2 ! R; f (x; y) = x+ y + ln
�
4� x2 � y2

�
Rezolvare.
Etapa 0: Se observ¼a c¼a f 2 C2 (D;R) (are derivate paŗtiale de ordinul unu şi doi de�nite pe D;
continue pe D):

9@f
@x

: D � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) = 1 +

�2x
4� x2 � y2

9@f
@y

: D � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) = 1 +

�2y
4� x2 � y2 ;

9@
2f

@x2
: D � R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

(�2)
�
4� x2 � y2

�
� (�2x) (�2x)

(4� x2 � y2)2
=
�2x2 + 2y2 � 8
(4� x2 � y2)2

;

9@
2f

@y2
: D � R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

(�2)
�
4� x2 � y2

�
� (�2y) (�2y)

(4� x2 � y2)2
=
2x2 � 2y2 � 8
(4� x2 � y2)2

;

9 @
2f

@x@y
: D � R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
1 +

�2y
4� x2 � y2

�
=
� (�2y) (�2x)
(4� x2 � y2)2

=
�4xy

(4� x2 � y2)2
;

9 @
2f

@y@x
: D � R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
1 +

�2x
4� x2 � y2

�
=
� (�2x) (�2y)
(4� x2 � y2)2

=
�4xy

(4� x2 � y2)2
;

Sunt funçtii continue.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru f; adic¼a soluţiile sistemului

(df) (x; y) = 0,

8><>:
@f

@x
(x; y) = 0

@f

@y
(x; y) = 0

,

8><>:
1 +

�2x
4� x2 � y2 = 0

1 +
�2y

4� x2 � y2 = 0
,

,
�
4� x2 � y2 = 2x
4� x2 � y2 = 2y ,

�
x = y
x2 + x� 2 = 0 )

) (x; y) = (1; 1) 2 D sau (x; y) = (�2;�2) =2 D
Deci f are un singur punct sta̧tionar în D; a = (1; 1)
Etapa 2: Se determin¼a care dintre punctele staţionare g¼asite sunt puncte de extrem local.
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�
d2f

�
(x; y) =

�2x2 + 2y2 � 8
(4� x2 � y2)2

� (dx)2 + 2 � �4xy
(4� x2 � y2)2

� (dx) (dy) + 2x2 � 2y2 � 8
(4� x2 � y2)2

� (dy)2 ;

8 (x; y) 2 R2:

Hf (x; y) =

0BB@
�2x2 + 2y2 � 8
(4� x2 � y2)2

�4xy
(4� x2 � y2)2

�4xy
(4� x2 � y2)2

2x2 � 2y2 � 8
(4� x2 � y2)2

1CCA
a = (1; 1) )

�
d2f

�
(1; 1) = �2 (dx)2 � 2 (dx) (dy)� 2 (dy)2

qa (h) =
��
d2f

�
(a)
�
(h) =

�
d2f

�
(1; 1) (h1; h2) = �2h21 � 2h1h2 � 2h22

Hf (1; 1) =

�
�2 �1
�1 �2

�
Se studiaz¼a natura formei p¼atratice qa (h) :

Metoda Jacobi, aplicabil¼a pentru acea form¼a p¼atratic¼a având �1 6= 0;�2 6= 0:
�0 = 1 mereu.Se aplic¼a metoda Jacobi, dac¼a este posibil
�1 = �2 6= 0

�2 =

���� �2 �1
�1 �2

���� = 3 6= 0
O form¼a canonic¼a pentru forma p¼atratic¼a este

qb (h) =
�0
�1
u21 +

�1
�2
u22 , unde u1; u2 sunt coordonatele lui h = (h1; h2) într-o alt¼a baz¼a decât

cea canonic¼a, ce se poate determina)
qb (h) =

1

�2|{z}
�

u21 +
�2
3|{z}
�

u22; unde u1; u2 sunt coordonatele lui h într-o alt¼a baz¼a.

Se observ¼a c¼a qa (h) este form¼a p¼atratic¼a negativ de�nit¼a)
) a = (1; 1) este punct de maxim local pentru f:

Concluzii. �a = (1; 1) este punct de minim local pentru f:
f (a) = f (1; 1) = 1 + 1 + ln

�
4� 12 � 12

�
= 2 + ln 2 este valoarea maxim¼a local.

Pentru ca a = (1; 1) s¼a �e punct de minim global, ar trebui ca
f (x; y)� f (1; 1) = x+ y + ln

�
4� x2 � y2

�
� 2� ln 2 � 0;8 (x; y) 2 R2;

ceea ce e greu de studiat.


