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CURS NR. 11
Matematici Speciale, AIA

10: DISTRIBUŢII
10:1:Spa̧tiul funçtiilor test. Distribuţii: de�ni̧tie, tipuri, exemple.

Motiva̧tii pentru introducerea noţiunii.
a) Semnalul rectangular

g� : R! R; g� (t) =
�
1; dac¼a jtj � �
0; dac¼a jtj > �;

;unde � > 0:

are transformata Fourier G : R ! C; G (!) = 2� � sin (!�)
!�

: În teoria semnalelor apare reprezentat

în ambele forme de mai jos.

sau
Ca funçtie, semnalul dreptunghiular nu este nici m¼acar continu¼a pe R. Pentru a putea �

folosit¼a în modelarea matematic¼a a proceselor �zice prin ecuaţii diferenţiale, se va utiliza noţiunea
de distribuţie şi de derivare în sensul distribuţiilor.
b) Fie un circuit RLC serie, conectat la momentul t = 0 la o surs¼a de tensiune (voltaj) constant¼a
v0: Atunci intensitatea i a curentului în rȩtea veri�c¼a la �ecare moment t dintr-un interval compact
[�T; T ] ecuaţia integro-diferenţial¼a

Li0 (t) +Ri (t) +
1

C

Z t

0
i (t) dt = v (t) ;

unde v (t) este tensiunea la bornele rȩtelei. Deoarece

sau

v : R! R; v (t) =
�
0; dac¼a t < 0
v0; dac¼a t � 0

nu este funçtie derivabil¼a, ne�ind nici m¼acar continu¼a, nu se poate deriva clasic ecuaţia integro-
diferenţial¼a pentru a determina funçtia necunoscut¼a i: Se va utiliza noţiunea de distribuţie şi de
derivare în sensul distribuţiilor.
c) Fie a 2 R punct-spaţiu sau punct-moment. Un impuls aplicat în a este un semnal de amplitudine
constant¼a mare A > 0 pe un interval scurt [a; a+ "] ; adic¼a având lungimea " > 0 mic¼a. Se obţine
semnalul dreptunghiular nesimetric



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 2

�a;" : R! R; �a;" (t) =
�
A; dac¼a t 2 [a; a+ "]
0; în rest

:

sau
Este o funçtie din L1loc;8" > 0:
Dac¼a aria subgra�cului (dreptunghiului) este 1) A =

1

"
şi

�a;" : R! R; �a;" (t) =

( 1

"
; dac¼a t 2 [a; a+ "]
0; în rest

este un impuls unitar impur aplicat în a; depinzând de lungimea mic¼a a intervalului de aplicare

" > 0; cu
Z +1

�1
�a;" (t) dt =

Z a+"

a

1

"
dt = 1:

Dac¼a "! 0; impulsul unitar pur devine "funçtia" �a

�a : R! R[f1g ; �a (t) =
�
1; dac¼a t = a
0; dac¼a t 6= a

cu proprietatea contradictorie de a � 0 a.p.t. şi de a avea
Z +1

�1
�a (t) dt = 1:

Se va utiliza no̧tiunea de distribuţie pentru a da un sens matematic-�zic pentru "gra�cul"/
"subgra�cul" acestui "b¼aţ vertical in�nit" plasat în punctul a:

Dac¼a a = 0; impulsul unitar pur devine "funcţia Dirac" �0 = �

� : R! R[f1g ; � (t) =
�
1; dac¼a t = 0
0; dac¼a t 6= 0

cu proprietatea contradictorie de a � 0 a.p.t. şi de a avea
Z +1

�1
� (t) dt = 1:

d) Fie un punct material de mas¼am > 0 plasat în originea unei axe. Pentru a de�ni densitatea liniar¼a
a acelei mase, se de�neşte densitatea medie, adic¼a masa raportat¼a la lungime prin împr¼aştiere liniar¼a

�" : R! R; �" (x) =
�

m
2" ; dac¼a x 2 [�";+"]
0; în rest

:
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sau

Este o funçtie din L1loc;8" > 0: Se observ¼a c¼a 8" > 0;
Z +1

�1
�" (x) dx =

Z +"

�"

m

2"
dx = m:

Masa �ind concentrat¼a în punctul-spaţiu x = 0; pentru "! 0; densitatea devine "funçtia Dirac"
�

� : R! R[f1g ; � (x) =
�
1; dac¼a x = 0
0; dac¼a x 6= 0

cu proprietatea contradictorie de a � 0 a.p.t. şi de a avea
Z +1

�1
� (t) dt = m:

x

y

Similar, densitatea unei sarcini electrice concentrate într-un punct , densitatea unui dipol electric
şi alte noţiuni �zice necesit¼a no̧tiunea de distribuţie pentru studiu.

De�ni̧tia 10:1:1: Se numeşte suportul funcţiei ' : R ! R (sau ' : R ! C) închiderea în R a
muļtimii punctelor t 2 R în care ' nu se anuleaz¼a

supp' = ft 2 R;' (t) 6= 0g: (1)
Observa̧tia 10:1:1: a) 8'; supp' este muļtime închis¼a în R:

b) 8';' (t) = 0 pe Rn supp':
c) 8'; supp' este complementara celei mai mari (în sensul incluziunii) muļtimi deschise din R

pe care ' se anuleaz¼a.
Propozi̧tia 10:1:1: supp ('1 + '2) � supp'1 [ supp'2;8'1; '2:
Exemplul 10:1:1: a) Funçtia treapt¼a unitate (Heaviside)

� : R! R; � (t) =
�
1; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

are supp � = [0;1[ :
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b) Funçtia g : R! R; g (t) =
�
sin t; dac¼a t 2 [�; 3�]
0; dac¼a t =2 [�; 3�] are supp g = [�; 3�] :

c) Funçtia Dirichlet h : R! R; h (t) =
�
1; dac¼a t 2 Q
0; dac¼a t 2 R nQ are supph = Q= R:

De�ni̧tia 10:1:2: Se numeşte funcţie test o funçtie ' : R ! R (sau ' : R ! C); ' 2 C1 (R) care
are supp' muļtime compact¼a în R: Muļtimea funçtiilor test se noteaz¼a

C10 (R) = f' 2 C1 (R) ; supp' compactg : (2)

Exemplul 10:1:2: a) Funçtiile de la Exemplul 1 nu sunt funçtii test (la a) şi c) suportul nu este
compact; la b) funçtia, chiar dac¼a are suportul compact, nu este in�nit derivabil¼a).
b) Exist¼a funçtii test. De exemplu, pentru orice " > 0; funçtia

!" : R! R; !" (t) =

(
e

"2

t2�"2 ; dac¼a jtj < "
0; dac¼a jtj � "

(3)

are supp!" = [�"; "] compact. Mai mult, !" 2 C1 (R) ; deoarece>
-!" este continu¼a în �";
-!" este in�nit derivabil¼a pe Rn f�"g ; derivatele lui !" �ind egale cu exponenţiala din de�ni̧tie,

înmuļtit¼a cu o funçtie ra̧tional¼a. !(k)" (t)! 0 când jtj ! ":

De�ni̧tia 10:1:3: Se noteaz¼a cu D (R) spaţiul funçtiilor test C10 (R) în care s-a introdus topologia
dat¼a de convergenţa de mai jos:

Şirul ('n)n2N � C10 (R) este convergent la ' 2 C10 (R) în D (R) (şi se noteaz¼a 'n
D(R)! ') dac¼a:
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(i) (9) I � R interval m¼arginit astfel încât supp'n � I;8n 2 N;
(ii) '(k)n

u! '(k) uniform pe I;pentru n!1; 8k = 0; 1; 2; :::

De�ni̧tia 10:1:4: Se numeşte funcţional¼a pe D (R) o aplicaţie T : D (R)! C (sau R). Se noteaz¼a
hT; 'i în loc de num¼arul complex T (') ; numit media lui T pe ':
De�ni̧tia 10:1:5: Funçtionala T : D (R)! C este liniar¼a dac¼a 8'1; '2 2 D (R) ;8�1; �2 2 C

hT; �1'1 + �2'2i = �1 hT; '1i+ �2 hT; '2i : (4)
Propozi̧tia 10:1:2: Dac¼a T : D (R)! C este liniar¼a, atunci



T; 0D(R)

�
= 0C:

Demonstra̧tie.


T; 0D(R)

�
= hT; '� 'i = hT; 'i � hT; 'i = 0C;8' 2 D (R) :

De�ni̧tia 10:1:6: Funçtionala T : D (R)! C este continu¼a dac¼a
8'n

D(R)! ') hT; 'ni
în C! hT; 'i (pentru n!1).

Propozi̧tia 10:1:3: Funçtionala liniar¼a T : D (R)! C este continu¼a dac¼a şi numai dac¼a
8'n

D(R)! 0) hT; 'ni
în C! 0 (pentru n!1).

Demonstra̧tie. Necesitatea. T continu¼a
'=0) q.e.d.

Su�cienţa. Fie 8'n
D(R)! ' ) 'n � '

D(R)! 0: Atunci, conform ipotezei,hT; 'n � 'i
în C! 0:

Deoarece T este liniar¼a )q.e.d.

De�ni̧tia 10:1:7: Se numeşte distribuţie sau funcţie generalizat¼a orice funçtional¼a T : D (R)! C
liniar¼a şi continu¼a pe D (R) : Muļtimea distribuţiilor se noteaz¼a D0 (R) :

D0 (R) = fT : D (R)! C;T liniar¼a şi continu¼ag : (5)

Observa̧tia 10:1:2: Aşa cum o funçtie f : D � R! R este "testat¼a" pe numerele din D; în sensul
c¼a în 8t 2 R se de�neşte f (t) ; o distribuţie T : D (R) ! C este "testat¼a" pe funçtiile test din
D (R) ; în sensul c¼a în 8' 2 D (R) se de�neşte T (') � hT; 'i : Nu are sens T (t) ; dar uneori se face
convenţia de a se scrie hT (t) ; ' (t)i pentru a sublinia cum se noteaz¼a variabila funçtiei test ':
Exemplul 10:1:3: Distribuţia nul¼a O are proprietatea c¼a

O (') = 0C;8' 2 D (R) :
Observa̧tia 10:1:3: Muļtimea distribuţiilor se descompune ca parti̧tie a dou¼a muļtimi disjuncte:

D0 (R) = D0r (R) [ D0s (R) ;
unde D0r (R) este mulţimea distribuţiilor regulare (sau mulţimea distribuţiilor de tip funcţie de�-
nite cu ajutorul funçtiilor local integrabile prin (6) ulterior) şi D0s (R) este mulţimea distribuţiilor
singulare (conţine distribuţiile care nu se pot scrie sub forma (6) ; cu ajutorul unei funçtii local
integrabile).

Un exemplu important de distribuţie singular¼a este distribuţia Dirac.
De�ni̧tia 10:1:8: Funçtia f : R! R (sau f : R! C ) se numeşte funcţie local integrabil¼a pe R
dac¼a este integrabil¼a pe orice interval compact [a; b] � R. Se noteaz¼a f 2 L1loc (R) :
Propozi̧tia 10:1:3: Orice funçtie f 2 L1loc (R) de�neşte o distribuţie, notat¼a ffg ; prin relaţia

hffg ; 'i =
R1
�1 f (t)' (t) dt;8' 2 D (R) ; (6)

numit¼a distribuţie (de tip funcţie) generat¼a de f: De menţionat c¼a integrala este calculat¼a pe
suportul compact al unei '
Exemplul 10:1:4: Dac¼a f = �; atunci

hf�g ; 'i =
R1
0 ' (t) dt;8' 2 D (R) : Integrala se calculeaz¼a pe supp':

Exemplul 10:1:5: Fie funçtia f : R! C; f (t) = c; unde c este o constant¼a dat¼a. Atunci
hffg ; 'i = c

R1
�1 ' (t) dt;8' 2 D (R) : Integrala se calculeaz¼a pe supp':

Observa̧tia 10:1:4: Se poate demonstra c¼a aplicaţia r : L1loc (R)! D0 (R) de�nit¼a prin r (f) = ffg
din Propozi̧tia 3 este liniar¼a şi injectiv¼a. Atunci orice funçtie f 2 L1loc (R) se poate identi�ca cu
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distribuţia de tip funçtie asociat¼a ffg ; privind L1loc (R) ca submuļtime în D0 (R) : Aplicaţia r devine
chiar un izomor�sm C�liniar între L1loc (R) şi D0 (R) : Calculul cu distribuţii s-a dezvoltat extinzând
operaţii şi formule valabile în L1loc (R) la clasa D0 (R) sau la subclase ale acesteia.
Propozi̧tia 10:1:4: Funçtionala � : D (R)! C; de�nit¼a prin

h�; 'i = ' (0) ; 8' 2 D (R) (7)
este o distribuţie, numit¼a distribuţia Dirac.
În unele materiale se noteaz¼a relaţia de de�ni̧tie prin "formula de �ltrare"

h�; 'i = ' (0) =
R1
�1 � (t)' (t) dt;8' 2 D (R) :

Propozi̧tia 10:1:5: Distribuţia Dirac nu este de tip funçtie, nu exist¼a nicio funçtie f 2 L1loc (R)
care s¼a o genereze în sensul formulei (6) :
Propozi̧tia 10:1:6: Funçtionala �a : D (R)! C; de�nit¼a prin

< �a; ' >= ' (a) ;8' 2 D (R) (8)
este o distribuţie, numit¼a distribuţia Dirac generalizat¼a.

10:2:Opera̧tii cu distribuţii (ale algebrei şi ale analizei matematice)

De�ni̧tia 10:2:1: Se numeşte suma distribuţiilor T1 2 D0 (R) şi T2 2 D0 (R) aplicaţia T1 + T2 :
D (R)! C de�nit¼a prin

hT1 + T2; 'i = hT1; 'i+ hT2; 'i ;8' 2 D (R) : (9)
Propozi̧tia 10:2:1: Dac¼a T1 şi T2 sunt distribuţii, atunci aplicaţia T1 + T2 este distribuţie, adic¼a:

a) hT1 + T2; 'i 2 C;8' 2 D (R) ;
b) T1 + T2 este liniar¼a;
c) T1 + T2 este continu¼a:

De�ni̧tia 10:2:2: Se numeşte produsul cu un scalar � 2 C al distribuţiei T 2 D0 (R) aplicaţia
�T : D (R)! C de�nit¼a prin

h�T; 'i = � hT; 'i ;8' 2 D (R) : (10)
Propozi̧tia 10:2:2: Dac¼a T este distribuţie şi � 2 C, atunci aplicaţia �T este distribuţie, adic¼a:

a) h�T; 'i 2 C;8' 2 D (R) ;
b) �T este liniar¼a;
c) �T este continu¼a:

De�ni̧tia 10:2:3: Se numeşte produsul cu funcţia � 2 C1 (R) al distribuţiei T 2 D0 (R) aplicaţia
�T de�nit¼a prin

h�T; 'i = hT; �'i ;8' 2 D (R) : (11)
Propozi̧tia 10:2:3: Dac¼a T este distribuţie şi � 2 C1 (R), atunci aplicaţia �T : D (R) ! C este
distribuţie, adic¼a:

a) h�T; 'i 2 C;8' 2 D (R) ;
Dac¼a � 2 C1 (R) şi ' 2 D (R) = C10 (R) cu topologia convergenţei) �' 2 D (R) :
b) �T este liniar¼a;
c) �T este continu¼a:

Exemplul 10:2:1: Dac¼a � 2 C1 (R) ; atunci
h��a; 'i = h�a; �'i = � (a)' (a) = � (a) h�a; 'i ;8' 2 D (R))��a = � (a) �a (12)
În particular,
(i)� (t) = t� a) (t� a) �a = 0:
(ii)� (t) = t4; a = 0) t4� = 0:

De�ni̧tia 10:2:4: Se numeşte schimbare de variabil¼a liniar¼a în distribuţii pentru T 2 D0 (R) şi
a; b 2 R; a 6= 0; u = at+ b aplicaţia de�nit¼a prin
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hT (at+ b) ; ' (t)i = 1
jaj


T (u) ; '

�
u�b
a

��
;8' 2 D (R) : (13)

Observa̧tia 10:2:1: Aplicaţia din de�ni̧tia anterioar¼a este o distribuţie. În scrierea formulei s-a
folosit convenţia din Observaţia 10:1:2:
Observa̧tia 10:2:2: a) 8f 2 L1loc (R) ; pentru T = ffg rela̧tia (13) reprezint¼a o schimbare de
variabil¼a într-o integral¼a:Z 1

�1
f (at+ b)' (t) dt = 1

jaj

Z 1

�1
f (u)'

�
u�b
a

�
du;8' 2 D (R) :

b) 8' 2 D (R) ; pentru T = � rela̧tia (13) devine:

h� (at+ b) ; ' (t)i = 1
jaj

�
� (u) ; '

�
u� b
a

��
=
1

jaj'
�
� b
a

�
;8' 2 D (R)) � (at+ b) =

1

jaj�� b
a

În particular,

(i) b = 0; a 6= 0) h� (at) ; ' (t)i = 1

jaj' (0) =
1

jaj h�; 'i ;8' 2 D (R)) � (at) =
1

jaj�

(ii) b = 0; a = �1) � (�t) = � (t)

(iii) b 6= 0; a = 1) h� (t+ b) ; ' (t)i = h� (u) ; ' (u� b)i = ' (�b) = h��b; 'i ;8' 2 D (R)) � (t+ b) = ��b

De�ni̧tia 10:2:5: Fie (Tn)n2Nm un şir de distribuţii, din D
0 (R) : Se spune c¼a Tn

în D0(R)! T pentru

n!1 dac¼a Tn (')
în C! T (') pentru n!1:

Observa̧tia 10:2:3: 8f 2 L1loc (R) ; f derivabil¼a pe R;Z 1

�1
f 0 (t)' (t) dt = f (t)' (t)jt!1t!�1 �

Z 1

�1
f (t)'0 (t) dt;8' 2 D (R) :

Deoarece ' are suport compact,Z 1

�1
f 0 (t)' (t) dt = �

Z 1

�1
f (t)'0 (t) dt;8' 2 D (R) :

Aceast¼a observaţie conduce la de�nirea noţiunii de derivat¼a în sensul distribuţiilor.
De�ni̧tia 10:2:6: Se numeşte derivata de ordin n 2 N a distribuţiei T 2 D0 (R) aplicaţia T (n) :
D (R)! C de�nit¼a prin


T (n); '
�
= (�1)n



T; '(n)

�
;8' 2 D (R) : (11)

Propozi̧tia 10:2:4: Dac¼a T este distribuţie şi n 2 N, atunci aplicaţia T (n) este distribuţie, adic¼a:
a)


T (n); '

�
2 C;8' 2 D (R) ;

b) T (n) este liniar¼a;
c) T (n) este continu¼a:
Orice distribuţie are derivate de orice ordin, �ecare derivat¼a �ind tot o distribuţie.

Exemplul 10:2:2: S¼a se arate c¼a, 8n 2 ND
�(n); '

E
= (�1)n '(n) (0) ;8' 2 D (R) : (12)

Într-adev¼ar;8' 2 D (R)D
�(n); '

E
= (�1)n



�; '(n)

�
= (�1)n '(n) (0) :

Exemplul 10:2:3: S¼a se arate c¼a
f�g0 = �: (13)

Într-adev¼ar;8' 2 D (R)

f�g0 ; '

�
= (�1)1 hf�g ; '0i = �

Z 1

�1
� (t)'0 (t) dt = �

Z 1

0
'0 (t) dt = ' (0) = h�; 'i :
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Teorema 10:2:1: Dac¼a f 2 L1loc (R) admite derivate de ordin n din L1loc (R) şi f; f 0; :::; f (n�1) au
în t = 0 un punct de discontinuitate de spȩta întâi, atunci

ffg(n) =
�
f (n)

	
+ �n�1 (0) � + �n�2 (0) �

0 + :::+ �0 (0) �
(n�1); (14)

unde �k (0) = f (k) (0 + 0)� f (k) (0� 0) ; k = 0; n� 1 este saltul funçtiei f (k) în 0 şi
f (k) (0 + 0) = f

(k)
d (0) = lim

t!0;t>0
f (k) (t) şi f (k) (0� 0) = f

(k)
s (0� 0) = lim

t!0;t<0
f (k) (t).

Teorema 10:2:2: (generalizare) Dac¼a f 2 L1loc (R) admite derivate de ordin n din L
1
loc (R) şi

f; f 0; :::; f (n�1) au în t = a un punct de discontinuitate de spȩta întâi, atunci

ffg(n) =
�
f (n)

	
+ �n�1 (a) �a + �n�2 (a) �

0
a + :::+ �0 (a) �

(n�1)
a ; (15)

unde �k (a) = f (k) (a+ 0)� f (k) (a� 0) ; k = 0; n� 1 este saltul funçtiei f (k) în a şi
; f (k) (a+ 0) = f

(k)
d (a) = lim

t!a;t>a
f (k) (t) şi f (k) (a� 0) = f

(k)
s (a) = lim

t!a;t<a
f (k) (t)

Teorema 10:2:3: (generalizare) Dac¼a f 2 L1loc (R) este derivabil¼a pe poŗtiuni, cu f 0 2 L1loc (R)
şi f are numai discontinuit¼aţi de spȩta întâi în a1; :::; an, atunci

ffg0 = ff 0g+ �1 (a1) �a1 + :::+ �n (an) �an ; (16)

unde �k (ak) = f (ak + 0)� f (ak � 0) ; k = 1; n este saltul funçtiei f în ak şi
f (ak + 0) = f

(k)
d (ak) = lim

t!ak;t>ak
f (t) şi f (ak � 0) = f

(k)
s (ak) = lim

t!ak;t<ak
f (t).

Exemplul 10:2:4: S¼a se calculeze derivata de ordin n 2 N a distribuţiei de tip funçtie generat¼a de
f (t) = � (t) cos (t) ;

unde � este funçtia Heaviside, � : R! R; � (t) =
�
1; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

:

Rezolvare. Se utilizeaz¼a Teorema 10:2:1 (cu a = 0):

f (t) =

�
cos t; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

) �0 (0) = ld (0)� ls (0) = 1:

f 0 (t) =

8<:
� sin t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �1 (0) = f 0d (0)� f 0s (0) = 0:

f 00 (t) =

8<:
� cos t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �2 (0) = f 00d (0)� f 00s (0) = �1:

f 000 (t) =

8<:
sin t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �3 (0) = f 000d (0)� f 000s (0) = 0:

f (4) (t) =

8<:
cos t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �4 (0) = f
(4)
d (0)� f (4)s (0) = 1:

...

f (4k) (t) =

8<:
cos t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �4k (0) = f
(4k)
d (0)� f (4k)s (0) = 1:

f (4k+1) (t) =

8<:
� sin t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �4k+1 (0) = f
(4k+1)
d (0)� f (4k+1)s (0) = 0:
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f (4k+2) (t) =

8<:
� cos t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �4k+2 (0) = f
(4k+2)
d (0)� f (4k+2)s (0) = �1:

f (4k+3) (t) =

8<:
sin t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �4k+3 (0) = f
(4k+3)
d (0)� f (4k+3)s (0) = 0:

...
Atunci, conform Teoremei 10:2:1; pentru

n 2 N = f4k; k 2 Ng [ f4k + 1; k 2 Ng [ f4k + 2; k 2 Ng [ f4k + 3; k 2 Ng )
ffg(4k) = f� (t) cos tg+ �4k�1 (0) � + �4k�2 (0) �0 + �4k�3 (0) �00 + :::+ �0 (0) �(4k�1) =

= f� (t) cos tg+ 0 � � � 1 � �0 + 0 � �00 + :::+ 1 � �(4k��1):
ffg(4k+1) = f�� (t) sin tg+ �4k (0) � + �4k�1 (0) �0 + �4k�2 (0) �00 + :::+ �0 (0) �(4k) =

= f�� (t) sin tg+ 1 � � + 0 � �0 � 1 � �00 + :::+ 1 � �(4k):
ffg(4k+2) = f�� (t) cos tg+ �4k+1 (0) � + �4k (0) �0 + �4k�1 (0) �00 + :::+ �0 (0) �(4k+1) =

= f�� (t) cos tg+ 0 � � + 1 � �0 + 0 � �00 + :::+ 1 � �(4k+1):
ffg(4k+3) = f� (t) sin tg+ �4k+2 (0) � + �4k+1 (0) �0 + �4k (0) �00 + :::+ �0 (0) �(4k+2) =

= f� (t) sin tg � 1 � � + 0 � �0 + 1 � �00 + :::+ 1 � �(4k+2):
S-a folosit:
-identi�carea distribuţiilor de tip funçtie pentru funçtii egale a.p.t. Adic¼a
f (4) = � (t) cos t egale, ca funçtii, doar a.p.t. (în t = 0;@f (4) (0) şi � (t) cos tjt=0 = 1), dar�
f (4) (t)

	
= f� (t) cos tg egale, ca distribuţii, peste tot.

-periodicitatea
�4k�1 (0) = �4k+3 (0) = �3 (0) = 0
�4k�2 (0) = �4k+2 (0) = �2 (0) = �1
�4k�3 (0) = �4k+1 (0) = �1 (0) = 0
�4k�4 (0) = �4k (0) = �0 (0) = 1
-derivatele distribuţiei Dirac sunt date de (12)D
�(n); '

E
= (�1)n '(n) (0) ;8' 2 D (R) :

Se de�neşte produsul de convoluţie a dou¼a funçtii din L1loc (R) ; chiar oarecare, nu numai din
L1 (R), ca la transformata Fourier.
De�ni̧tia 10:2:7: Se reaminteşte de la Transformata Fourier:

a) O funçtie f : R! R (sau f : R! C) se numeşte funcţie absolut integrabil¼a pe R sau funcţie
din L1 (R) dac¼a

9
R
R jf (t)j dt =

R +1
�1 jf (t)j dt < +1:

b) O funçtie f : R ! R (sau f : R ! C) se numeşte funcţie local integrabil¼a pe R sau funcţie
din L1loc (R) dac¼a este integrabil¼a pe orice interval compact din R.
Observa̧tia 10:2:5. S-a ar¼atat c¼a orice funçtie absolut integrabil¼a pe R este şi local integrabil¼a pe
R: Reciproca nu este adev¼arat¼a.
De�ni̧tia 10:2:8: Fie f; g 2 L1loc (R) : Se numeşte produs de convoluţie a funcţiilor f şi g din
L1loc (R) funçtia f � g : R! R (sau f � g : R! C); de�nit¼a prin

h (t) = (f � g) (t) =
Z +1

�1
f (t� �) g (�) d� =

Z +1

�1
f (�) g (t� �) d� ;

dac¼a integralele ce apar sunt convergente. În caz de convergenţ¼a f şi g se numesc convolutabile.
Observa̧tia 10:2:6. a) Operaţia de convoluţie �; în caz de bine de�nire, este comutativ¼a. Se face
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schimbarea de variabil¼a de integrare t� � = s:

b) Fie semnalul rectangular cu � = 1; f : R! R; f (t) =
�
1; dac¼a jtj � 1
0; dac¼a jtj > 1 :

La transformata Fourier, s-a observat c¼a produsul de convoluţie a semnalului rectangular cu el
însuşi este unul triunghiular

(f � f) (t) =
Z +1

�1
f (�) f (t� �) d� =

8>><>>:
0 dac¼a t 2 ]�1; 2[

2 + t; dac¼a t 2 [�2; 0]
2� t; dac¼a t 2 ]0; 2]
0 dac¼a t 2 ]2;+1[

:

Produsul de convoluţie are efect regularizant, f �ind discontinu¼a, iar f � f continu¼a.

c) Fie f 2 L1 (R) ; g = �: Atunci 9 (f � �) (t) = (� � f) (t) =
Z t

�1
f (�) d� ;8t 2 R.

d) Fie f; g 2 L1loc (R) cu f (t) = 0;8t < 0 şi g (t) = 0;8t < 0: Atunci

(f � g) (t) = � (t)
R t
0 f (t� �) g (�) d� = � (t)

R t
0 f (�) g (t� �) d� ; unde � : R! R; � (t) =

�
1; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

:

e) f 2 L1loc (R) ; g = �" impulsul unitar impur aplicat în 0;

�" : R! R; �" (t) =

( 1

"
; dac¼a t 2 [0; 0 + "]
0; în rest

depinzând de lungimea mic¼a a intervalului de aplicare " > 0: Atunci

(f � �") (t) =
R1
�1 f (�) �" (t� �) d� = 1

"

R t
t�" f (�) d�;

adic¼a este tocmai media lui f pe [t� "; t].
Propozi̧tia 10:2:5:(clase de funçtii convolutabile)
a) Fie f; g 2 L1 (R) : Atunci 9f � g 2 L1 (R) şi

kf � gkL1(R) � kfkL1(R) � kgkL1(R) :
b) Fie f 2 L1 (R) şi g m¼arginit¼a, adic¼a 9M > 0 a.î. jg (t)j < M;8t 2 R: Atunci 9f � g şi

j(f � g) (t)j �M kfkL1(R) ;8t 2 R:
c) Fie f 2 L1loc (R) şi g 2 L1 (R) cu supp g compact. Atunci 9f � g 2 L1loc (R). În plus dac¼a f şi g
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au supp conţinut în [a; b] ; atunci supp (f � g) � [2a; 2b] :
d) Fie f; g; h 2 L1 (R) : Atunci 9f � g 2 L1 (R) ; 9f � (g � h) 2 L1 (R) ; 9f � (g + h) 2 L1 (R) şi

f � g = g � f (comutativitate);
f � (g � h) = (f � g) � h (asociativitate)
f � (g + h) = f � g + f � h (distributivitate în raport cu adunarea)
Operaţia � nu are element neutru în L1 (R) : În D0 (R), � va � element neutru.

e) Fie f; g 2 L2 (R) : Atunci 9f � g este continu¼a şi
j(f � g) (t)j � kfkL1(R) � kgkL1(R) ;8t 2 R:

f) Fie f 2 L1 (R) ; g 2 L2 (R) : Atunci 9f � g 2 L2 (R) şi
kf � gkL2(R) � kfkL1(R) � kgkL2(R) :

g) Fie f; g continue pe poŗtiuni şi cu supp compact (respectiv pozitiv). Atunci 9f � g continu¼a şi
cu supp compact (respectiv pozitiv).
Observa̧tia 10:2:7. Exist¼a o serie de propriet¼aţi care leag¼a convoluţia de derivare, dar nu sunt
puse în evidenţ¼a aici.
Observa̧tia 10:2:8. Pentru a de�ni noţiunea de convoluţie a dou¼a distribuţii, se presupune ini̧tial
c¼a ele sunt de tip funçtie, T = ffg ; S = fgg ; unde f; g 2 L1 (R). Se determin¼a fhg ; unde h = f �g:

hfhg (s) ; ' (s)i =
Z +1

�1
h (s)' (s) ds =

Z +1

�1

�Z +1

�1
f (s� �) g (�) d�

�
' (s) ds:

Cum f; g sunt absolut integrabile pe R; ultima integral¼a converge absolut şi se poate schimba
ordinea de integrare:

hfhg (s) ; ' (s)i =
Z +1

�1

�Z +1

�1
f (s� �) g (�)' (s) ds

�
d� :

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare s� � = t, de unde

hfhg ; 'i =
Z +1

�1

�Z +1

�1
f (t) g (�)' (t+ �) ds

�
d� =

Z +1

�1
g (�)

�Z +1

�1
f (t)' (t+ �) ds

�
d� =

= hfgg (�) ; hffg (t) ; ' (t+ �)ii :
Relaţia anterioar¼a permite generalizarea la cazul a dou¼a distribuţii oarecare T şi S:

De�ni̧tia 10:2:10: Se numeşte produs de convoluţie a distribuţiilor T 2 D0 (R) şi S 2 D0 (R)
aplicaţia T � S de�nit¼a prin

hT � S; 'i = hS (�) ; hT (t) ; ' (t+ �)ii ;8' 2 D (R) ; (18)
în ipoteza c¼a funçtionala din membrul drept de�neşte o distribuţie, adic¼a funçtia  (�) = hT (t) ; ' (t+ �)i
este din D (R) şi T � S este liniar¼a şi continu¼a. Dac¼a exist¼a T � S; distribuţiile T şi S se numesc
convolutabile.
Observa̧tia 10:2:9: a) Dac¼a T şi S sunt distribuţii, atunci aplica̧tia T � S poate s¼a nu �e bine
de�nit¼a sau s¼a nu �e o distribuţie.
b) Dac¼a T şi S sunt distribuţii a.î. 9T � S, atunci 9S � T şi T � S = S � T; adic¼a

hT � S; 'i = hT (t) ; hS (�) ; ' (t+ �)ii ;8' 2 D (R) :
Propozi̧tia 10:2:6: (clase de distribuţii convolutabile)
a) Fie T; S 2 D0 (R) distribuţii regulare generate de funçtii T = ffg ; S = fgg ; cu f; g 2 L1loc (R)
pentru care 9f � g: Atunci 9T � S 2 D0 (R) şi

ffg � fgg = ff � gg : (19)

b) Fie T; S 2 D0 (R) distribuţii a.î. T sau S este � sau o derivat¼a a sa. Atunci aplica̧tia T � S este
bine de�nit¼a şi T � S 2 D0 (R) :
c) Fie T; S 2 D0 (R) distribuţii cu suppT � [a;1[ ; suppS � [a;1[ sau suppT � ]�1; b] ;
suppS � ]�1; b] ; cu a; b 2 R. Atunci aplicaţia T � S este bine de�nit¼a şi T � S 2 D0 (R) :
Propozi̧tia 10:2:8: a) 8T 2 D0 (R) ; 9T � � 2 D0 (R) şi
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T � � = � � T = T;

adic¼a � este element neutru în D0 (R) la operaţia �:
b) Fie T; S 2 D0 (R) distribuţii a.î. 9T � S. Atunci 9T � S(k); 9T (k) � S şi

(T � S)(k) = T (k) � S = T � S(k) = S � T (k) = S(k) � T;8k 2 N:
În particular,

T � �(k) = �(k) � T = T (k);8k 2 N:
c) Convoluţia a trei distribuţii, cel puţin dou¼a având supp compact (respectiv pozitiv), este aso-
ciativ¼a. În general, nu este asociativ¼a.

De exemplu, T = f1g ; S = �0 şi H = f�g.
T � S = f1g � �0 = f1g0 � � = f1g0 = f10g = f0g )
) (T � S) �H = f0g � f�g = f0 � �g = f0g = 0D0(R):
S �H = �0 � f�g = � � f�g0 = � � � = � )
) T � (S �H) = f1g � � = f1g 6= 0D0(R):
Dar supp f1g = R; supp �0 = f0g şi supp f�g = [0;1[.

Exemplul 10:2:5: S¼a se calculeze convoluţia distribuţiilor de tip funçtie generate de
f (t) = � (t) t2 şi g (t) = � (t) sin t;

unde � este funçtia Heaviside � : R! R; � (t) =
�
1; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

:

Rezolvare. Se expliciteaz¼a

f (t) = � (t) t2 =

�
t2; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

şi g (t) = � (t) sin t =

�
sin t; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

:

Conform Propozi̧tiei 10:2:6)
ffg � fgg = ff � gg :

Se calculeaz¼a convoluţia celor dou¼a funçtii. Conform Observaţiei 10:2:6:; d))
(f � g) (t) = � (t)

R t
0 f (t� �) g (�) d� = � (t)

R t
0 f (�) g (t� �) d� :

Pentru t < 0) (f � g) (t) = 0 �
Z t

0
f (�) g (t� �) d� = 0:

Pentru t � 0) (f � g) (t) =
Z t

0
�2 sin (t� �) d� =

Z t

0
�2 dd� (+ cos (t� �)) d� =

= �2 cos (t� �)
���=t
�=0

�
Z t

0
2� cos (t� �) d� = t2 cos 0� 2

Z t

0
� d
d�

�
sin (t� �)

�1

�
d� =

= t2 � 2
 
�
sin (t� �)

�1

�����=t
�=0

�
Z t

0
1 � sin (t� �)�1 d�

!
= t2 + 2

�
t sin 0� 0� cos (t� �)j�=t�=0

�
=

= t2 + 2 (� cos 0 + cos t) :
Deci (f � g) (t) = � (t)

�
t2 � 2 + 2 cos t

�
:

Atunci ffg � fgg =
�
� (t)

�
t2 � 2 + 2 cos t

�	
.


