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CURS NR. 2
Matematici Speciale, AIA

2:1: Câmp vectorial: linii de câmp, suprafȩte de câmp

De�ni̧tia 2:1:1:
a) Se numeşte câmp vectorial o funçtie �!v : D � R3 ! V3, unde D este un domeniu, V3 este
muļtimea vectorilor tridimensionali şi

�!v (x; y; z) = v1 (x; y; z)
�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k :

Funçtiile componente v1; v2; v3 sunt câmpuri scalare.
b) Se numeşte linie de câmp a câmpului vectorial �!v : D � R3 ! V3 orice curb¼a din domeniul D
care este tangent¼a în �ecare punct al s¼au la câmpul vectorial �!v .
c) Se numeşte suprafaţ¼a de câmp a câmpului vectorial �!v : D � R3 ! V3 orice suprafaţ¼a generat¼a
de liniile de câmp.
Comentariul 2:1:1: Condi̧tia ca D s¼a �e domeniu (muļtime deschis¼a şi conex¼a) se impune pentru
de�nirea riguroas¼a a unor condi̧tii de regularitate asupra câmpului (de continuitate, de clas¼a C1).

Se noteaz¼a cu P punctul dinD � R3 de coordonate (x; y; z) şi se scrie�!v (P ) în loc de�!v (x; y; z) ;
mai ales la punerea în evidenţ¼a a unor interpret¼ari �zice, în care dependenţa este legat¼a de punct
şi mai puţin de coordonatele sale.
Exemplul 2:1:1: A se vedea 3Blue1Brown, "Divergence and curl: The language of Maxwell�s
equations, �uid �ow, and more",

https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE&t=699s,
minutele 0-1.48 pentru exemple. Restul �lmului de vizionat pentru C3.
a) Câmpul vitezelor particulelor (punctelor) unui �uid dintr-un recipient este un câmp vectorial
(indic¼a viteza şi direçtia de curgere a �uidului).
b) Câmpul foŗtelor electrice, magnetice sau gravita̧tionale este un câmp vectorial (indic¼a
modulul, direçtia foŗtei şi variaţia acesteia de la punct la punct).

c) Fie O un punct material �xat. Atunci câmpul atraçtiilor newtoniene realizate de O este un
câmp vectorial pe D = R3 n fOg

�!v : D � R3 ! V3;�!v (P ) = �
k

r3 (P )
�!r (P ) ;

unde �!r (P ) este vectorul de pozi̧tie a lui P şi r =
�!r  : Alegând un reper ortogonal Oxyz; se

poate scrie:
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�!v (P ) = �!v (x; y; z) = �k�p
x2 + y2 + z2

�3 �x�!i + y�!j + z�!k � :
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Teorema 2:1:1: (ecuaţiile liniilor de câmp). Fie �!v : D � R3 ! V3;
�!v (P ) = �!v (x; y; z) = v1 (x; y; z)

�!
i + v2 (x; y; z)

�!
j + v3 (x; y; z)

�!
k :

a) Ecuaţiile liniilor de câmp ale câmpului vectorial �!v sunt soluţiile sistemului de ecuaţii diferenţiale
(care provin din �!v � d�!r = �!0 ):

dx

v1 (x; y; z)
=

dy

v2 (x; y; z)
=

dz

v3 (x; y; z)
: (1)

(2 ecuaţii diferenţiale) 2 integrale prime)
b) Ecuaţia F (x; y; z) = 0 reprezint¼a o suprafaţ¼a de câmp a câmpului vectorial �!v dac¼a şi numai
dac¼a F este soluţie a ecuaţiei cu derivate paŗtiale:

v1 (x; y; z)
@F

@x
(x; y; z) + v2 (x; y; z)

@F

@y
(x; y; z) + v3 (x; y; z)

@F

@z
(x; y; z) = 0: (2)

Observa̧tia 2:1:2: Suprafaţa de câmp a câmpului vectorial �!v : D � R3 ! V3 care trece printr-o
anumit¼a curb¼a () se obţine formând un sistem algebric alc¼atuit din ecuaţiile integralelor prime ale
sistemului (1) şi ecuaţiile curbei () :

Exemplul 2:1:2: Fie:
câmpul vectorial �!v (P ) = grad

�
x2 + y2 � 2z2

�
;

punctul P0 (1; 1; 1) ;

curba () :
�
x2 + y2 = 1
z = 1

cilindru circular\plan=cerc.
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a) S¼a se determine liniile de câmp ale câmpului vectorial;
b) S¼a se a�e linia de câmp ce trece prin P0;
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c) S¼a se determine suprafȩtele de câmp;
d) S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine () :
Rezolvare. a) ' (P ) = ' (x; y; z) = x2 + y2 � 2z2;' 2 C1

�
R3
�
; cu

@'

@x
(x; y; z) = 2x;

@'

@y
(x; y; z) = 2y;

@'

@z
(x; y; z) = �4z )

grad' (P ) = r' (P ) = 2x�!i + 2y�!j � 4z�!k :
Atunci �!v (P ) = 2x�!i + 2y�!j � 4z�!k :
Conform (1) )ecuaţiile liniilor de câmp ale câmpului vectorial �!v sunt soluţiile sistemului de

ecuaţii diferenţiale:
dx

2x
=
dy

2y
=

dz

�4z
�dx
2x
=
dy

2y
) dx

x
=
dy

y

���� REV S formal)

ln jxj = ln jyj+ k1 ) ln

����xy
���� = ln k2 formal) x

y
= c1; c1 2 R. -o integral¼a prim¼a.

�dx
2x
=

dz

�4z )
dx

x
=

dz

�2z

���� REV S formal)

ln jxj = �1
2 ln jzj+ k

0
1 ) ln

��x2z�� = ln k02 formal) x2z = c2; c2 2 R. -o integral¼a prim¼a.
Ecuaţiile liniilor de câmp sunt date de integralele prime funçtional independente:

(�)
( x

y
= c1; c1 2 R

x2z = c2; c2 2 R
suprafaţ¼a\suprafaţ¼a=curb¼a.(o in�nitate dubl¼a).

b) Linia de câmp trece prin P0 (1; 1; 1))
( 1

1
= c1

12 � 1 = c2
: Se obţine:( x

y
= 1

x2z = 1
este curba obţinut¼a ca interseçtie dintre suprafaţa

x

y
= 1 şi x2z = 1
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c) Suprafȩtele de câmp sunt alc¼atuite din linii de câmp. Ele sunt date de

F

�
x

y
; x2z

�
= 0; F 2 C1 (D) arbitrar¼a.

Într-adev¼ar, cum �!v (P ) este tangent la liniile de câmp) �!v (P ) ? �!n (P ) ; unde �!n (P ) este vectorul
normal la liniile de câmp) �!v (P ) � �!n (P ) = 0:

Dar �!n (P ) = @F

@x
(P )

�!
i +

@F

@y
(P )

�!
j +

@F

@z
(P )

�!
k ; unde F (x; y; z) = 0 este ecuaţia suprafȩtei.
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Atunci

v1 (P ) �
@F

@x
(P ) + v2 (P )

@F

@y
(P ) + v2 (P ) �

@F

@z
(P ) = 0:

Se ataşeaz¼a
dx

v1 (x; y; z)
=

dy

v2 (x; y; z)
=

dz

v3 (x; y; z)
(se rezolv¼a cu ajut. sist.))

soluţia este dat¼a de cele dou¼a integrale prime de la a).
d) Ecuaţia suprafȩtei de câmp ce conţine () este soluţia pentru sistemul algebric alc¼atuit din
ecuaţiile integralelor prime şi ecuaţiile curbei (o relaţie între x; y; z f¼ar¼a c1; c2):8>>><>>>:

x

y
= c1

x2z = c2
z = 1
x2 + y2 = 1

,

8>>>>><>>>>>:

z = 1
x2 = c2

y2 =
c2
c21

c2 +
c2
c21
= 1

)

c2

�
1 +

1

c21

�
= 1�rela̧tia de condi̧tie (doar între c1; c2). Folosind (�))

x2z

0BBB@1 + 1�
x

y

�2
1CCCA = 1) x2z + y2z = 1-ecuaţia suprafȩtei de câmp cerute.

(cu F (u; v) = v
�
1 +

1

u2

�
� 1)
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