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CURS NR. 6
Matematici Speciale, AIA

3:3: Puncte ordinare şi puncte singulare la distanţ¼a �nit¼a, respectiv in�nit¼a

De�ni̧tia 3:3:1: Fie A � C o muļtime deschis¼a şi f : A � C! C o funçtie.
a) Un punct z0 2 C se numeşte punct ordinar pentru f dac¼a exist¼a o sfer¼a deschis¼a centrat¼a în z0
pe care f este olomorf¼a, adic¼a 9� > 0 şi

�(z0; �) = fz 2 C; jz � z0j < �g
a.î. f 2 H (� (z0; �)) :
b) Un punct z0 2 C se numeşte punct singular pentru f dac¼a nu este punct ordinar pentru f .
c) Un punct z0 2 C se numeşte punct singular izolat pentru f dac¼a este punct singular pentru f şi
dac¼a exist¼a o sfer¼a deschis¼a centrat¼a z0 care nu mai conţine alte puncte singulare ale f în afar¼a de
z0.
De�ni̧tia 3:3:2: Fie D � C un domeniu (muļtime deschis¼a şi conex¼a) şi f : D � C! C o funçtie
olomorf¼a pe D.
a) Un punct a 2 D se numeşte zero pentru f dac¼a

9� 2 N� şi 9� 2 H (D) cu � (a) 6= 0 a.î. f (z) = (z � a)� � (z) :
Num¼arul natural � se numeşte ordinul de multiplicitate al zeroului a:
b) Un punct a 2 D se numeşte zero izolat pentru f dac¼a este zero pentru f şi dac¼a exist¼a o sfer¼a
deschis¼a centrat¼a a care nu mai conţine alte zerouri ale f în afar¼a de a.
Teorema 3:3:1: Fie D � C un domeniu şi f : D � C ! C o funçtie olomorf¼a pe D. Zerourile
funçtiei f sunt puncte izolate în sensul topologiei pe C:
De�ni̧tia 3:3:3: Fie A � C o muļtime deschis¼a şi f : A � C! C o funçtie.
a) Un punct a 2 C se numeşte pol pentru f dac¼a este punct singular pentru f şi dac¼a 9� 2 N� a.î.
funçtia

' : A [ fag ! C; ' (z) =
�

(z � a)� f (z) ; dac¼a z 2 A
o valoare din C; dac¼a z = a

s¼a aib¼a în a un punct ordinar, cu ' (a) 6= 0.
Num¼arul natural � se numeşte ordinul polului a:
Teorema 3:3:2: Fie A � C o muļtime deschis¼a şi f : A � C ! C o funçtie. Polii funçtiei f sunt
puncte singulare izolate.
De�ni̧tia 3:3:4: Fie A � C o muļtime deschis¼a şi f : A � C ! C o funçtie. Un punct a 2 C se
numeşte punct singular esenţial pentru f dac¼a este punct singular pentru f şi

@ lim
z!a

f (z).

De�ni̧tia 3:3:5: Fie D � C un domeniu, a 2 D şi f : D n fag ! C: Punctul z = a se numeşte
punct singular removabil sau eliminabil sau aparent pentru f dac¼a este punct singular pentru f şi

9 lim
z!a

f (z) şi este �nit¼a (2 C) :

Exemplul 3:3:1: Se determin¼a punctele ordinare, zerourile şi punctele singulare la distanţ¼a �nit¼a
pentru

f : A � C! C; f (z) =
z (z � 1)2

(z2 � 4) (z2 + 9)2
:

A = Cn f2;�2; 3 j;�3 jg :
�Punctele ordinare ale f sunt: z0 2 Cn f2;�2; 3 j;�3 jg :
Într-adev¼ar, 8z0 2 Cn f2;�2; 3 j;�3 jg ;9� > 0 a.î. f 2 H (� (z0; �)) :
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�Zerourile lui f sunt: 0(de ordin 1) şi 1(de ordin 2)� sunt zerouri izolate.
�Polii lui f sunt: 2(de ordin 1);�2(de ordin 1); 3 j(de ordin 2);�3 j(de ordin 2)� sunt puncte

singulare izolate.

Într-adev¼ar, de exemplu
a1 = 2 este punct singular; mai mult, este pol de ordin 1; deoarece:

-se scrie f (z) =

z(z�1)2

(z+2)(z2+9)2

z � 2 =
'1 (z)

(z � 2)1
;

-se observ¼a c¼a '1 (z) =
z (z � 1)2

(z + 2) (z2 + 9)2
;8z 2 A [ f2g ;

'1 este olomorf¼a pe o vecin¼atate a lui 2;'1 (2) =
2 (2� 1)2

(2 + 2) (22 + 9)2
6= 0:

Observa̧tia 3:3:1: Punctul z = 1C 2 C (C = C [ f1Cg) este punct ordinar (respectiv punct
singular) pentru f (z) dac¼a şi numai dac¼a punctul � = 0 este punct ordinar (respectiv punct

singular) pentru  (�) = f
�
1
�

�
:

Exemplul 3:3:2: Se determin¼a punctele singulare, la distanţ¼a �nit¼a şi apoi la in�nit, şi natura lor
pentru:
a) f : A � C! C; f (z) = 2� z + z3
Rezolvare. f este bine de�nit¼a, 8z 2 C) A = C.

�Se observ¼a c¼a, 8z0 2 C;9� > 0 a.î. f 2 H (� (z0; �)))
) 8z0 2 C este punct ordinar pentru f : C! C
�f nu are puncte singulare pe C (la distanţ¼a �nit¼a):
�Se studiaz¼a dac¼a z =1C este punct ordinar sau singular pentru f ,
� = 0 este punct ordinar sau singular pentru

 (�) = f
�
1
�

�
= 2� 1

� +
�
1
�

�3
=
2�3 � �2 + 1

�3

� = 0 este pol de ordin 3 pentru  (�)) z =1C este pol de ordin 3 pentru f (z)

b) f : A � C! C; f (z) =
z7 � 3z2
z2 � 6z + 9

Rezolvare. f este bine de�nit¼a, 8z 2 Cn f3g ) A = Cn f3g.
�Se observ¼a c¼a, 8z0 2 Cn f3g ;9� > 0 a.î. f 2 H (� (z0; �)))
) 8z0 2 Cn f3g este punct ordinar pentru f : Cn f3g ! C
�f are puncte singulare pe C (la distanţ¼a �nit¼a) :
a = 3 este punct singular; mai mult, este pol de ordin 2; deoarece:

-se scrie f (z) =
z7 � 3z2

(z � 3)2
=

'1 (z)

(z � 3)2
;
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-se observ¼a c¼a '1 (z) = z7 � 3z2;8z 2 A [ f3g ;
'1 este olomorf¼a pe o vecin¼atate a lui 3;'1 (3) = 3

7 � 3 � 32 6= 0:
�Se studiaz¼a dac¼a z =1C este punct ordinar sau singular pentru f ,
� = 0 este punct ordinar sau singular pentru

 (�) = f
�
1
�

�
=

�
1
�

�7
� 3

�
1
�

�2
�
1
�

�2
� 6

�
1
�

�
+ 9

=
1� 3�5

�5
�
1� 6� + 9�2

�
� = 0 este pol de ordin 5 pentru  (�)) z =1C este pol de ordin 5 pentru f (z) :



Gabriela Grosu / Matematici Speciale 4

3:4: Funçtii elementare complexe de o variabil¼a complex¼a

În cele ce urmeaz¼a se consider¼a, pentru
f : A � C! C, f (x; y) = u (x; y) + j v (x; y)

funçtiile modul jf j şi argument arg f ataşate, denumite şi "magnitudine", respectiv "faz¼a". Se va
conveni, conform profesor Eugene Khutoryansky, în

https://www.youtube.com/watch?v=bIY6ahHVgqA&t=745s,
s¼a reprezent¼am gra�c o astfel de funçtie, reprezentând input-ul z 2 A în planul complex, alegând a
3-a dimensiune pentru magnitudinea output-ului pe o scar¼a logaritmic¼a, iar faza outputului �ind
reprezentat¼a printr-o scal¼a de culoare, observabil¼a din reprezentarea funçtiei identitate f (z) = z:
1�: Funçtii polinomiale.
De�ni̧tia 1: Fie n 2 N; a0; :::; an 2 C, an 6= 0: Se numeşte funcţie polinomial¼a o funçtie

P : C! C; P (z) = a0 + a1z + :::+ anz
n:

Num¼arul natural n se numeşte gradul polinomului.
Teorema 1: a) O funçtie polinom este olomorf¼a pe orice domeniu m¼arginit şi

P 0 : C! C, P 0 (z) = a1 + 2a2z + :::+ nanz
n�1:

b) Punctul de la in�nit, z =1C; este punct singular, pol de ordin n:
Exemplul 1:
a) Se calculeaz¼a P (1 + 3 j) ; unde P (z) = 2z2 � 5 j z + 2� j :

P (1 + 3 j) = 2 (1 + 3 j)2 � 5 j (1 + 3 j) + 2� j = 2 (1� 3 + 6 j)� 5 j+15 + 2� j = 13 + 6 j :
b) Reprezentarea funçtiei identitate, f : C ! C; f (z) = z; se observ¼a mai jos. Acolo unde
magnitudinea acestei funçtii este 0; adic¼a în zeroul z = 0 + 0 j; se observ¼a c¼a o reprezentare de tip
"pâlnie f¼ar¼a fund, abis", deoarece pe o scar¼a logaritmic¼a, atunci când argumentul se apropie de
zero, logaritmul tinde la �1:

2�: Funçtii ra̧tionale.
De�ni̧tia 2: Fie n 2 N, m 2 N, a0; :::; an 2 C, an 6= 0 şi b0; :::; bm 2 C, bm 6= 0: Se numeşte funcţie
raţional¼a o funçtie

R =
P

Q
: A � C! C, R (z) =

P (z)

Q (z)
=
a0 + a1z + :::+ anz

n

b0 + b1z + :::+ bmzm
:

Se presupune c¼a num¼ar¼atorul P şi numitorul Q sunt relativ prime.
Teorema 2: a) O funçtie raţional¼a este olomorf¼a pe orice domeniu m¼arginit care nu conţine r¼ad¼acini
ale numitorului şi

R0 : D � C! C, R0 (z) =
P 0 (z) �Q (z)� P (z) �Q0 (z)

Q2 (z)
:

R¼ad¼acinile numitorului sunt puncte singulare, poli de ordin egal cu ordinul de multiplicitate a
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r¼ad¼acinii corespunz¼atoare a numitorului.
b) Punctul de la in�nit, z =1C; este

-punct singular, pol de ordin n�m dac¼a n > m şi
-punct ordinar dac¼a n � m:

Exemplul 2:

a) Se calculeaz¼a R (1 + 3 j) ; unde R (z) =
P (z)

Q (z)
=
2z2 � 5 j z + 2� j

z3
:

R (1 + 3 j) =
2 (1 + 3 j)2 � 5 j (1 + 3 j) + 2� j

(1 + 3 j)3
=
2 (1� 3 + 6 j)� 5 j+15 + 2� j

(�2 + 6 j) (1 + 3 j) =
13 + 6 j

16
=

=
13

16
+
3

8
j :

b) Fie � 2 N� şi f : A � C! C; f (z) =
z5 + 1

z (z2 + 1)�

A = Cn f0; j;� jg :
Punctele ordinare ale f sunt: z 2 Cn f0; j;� jg :
Polii lui f sunt: 0(de ordin 1); j(de ordin �);� j(de ordin �)� sunt puncte singulare izolate.
Punctul de la in�nit, z =1C; este

-pol de ordin 5� (1 + 2�) dac¼a 5 > 1 + 2�; adic¼a � = 1;
-punct ordinar dac¼a 5 � 1 + 2�; adic¼a � 2 N2:

c) Reprezentarea funçtiei pentru care output�ul este inversul input-ului, f : Cn f0g ! C; f (z) =
1=z; se observ¼a mai jos. Acolo unde z-ul se apropie de polul 0+0 j; magnitudinea acestei funçtii se
apropie de +1; se observ¼a o reprezentare de tip "pisc f¼ar¼a vârf", deoarece pe o scar¼a logaritmic¼a,
atunci când argumentul se apropie de +1, logaritmul tinde la +1: Punctul z = 0+0 j este unicul
pol al funçtiei f , de ordin 1; la distanţ¼a �nit¼a.

În plus, deoarece, în ipoteze de existenţ¼a,
1

r(cos t+j sin t) =
1
r (cos (�t) + j sin (�t)) ;

se observ¼a c¼a f (z) = z şi f (z) = 1=z au imaginea în oglind¼a.
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d) Fie f : A � C! C; f (z) =
100z

z2 + 4
:

f este bine de�nit¼a, 8z 2 Cn f2 j;�2 jg ) A = Cn f2 j;�2 jg.
�Se observ¼a c¼a, 8z0 2 Cn f2 j;�2 jg ;9� > 0 a.î. f 2 H (� (z0; �)))
) 8z0 2 Cn f2 j;�2 jg este punct ordinar pentru f : Cn f2 j;�2 jg ! C
�f are puncte singulare pe C (la distanţ¼a �nit¼a); polii simpli a1 = 2 j; a2 = �2 j :

Se studiaz¼a  (�) = f
�
1
�

�
=
100

�
1
�

�
�
1
�

�2
+ 4

=
100�

1 + 4�2
:

� = 0 este punct ordinar pentru  (�)) z =1C este punct ordinar la distanţ¼a in�nit¼a pentru
f (z) :

Reprezentarea funçtiei se observ¼a mai jos. Acolo unde z-ul se apropie de polii 0 + 2 j; 0 � 2 j;
magnitudinea acestei funçtii se apropie de +1; se observ¼a o reprezentare de tip "pisc f¼ar¼a vârf",
deoarece pe o scar¼a logaritmic¼a, atunci când argumentul se apropie de +1, logaritmul tinde la
+1: Punctele 0� 2 j sunt cei doi poli simpli ai funçtiei f la distanţ¼a �nit¼a.

Mai mult, z = 0+0 j este un zero de ordin 1 pentru f; unde magnitudinea, reprezentat¼a în scal¼a
logaritmic¼a, tinde spre �1:

e) Fie f : A � C! C; f (z) =
100z

z2 + kz + 4
; unde k 2 R este o constant¼a dat¼a.

Pentru k = 0; se obţine funçtia de la d), cu reprezentarea precizat¼a.
f este bine de�nit¼a, 8z 2 Cn fa1; a2g ) A = Cn fa1; a2g, unde a1; a2 sunt r¼ad¼acinile ecuaţiei

z2 + kz + 4 = 0; din R pentru k2 � 16 � 0 şi din C n R pentru k2 � 16 < 0:
�Se observ¼a c¼a, 8z0 2 Cn fa1; a2g ;9� > 0 a.î. f 2 H (� (z0; �)))
) 8z0 2 Cn fa1; a2g este punct ordinar pentru f : Cn fa1; a2g ! C
�f are puncte singulare pe C (la distanţ¼a �nit¼a); polii simpli a1; a2:
Reprezentarea funçtiei se observ¼a mai jos. Acolo unde z-ul se apropie de polii a1; a2; magni-

tudinea acestei funçtii se apropie de +1; se observ¼a o reprezentare de tip "pisc f¼ar¼a vârf", deoarece
pe o scar¼a logaritmic¼a, atunci când argumentul se apropie de +1, logaritmul tinde la +1: Punctele
a1; a2 sunt cei doi poli simpli ai funçtiei f la distanţ¼a �nit¼a.

Mai mult, z = 0 + 0 j este un zero de ordin 1 pentru f; unde magnitudinea, reprezentat¼a în
scal¼a logaritmic¼a, tinde spre �1: Atunci când k variaz¼a, pozi̧tia polilor variaz¼a. Când k este foarte
mare unul din poli se dep¼arteaz¼a, iar unul se apropie de zero.
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3�: "Funçtia" radical
De�ni̧tia 3: Fie n 2 N2 şi a 2 C: Se numeşte "funcţie" radical de ordin n din z � a funçtia
multivoc¼a/ multiform¼a/ multifunçtia:

f : C! P (C), f (z) =
�
n
p
z � a

�
C =

=

�
wk = n

p
r

�
cos

t� + 2k�

n
+ j sin

t� + 2k�

n

�
; k 2 f0; 1; :::; n� 1g

�
unde z � a = r (cos t� + j sin t�) 2 C�, cu r = jz � aj ; t� = arg (z � a) :

Prin de�ni̧tie,
�
n
p
0
�
C = 0:

Comentariu. Pentru a = 0; ( n
p
z)C provine formal, dup¼a studiul funçtiei exponenţiale, pentru

z = r (cos t+ j sin t) = rej t; din

(z)
1
n =

�
rej t

� 1
n = (r)

1
n �
�
ej t
� 1
n = n

p
r � ej tn t=t�+2k�

= n
p
r

�
cos

t� + 2k�

n
+ j sin

t� + 2k�

n

�
:

Teorema 3: a) Fie n 2 N2 şi a 2 C: "Funçtia" radical de ordin n din z�a este o funçtie multivoc¼a
cu exact n ramuri date de

fk (z) = n
p
r

�
cos

t� + 2k�

n
+ j sin

t� + 2k�

n

�
; k 2 f0; 1; :::; n� 1g ;

unde z � a = r (cos t� + j sin t�) 2 C�, cu r = jz � aj ; t� = arg (z � a) :�
n
p
0
�
C = 0:

Fiecare ramur¼a este olomorf¼a pe un domeniu obţinut prin eliminarea din planul complex (�) a
punctelor unei semidrepte ce uneşte a cu 1C (numit¼a t¼aietur¼a): În plus, derivata unei ramuri este

f 0k (z) =
fk (z)

n (z � a) :

b) f are numai punctele singulare z = a (în nici o vecin¼atate a punctului a; f nu este olomorf¼a) şi
z =1C; numite puncte critice algebrice.
Exemplul 3: Cu t¼aietura T = Ox+ şi t� 2 [0; 2�[)
a) S¼a se calculeze f

�
1 + j

p
3
�
pentru f (z) = ( 3

p
z)C :

Deoarece 1 + j
p
3 = 2

�
cos �3 + j sin

�
3

�
)

f
�
1 + j

p
3
�
=
�

3
p
1 + j

p
3
�
C
=

�
3
p
2

�
cos

�
3 + 2k�

3
+ j sin

�
3 + 2k�

3

�
; k 2 f0; 1; 2g

�
=

=
�

3
p
2
�
cos �9 + j sin

�
9

�
; 3
p
2
�
cos 7�9 + j sin

7�
9

�
; 3
p
2
�
cos 13�9 + j sin 13�9

�	
:
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Comentariu. Pentru a = 0 singularit¼aţile "funçtiei" radical de ordin n din z;
f : C! P (C), f (z) = ( n

p
z)C

sunt 0 şi 1C (puncte critice algebrice): Ca t¼aietur¼a se poate alege orice semidreapt¼a din planul
complex ce uneşte cele dou¼a puncte singulare, 0 şi 1C:

Fie z = r (cos t� + j sin t�) 2 C, cu t� = arg z; r = jzj :
În calculul lui fk (z) ; t� se alege într-un interval de lungime 2� de forma [�; �+ 2�[ ; m¼asurat în
sens direct şi f¼ar¼a a trece peste t¼aietur¼a. De exemplu:
�dac¼a se alege t¼aietura T = Ox+ = fz = x+ j y 2 C;x � 0; y = 0g ; atunci t� 2 [0; 2�[ :
�dac¼a se alege t¼aietura T = Ox� = fz = x+ j y 2 C;x � 0; y = 0g ; atunci t� 2 [��; �[ :
�dac¼a se alege t¼aietura T 0 = Oy+ = fz = x+ j y 2 C;x = 0; y � 0g ;atunci t� 2

�
�3�

2 ;
�
2

�
:

4�: Funçtia exponenţial¼a
De�ni̧tia 4: Se numeşte funcţie exponenţial¼a de exponent complex funçtia

f : C! C; f (z) = ez = ex � ej y = ex+j y = ex (cos y + j sin y) ;8z = x+ j y 2 C:
Teorema 4: a) Funçtia exponenţial¼a de exponent complex este olomorf¼a pe orice domeniu m¼arginit
(monogen¼a în orice z la distanţ¼a �nit¼a) şi

f 0 : C! C; f 0 (z) = ez:
b) Punctul de la in�nit, z =1C; este punct singular esenţial pentru f:
Exemplul 4.
a) ej �3 = cos 3 + j sin 3;b) e4+j �3 = e4 (cos 3 + j sin 3) ;
c) e2+j �� = e2 (cos� + j sin�) = �e2;d) e2+3 j �� = e2 (cos 3� + j sin 3�) = �e2;
e) e�1+j �

�
3 = e�1

�
cos �3 + j sin

�
3

�
= e�1

�
1
2 + j

p
3
2

�
:

f) Reprezentarea funçtiei se observ¼a mai jos, în benzi de culoare orientate dup¼a drepte paralele.
Nu are poli sau zerouri, "piscuri" sau "pâlnii".

Dac¼a partea imaginar¼a a z este y = 0; atunci ez = ex+0 j, magnitudinea este ex; faza este 0;
iar reprezentarea gra�c¼a pe scala logaritmic¼a devine cea a unei drepte colorat¼a toat¼a roşu (culoare
corespunz¼atoare pentru faza outputului 0). Dac¼a partea real¼a a z este x = 0;atunci ez = e0+y j,
magnitudinea este 1; faza este y; iar atunci reprezentarea gra�c¼a pe scala logaritmic¼a devine cea a
axei imaginare colorat¼a(în toate culorile datorit¼a fazei outputului y):
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Propozi̧tia 1: Au loc propriet¼aţile
a) ez 6= 0;8z 2 C;
b) ez1+z2 = ez1 � ez2 ;8z1; z2 2 C;c) ez1�z2 =

ez1

ez2
;8z1; z2 2 C;

d) ez1 = ez2 , [z1 = z2 + 2k� j; k 2 Z]:
e) Funçtia exponenţial¼a de exponent complex este periodic¼a, de perioad¼a 2� j :

5�: "Funçtia" logaritmic¼a
De�ni̧tia 5: Se numeşte "funcţie" logaritm în planul complex funçtia multivoc¼a/ multiform¼a/
multifunçtia:

f : C� ! P (C), f (z) = (Log z)C = fwk = ln r + j (t� + 2k�) ; k 2 Zg
unde z = r (cos t� + j sin t�) 2 C�, cu r = jzj ; t� = arg z:
Comentariu. (Log z)C provine formal, pentru z = r (cos t+ j sin t) = rej t; din

Log z = Log
�
rej t

�
= Log (r) + Log

�
ej t
�
= ln r + j t

t=t�+2k�
= ln r + j (t� + 2k�) :

Teorema 5: a) "Funçtia" logaritm în planul complex este o funçtie multivoc¼a cu exact o in�nitate
k 2 Z de ramuri, date de

fk (z) = ln r + j (t
� + 2k�) ; k 2 Z;

unde z = r (cos t� + j sin t�) 2 C�, cu r = jzj ; t� = arg z:
Fiecare ramur¼a este olomorf¼a pe un domeniu obţinut prin eliminarea din planul complex (�) a

punctelor unei semidrepte ce uneşte 0 cu 1C (numit¼a t¼aietur¼a): În plus, derivata unei ramuri este:

f 0k (z) =
1

z
:

b) f are numai singularit¼aţile z = 0 (în nici o vecin¼atate a punctului 0; f nu este olomorf¼a) şi
z =1C; numite puncte critice logaritmice.
Exemplul 5: Cu t¼aietura T = Ox+ şi t� 2 [0; 2�[)
a) (Log (3))C

3=3(cos 0+j sin 0)
= fln 3 + j (0 + 2k�) ; k 2 Zg ;

b) (Log (e))C
e=e(cos 0+j sin 0)

= f1 + j (0 + 2k�) ; k 2 Zg ;
c) (Log (1))C

1=1(cos 0+j sin 0)
= f0 + j (0 + 2k�) ; k 2 Zg ;

d) (Log (�2))C
�2=2(cos�+j sin�)

= fln 2 + j (� + 2k�) ; k 2 Zg ;

e) (Log (j))C
j=1(cos �2+j sin

�
2 )

=
�
0 + j

�
�
2 + 2k�

�
; k 2 Z

	
;

f) (Log (� j))C
� j=1(cos 3�2 +j sin

3�
2 )

=
�
0 + j

�
3�
2 + 2k�

�
; k 2 Z

	
;

g)
�
Log

�
�1 + j

p
3
��
C
�1+j

p
3=2(cos 2�3 +j sin

2�
3 )

=
�
ln 2 + j

�
2�
3 + 2k�

�
; k 2 Z

	
:

Propozi̧tia 2: a) (Log (z1z2))C = (Log z1)C + (Log z2)C ;8z1; z2 2 C�;
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b)
�
Log

�
z1
z2

��
C
= (Log z1)C � (Log z2)C ;8z1; z2 2 C�:

Propozi̧tia 3: a) e(Log z)C = z;8z 2 C�;b) (Log ez)C = z + jArg 1;8z 2 C�:
Comentariu. Singularit¼aţile "funçtiei" logaritmice în planul complex,

f : C! P (C), f (z) = (Log z)C
sunt 0 şi 1C (puncte critice logaritmice): Ca t¼aietur¼a se poate alege orice semidreapt¼a din planul
complex ce uneşte cele dou¼a puncte singulare, 0 şi 1C:

Fie z = r (cos t� + j sin t�) = rej t
� 2 C, cu t� = arg z; r = jzj :

În calculul lui fk (z) ; t� se alege într-un interval de lungime 2� de forma [�; �+ 2�[ ; m¼asurat în
sens direct şi f¼ar¼a a trece peste t¼aietur¼a. De exemplu
�dac¼a se alege t¼aietura T = Ox+ = fz = x+ j y 2 C;x � 0; y = 0g ; atunci t� 2 [0; 2�[ :
�dac¼a se alege t¼aietura T = Ox� = fz = x+ j y 2 C;x � 0; y = 0g ; atunci t� 2 [��; �[ :
�dac¼a se alege t¼aietura T 0 = Oy+ = fz = x+ j y 2 C;x = 0; y � 0g ; atunci t� 2

�
�3�

2 ;
�
2

�
:

6�: "Funçtia" putere complex¼a
De�ni̧tia 6: Fie � 2 C dat. Se numeşte "funcţie" putere complex¼a funçtia
�dac¼a � = n 2 N�; f : C! C; f (z) = zn-este o funçtie polinomial¼a
�dac¼a � = 0; f : C! C; f (z) = 1-este funçtie constant¼a
�dac¼a � = �n; n 2 N�; f : C� ! C; f (z) = z�n =

1

zn
-este o funçtie raţional¼a

�dac¼a � = m
n 2 Q, cu m 2 Z�, n 2 N2 şi m;n relativ prime,

f : C! P (C), f (z) =
�
n
p
zm
�
C este o funçtie multivoc¼a ce implic¼a "funçtia" radical

�dac¼a � 2 C n R sau � 2 R nQ,
f : C� ! P (C), f (z) = (z�)C = e��(Log z)C -este o funçtie multivoc¼a ce implic¼a "funçtia"

logaritm.
Teorema 6:
�Dac¼a � = n 2 N�; f : C! C; f (z) = zn:
Funçtia putere este o funçtie polinomial¼a care are 8z 2 C drept punct ordinar şi z =1C drept pol
de ordin n:
�Dac¼a � = 0; f : C! C; f (z) = 1:
Funçtia putere este o funçtie constant¼a care are 8z 2 C şi z =1C puncte ordinare.

�dac¼a � = �n; n 2 N�; f : C� ! C; f (z) = z�n =
1

zn
:

Funçtia putere este o funçtie raţional¼a care are 8z 2 C� puncte ordinare, z = 0 pol de ordin n; şi
z =1C punct ordinar.
�dac¼a � = m

n 2 Q, cu m 2 Z�, n 2 N2 şi m;n relativ prime,
f : C! P (C), f (z) =

�
n
p
zm
�
C.

"Funçtia" putere este o funçtie multivoc¼a ce implic¼a "funçtia" radical, cu n ramuri date de

fk (z) =
n
p
rm
�
cos

mt� + 2km�

n
+ j sin

mt� + 2km�

n

�
; k 2 f0; 1; :::; n� 1g ;

unde z = r (cos t� + j sin t�) 2 C�, cu t� = arg z; r = z.�
n
p
0m
�
C = 0

Are 8z 2 C� puncte ordinare, z = 0 şi z =1C puncte critice algebrice.
�dac¼a � 2 C n R sau � 2 R nQ,

f : C� ! P (C), f (z) = (z�)C = e��(Log z)C .
"Funçtia" putere este o funçtie multivoc¼a ce implic¼a "funçtia" logaritm, cu o in�nitate k 2 Z de
ramuri, date de
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fk (z) = e��(lnjzj+j(t
�+2k�)); k 2 Z;

unde z = r (cos t� + j sin t�) 2 C, cu t� = arg z; r = jzj :
Are 8z 2 C� puncte ordinare, z = 0 şi z =1C puncte critice logaritmice.
Exemplul 6: Cu t¼aietura T = Ox+ şi t� 2 [0; 2�[)
a)
�
2
p
3
�
C
= e

p
3�(Log 2)C =

n
e
p
3�(ln 2+j(0+2k�)); k 2 Z

o
=

=

��
eln 2

�p3 � ej(2k�)p3; k 2 Z� = n�2p3�
R
� ej(2k�)

p
3; k 2 Z

o
;�

2
p
3
�
C
=
n�
2
p
3
�
R
�
�
cos
�
2
p
3k�

�
+ j sin

�
2
p
3k�

��
; k 2 Z

o
;

b)
�
j
p
2
�
C
= e

p
2�(Log(j))C =

n
e
p
2�(ln 1+j(�2+2k�)); k 2 Z

o
=
n
ej(

�
2
+2k�)

p
2; k 2 Z

o
;�

j
p
2
�
C
=
�
cos
��
�
2 + 2k�

�p
2
�
+ j sin

��
�
2 + 2k�

�p
2
�
; k 2 Z

	
;

-are toate valorile complexe pe cercul de centru 0 de raz¼a 1:

c)
�
jj
�
C = ej �(Log(j))C =

n
ej �(ln 1+j(

�
2
+2k�)); k 2 Z

o
=
n
e�(

�
2
+2k�); k 2 Z

o
;

-are toate valorile reale, chiar strict pozitive.

d)
��
1 + j

p
3
�1�j�

C
= e(1�j)�(Log(1+j

p
3))C =

n
e(1�j)�(ln 2+j(

�
3
+2k�)); k 2 Z

o
=

=
n
eln 2+(

�
3
+2k�)+j(�3+2k��ln 2); k 2 Z

o
=

=
n
2e(

�
3
+2k�) �cos ��3 � ln 2 + 2k��+ j sin ��3 � ln 2 + 2k��� ; k 2 Zo :

Propozi̧tia 4: 8�; � 2 C;
a) (z1z2)

�
C = (z1)

�
C � (z2)

�
C ;8z1; z2 2 C�;b) (z)

�+�
C = (z)�C � (z)

�
C ;8z 2 C�:

7�: Funçtii trigonometrice şi funçtiile hiperbolice
De�ni̧tia 7: Se numesc funcţii trigonometrice în planul complex funçtiile

f1 : C! C; f1 (z) = cos z =
ej z + e� j z

2
;

f2 : C! C; f2 (z) = sin z =
ej z � e� j z

2 j
;

f3 : A3 � C! C; f3 (z) = ctg z =
cos z

sin z
= j

e2 j z + 1

e2 j z � 1;

f4 : A4 � C! C; f4 (z) = tg z =
sin z

cos z
=
1

j

e2 j z � 1
e2 j z + 1

;

A3 = fz 2 C; sin z 6= 0g ; A4 = fz 2 C; cos z 6= 0g :
De�ni̧tia 8: Se numesc funcţii hiperbolice în planul complex funçtiile

f5 : C! C; f5 (z) = ch z =
ez + e�z

2
;

f6 : C! C; f6 (z) = sh z =
ez � e�z

2
;

f7 : A7 � C! C; f7 (z) = cth z =
ch z

sh z
;

f8 : A8 � C! C; f8 (z) = th z =
sh z

ch z
;

A7 = fz 2 C; sh z 6= 0g ; A8 = fz 2 C; ch z 6= 0g :
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Teorema 7: a) Funçtiile cos; sin; ch; sh de argument complex sunt olomorfe în orice domeniu
m¼arginit şi

(cos z)0 = � sin z;8z 2 C şi (sin z)0 = cos z;8z 2 C ;

(ch z)0 = sh z;8z 2 C şi (sh z)0 = ch z;8z 2 C .
b) Funçtiile ctg; tg; cth; th de argument complex sunt olomorfe în orice domeniu m¼arginit, cu ex-
cepţia punctelor unde nu sunt de�nite, care sunt poli simpli.

Exemplul 7:a) cos
�
�
2 � 2� j

�
=
ej(

�
2
�2� j) + e� j(

�
2
�2� j)

2
=
e2�+j

�
2 + e�2��j

�
2

2
=

=
e2�
�
cos �2 + j sin

�
2

�
+ e�2�

�
cos
�
��
2

�
+ j sin

�
��
2

��
2

=

=
e2�
�
cos �2 + j sin

�
2

�
+ e�2�

�
cos �2 � j sin

�
2

�
2

=

=
e2� + e�2�

2
cos �2 + j

e2� � e�2�
2

sin �2 = j
e2� � e�2�

2
= j sh (2�)):

b) Reprezent¼arile funçtiiilor cos şi sin se observ¼a mai jos, în benzi paralele de culoare. Nu au poli,
dar au zerouri, forma̧tiuni de tip "pâlnie", pozi̧tionate periodic. Se observ¼a defazajul din culoare al
outputului celor dou¼a funçtii. Mai mult, pentru f (z) = sin

�
1
z

�
; se observ¼a c¼a z = 0 este un punct

singular esenţial din magnitudinea care "tinde rupt" spre in�nit (pisc-abis) şi din faza colorat¼a
oscilant în toate culorile, precum oscilaţiile funçtiei reale f (x) = sin

�
1
x

�
în jurul lui zero.

Exemplul 8:a) sh
�
�
3 � � j

�
=
e(

�
3
�� j) � e�(

�
3
�� j)

2
=

=
e
�
3 (cos (��) + j sin (��))� e��

3 (cos� + j sin�)

2
=
e
�
3 (cos� � j sin�)� e��

3 (cos� + j sin�)

2
=

=
e
�
3 � e��

3

2
cos� + j

�e�3 � e��
3

2
sin� = �e

�
3 � e��

3

2
= � sh

�
�
3

�
:

Propozi̧tia 5: a) cos (j z) = ch z şi sin (j z) = j sh z;8z 2 C;
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b) cos2 z + sin2 z = 1;8z 2 C;
c) cos (z1 + z2) = cos z1 cos z2 � sin z1 sin z2;8z1; z2 2 C;

sin (z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2;8z1; z2 2 C;
d) cos 2z = cos2 z � sin2 z;8z 2 C; sin 2z = 2 sin z cos z;8z 2 C;
e) ch2 z � sh2 z = 1;8z 2 C;
f) ch (z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2;8z1; z2 2 C;

sh (z1 + z2) = sh z1 ch z2 + ch z1 sh z2;8z1; z2 2 C;
g) ch 2z = ch2 z + sh2 z;8z 2 C; sh 2z = 2 sh z ch z;8z 2 C;
h) Funçtia trigonometrice şi hiperbolice de argument complex sunt periodice, şi anume:

cos este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a 2�; sin este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a 2�;
ctg este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a �; tg este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a �;
ch este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a 2� j; sh este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a 2� j;
cth este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a � j; th este periodic¼a, de perioad¼a principal¼a � j;

i) Funçtia trigonometrice şi hiperbolice de argument complex au urm¼atoarele zerouri:
cos are zerourile ��

2 + 2k�; k 2 Z; sin are zerourile k�; k 2 Z;
ch are zerourile

�
��
2 + 2k�

�
j; k 2 Z; sh are zerourile k� j; k 2 Z:

8�: Funçtii trigonometrice şi funçtiile hiperbolice inverse
De�ni̧tia 9: Se numesc funcţii trigonometrice inverse în planul complex "funçtiile" multiforme cu
legile:

Arccos z =
n
1
j

�
Log

�
z + j

�
2
p
1� z2

�
C

��
C
; 1j

�
Log

�
z � j

�
2
p
1� z2

�
C

��
C

o
;

Arcsin z =
n
1
j

�
Log

�
j z + j

�
2
p
1� z2

�
C

��
C
; 1j

�
Log

�
j z � j

�
2
p
1� z2

�
C

��
C

o
;

Arctg z =

�
1
2 j

�
Log

�
j�z
j +z

��
C

�
:

Comentariu:

a) cosw = z , ejw + e� jw

2
= z

ejw=t, ejw = z � j 2
p
1� z2:

arccos z = 1
j

�
Log

�
z + j

�
2
p
1� z2

�
k=0

��
k=0

este determinarea principal¼a a "funçtiei" multiforme anterioare. În plus,
Arccos z = farccos z + 2k�; k 2 Zg :

b) sinw = z , ejw � e� jw
2 j

= z
ejw=t, ejw = j z � j 2

p
1� z2:

arcsin z = 1
j

�
Log

�
j z + j

�
2
p
1� z2

�
k=0

��
k=0

este determinarea principal¼a a "funçtiei" multiforme anterioare. În plus,
Arcsin z = farcsin z + 2k�; k 2 Zg :

c) tgw = z , 1

j

e2 jw � 1
e2 jw + 1

= z
ejw=t, e2 jw =

j�z
j +z

:

arctg z = 1
2 j

�
Log

�
j�z
j +z

��
k=0

este determinarea principal¼a a "funçtiei" multiforme anterioare. În plus,
Arctg z = farctg z + 2k�; k 2 Zg :

Exemplul 9:
a) Arccos

�
j
p
3
�
=?�

2
p
1 + 3

�
C = f2;�2g :
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�
Log

�
j
p
3 + j �2

��
C =

�
ln
�p
3 + 2

�
+ j
�
�
2 + 2k�

�
; k 2 Z

	
:�

Log
�
j
p
3� j �2

��
C =

�
ln
�
2�

p
3
�
+ j
�
3�
2 + 2k�

�
; k 2 Z

	
:

1

j
= � j :

Arccos
�
j
p
3
�
=
�
� j � ln

�p
3 + 2

�
+
�
�
2 + 2k�

�
; k 2 Z

	
[
�
� j � ln

�
2�

p
3
�
+
�
3�
2 + 2k�

�
; k 2 Z

	
=

=
�
�
2 � j � ln

�p
3 + 2

�
+ 2k�; k 2 Z

	
:

c) Arctg

 p
3 + j

p
5

2

!
=?

j�
p
3+j

p
5

2

j +
p
3+j

p
5

2

=
(
p
3�(2+

p
5) j)) �

p
3 +

�
2�

p
5
�
j

p
3 +

�
2 +

p
5
�
j

=

=
�3 + 4� 5 +

�
2
p
3�

p
5
p
3 + 2

p
3 +

p
5
p
3
�
j

3 + 4 + 4
p
5 + 5

=
�4 +

�
4
p
3
�
j

12 + 4
p
5

=
�1 + j

p
3

3 +
p
5
:������1 + j

p
3

3 +
p
5

����� =
vuut� �1

3 +
p
5

�2
+

 p
3

3 +
p
5

!2
=

2

3 +
p
5
:

arg
�1 + j

p
3

3 +
p
5

punct în cadr. II
= arctg

p
3

3 +
p
5

�1
3 +

p
5

+ 1 � � = � arctg
p
3 + � = ��

3
+ � =

2�

3
:

Arctg z =

�
1
2 j

�
ln

2

3 +
p
5
+ j

�
2�

3
+ 2k�

��
; k 2 Z

�
=

=

���
3
+ k�

�
� 1

2 j ln
2

3 +
p
5
; k 2 Z

�
=

�
�

3
� 1
2
j ln

2

3 +
p
5
+ k�; k 2 Z

�
:


