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CURS NR. 8
Matematici Speciale, AIA

4: Şiruri de funçtii complexe cu valori complexe
5: Serii de funçtii complexe cu valori complexe

5:1: Serii de funçtii complexe cu valori complexe. Convergeņt¼a. Teorema de transfer de
m¼arginire, de existeņt¼a a limitei, de continuitate, de derivabilitate, de integrabilitate asupra

funçtiei sum¼a
5:2: Serii de puteri de numere complexe

De�ni̧tia 5:2:1: Fie a 2 C şi (an)n2N un şir de numere complexe. Se numeşte serie de puteri ale
z � a sau centrat¼a în a seria

a0 + a1 (z � a)1 + a2 (z � a)2 + :::+ an (z � a)n + :::;8z 2 C sau a0 +
1P
n=1

an (z � a)n ;8z 2 C.

Observa̧tia 5:2:1: O serie de puteri centrat¼a în a este o serie de funçtii putere
fn : C! C; fn (z) = an (z � a)n

şi, din acest motiv, se poate studia natura seriei (chiar şi suma seriei, care este o funçtie), ca la
serii de funçtii. Exist¼a şi teoreme speci�ce.

Teorema 5:2:1 (Cauchy-Hadamard): Fie � = lim
n!1

n
p
janj 2 [0;+1] şi R =

1

�
, numit¼a raz¼a de

convergenţ¼a. Atunci:
a) Seria de puteri centrat¼a în a este o serie absolut convergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz � aj < R;
este serie uniform convergent¼a, 8z 2 C cu jz � aj � r; r < R:
b) Seria de puteri centrat¼a în a este o serie divergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz � aj > R:
c) Pentru z 2 C cu jz � aj = R, nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.
Observa̧tia 5:2:2: Dac¼a, în Teorema 1,

lim
n!1

n
p
janj = 0) R = +1)seria este absolut convergent¼a pentru 8z 2 C.

lim
n!1

n
p
janj = +1) R = 0)seria este absolut convergent¼a pentru z = a şi divergent¼a pentru

8z 2 Cn fag.

Observa̧tia 5:2:3: Dac¼a an 6= 0;8n 2 N, şi 9�1 = lim
n!1

jan+1j
janj

atunci R =
1

�1
:

Observa̧tia 5:2:4: Fie m 2 N. Teoria anterioar¼a este valabil¼a şi pentru (an)n2Nm şi
am (z � a)m + am+1 (z � a)m+1 + :::+ an (z � a)n + :::;8z 2 C sau
1P
n=m

an (z � a)n ;8z 2 C.
Exemplul 5:2:1. S¼a se studieze natura urm¼atoarei serii de puteri:

1P
n=1

�
2n+1

n
+ j

2n

n

�
(z + j)n ;8z 2 C

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (z � (� j)) sau centrat¼a în � j, cu

an =
2n+1

n
+ j

2n

n
;8n 2 N�:

Etapa 1: Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

Modul 1: � = lim
n!1

n

s����2n+1n + j
2n

n

���� = lim
n!1

n

vuuts�2n+1
n

�2
+

�
2n

n

�2
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= lim
n!1

n

vuuts�2n
n

�2
� 5 = lim

n!1
n

r
2n

n
�
p
5 = lim

n!1

2 �
�p
5
� 1
n

n
p
n

= 2) R = 1
2 :

Modul 2: 9�1 = lim
n!1

���� 2n+2n+ 1
+ j

2n+1

n+ 1

��������2n+1n + j
2n

n

���� = lim
n!1

2n+1

2n
� n

n+ 1
� j2 + jjj2 + jj = 2) R = 1

2 :

Etapa 2: Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz + jj < 1

2 .
�Seria deste divergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz + jj > 1

2 :
�Pentru z 2 C cu jz + jj = 1

2 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat; nu se va
studia aici.

x

y

Seria geometric¼a. Seria geometric¼a
1P
n=m

zn;8z 2 C este

�punctual şi absolut convergent¼a, dac¼a z 2 C cu jzj < 1, cu suma
s : fz 2 C; jzj < 1g ! C, s (z) = zm

1

1� z
�divergent¼a, dac¼a z 2 fz 2 C; jzj > 1g :

Pentru m = 0, se face convenţia s¼a se noteze 1 +
1P
n=1

zn; adic¼a

(�) 1 + z + z2 + :::+ zn + ::: = 1

1� z ;8z 2 C cu jzj < 1

x

y

Opera̧tii cu serii de puteri
Observa̧tia 5:2:5: În orice serie de puteri se poate face schimbare de variabil¼a pe domeniul de
convergenţ¼a.
În (�) ; din z  �z )

(�1) 1� z + z2 + :::+ (�1)n zn + ::: =
1

1 + z
;8z 2 C cu j�zj < 1; adic¼a jzj < 1

În (�) ; din z  �z2 )
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(�2) 1� z2 + z4 + :::+ (�1)n z2n + ::: =
1

1 + z2
;8z 2 C cu

���z2�� < 1; adic¼a jzj < 1
Teorema 5:2:2: Fie a0 +

1P
n=1

an (z � a)n ;8z 2 C o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de con-

vergenţ¼a R1 şi cu funçtia sum¼a s1 (z) de�nit¼a pe A1. Fie b0 +
1P
n=1

bn (z � a)n ;8z 2 C o serie de

puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R2 şi cu funçtia sum¼a s2 (z) de�nit¼a pe A2. Fie � 2 C�.
Atunci
a) seria sum¼a a celor dou¼a serii

(a0 + b0) +
1P
n=1

(an + bn) (z � a)n ;8z 2 C

este tot o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R � min fR1; R2g şi cu funçtia sum¼a
ss (z) = s1 (z) + s2 (z) de�nit¼a cel puţin pe A1 \A2, adic¼a�

a0 +
1P
n=1

an (z � a)n
�
+

�
b0 +

1P
n=1

bn (z � a)n
�
= (a0 + b0)+

1P
n=1

(an + bn) (z � a)n ;8z 2 A1\
A2:
b) seria produsul scalar al unei serii cu un scalar nenul

(�a0) +
1P
n=1

(�an) (z � a)n ;8z 2 C

este tot o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R1 şi cu funçtia sum¼a sp (z) = �s1 (z)
de�nit¼a cel puţin pe A1, adic¼a

�

�
a0 +

1P
n=1

an (z � a)n
�
= (�a0) +

1P
n=1

(�an) (z � a)n ;8z 2 A1:

Teorema 5:2:3: Fie a0 +
1P
n=1

an (z � a)n ;8z 2 C o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de con-

vergenţ¼a R şi cu funçtia sum¼a s (z) de�nit¼a pe A-domeniu de convergenţ¼a (este domeniu simplu
conex), adic¼a

s : A � C! C, s (z) = a0 +
1P
n=1

an (z � a)n.
Atunci
a) funçtia sum¼a s (z) este continu¼a pe A;
b) funçtia sum¼a s (z) este derivabil¼a pe A (olomorf¼a pe A) şi seria derivat¼a

1 +
1P
n=2

nan (z � a)n�1 ;8z 2 C

este tot o serie de puteri centrat¼a în a cu raza de convergenţ¼a R şi suma sd (z) = s0 (z) de�nit¼a pe
A, adic¼a

d

dz

 
a0 +

1X
n=1

an (z � a)n
!

| {z }
s(z)

= 1 +
1P
n=2

nan (z � a)n�1 ;8z 2 A;

(orice serie de puteri poate � derivat¼a termen cu termen pe domeniul de convergenţ¼a):
c) funçtia sum¼a s (x) este primitivabil¼a pe A şi seria primitiv¼a

a0x+
1P
n=1

an
(z � a)n+1

n+ 1
este tot o serie de puteri cu raza de convergenţ¼a R şi suma si (z) =

R
 s (z) dz de�nit¼a pe A, cu o

constant¼a de integrare unic determinat¼a, adic¼a
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R


 
a0 +

1X
n=1

an (z � a)n
!

| {z }
s(z)

dx = a0z +
1P
n=1

an
(z � a)n+1

n+ 1
+ c;8z 2 A;

cu c unic determinat¼a din z = a (orice serie de puteri poate � integrat¼a termen cu termen pe
domeniul de convergenţ¼a):

Exemplul 5:2:2. S¼a se determine intervalul de convergenţ¼a şi suma seriei
1P
n=1

nzn:

Rezolvare. Domeniul de convergenţ¼a.
Este o serie de puteri ale z sau centrat¼a în 0; cu

an = n;8n 2 N�:
Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei

� = lim
n!1

n
p
jnj = 1) R = 1:

Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8z 2 C cu jzj < 1.
�Seria deste divergent¼a, pentru 8z 2 C cu jzj > 1:
�Pentru z 2 C cu jzj = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat (nu aici):
Suma seriei.
Se poate intui c¼a n poate s¼a apar¼a în faţa lui zn prin operaţia de derivare.
De la seria geometric¼a,

(�) 1 + z + z2 + :::+ zn + ::: = 1

1� z ;8z 2 C cu jzj < 1
���� ddz

Se aplic¼a Teorema 3 şi, prin derivare termen cu termen,

) 1 + 2z + :::+ nzn�1 + ::: =
1

(1� z)2
;8z 2 C cu jzj < 1

���� �z cu jzj < 1; z 6= 0
) z + 2z2 + :::+ nzn + ::: =

z

(1� z)2
;8z 2 C cu jzj < 1; z 6= 0:

Egalitatea precedent¼a se veri�c¼a şi pentru z = 0, adic¼a
) 1z + 2z2 + :::+ nzn + ::: =

z

(1� z)2
;8z 2 C cu jzj < 1:

Deci suma seriei din enunţ este s (z) =
z

(1� z)2
;8z 2 C cu jzj < 1; adic¼a

1P
n=1

nzn =
z

(1� z)2
;8z 2 C cu jzj < 1:

5:3: Dezvoltarea în serie Taylor a unei funçtii complexe cu valori complexe

De�ni̧tia 5:3:1: Fie Fie D � C domeniu, a 2 D şi V 2 V (a). Fie f : D � C ! C o funçtie
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olomorf¼a pe V \ D: Se numeşte polinom Taylor de ordin n asociat funcţiei f pe o vecin¼atate a
punctului a ("în jurul" lui a) polinomul

Tn;a (z) = f (a) +
f 0 (a)

1!
(z � a) + f

00 (a)

2!
(z � a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(z � a)n ;8z 2 V \D sau

Tn;a (z) = f (a) +
nP
k=1

f (k) (a)

k!
(z � a)k ;8z 2 V \D:

Se noteaz¼a tot cu Tn;a (z) şi funçtia polinomial¼a ataşat¼a.
De�ni̧tia 5:3:2: Fie Fie D � C domeniu, a 2 D şi V 2 V (a). Fie f : D � C ! C o funçtie
olomorf¼a pe V \D: Se numeşte serie Taylor asociat¼a funcţiei f pe o vecin¼atate a punctului a ("în
jurul" lui a) seria de puteri complexe

f (a) +
f 0 (a)

1!
(z � a) + f

00 (a)

2!
(z � a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(z � a)n + :::; 8z 2 V \D sau

f (a) +
1P
n=1

f (n) (a)

n!
(z � a)n ;8z 2 V \D:

Teorema 5:3:1 (Taylor): Fie D � C un domeniu simplu conex şi f : D � C! C: Dac¼a f 2 H (D)
(deci 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe D); atunci, pentru orice cerc  = C (a; r) � D şi
pentru orice z 2 �(a; r) = fz 2 C; jz � aj < rg ; f este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe o vecin¼atate
a punctului a ("în jurul" lui a), adic¼a

f (z) = f (a) +
f 0 (a)

1!
(z � a) + f

00 (a)

2!
(z � a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(z � a)n + :::; 8z 2 �(a; r) (1)

f (z) = f (a) +
1P
n=1

f (n) (a)

n!
(z � a)n ;8z 2 �(a; r) : (10)

De precizat c¼a an =
f (n) (a)

n!

�
=

1

2� j

Z


f (�)

(� � a)n+1
d�

�
sunt coe�cienţii dezvolt¼arii lui f în serie

de puteri naturale ale (z � a) :
Observa̧tia 5:3:1: Corespunz¼ator lui C are loc: Fie D � C un domeniu simplu conex şi
f : D � C! C. Dac¼a f 2 H (D) atunci f este analitic¼a pe D (conform Teoremei Taylor):

Corespunz¼ator lui R exist¼a funçtii f : D � R ! R derivabile, chiar de clas¼a C1 (D) care nu
sunt analitice. Pentru ele se poate aplica doar formula lui Taylor de un anumit ordin pentru a le
aproxima cu funçtii polinomiale, nu şi dezvoltarea în serie Taylor.
Exemplul 5:3:1. S¼a se dezvolte în serie Taylor funçtia

f : C! C; f (z) = ez
în interiorul unui cerc cu centrul în 0; s¼a se deduc¼a dezvolt¼arile în jurul originii pentru cos z; sin z; ch z; sh z:
Rezolvare. a) Fie f : C! C; f (z) = ez:
Se observ¼a c¼a f este olomorf¼a pe C (deci 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe C); şi în particular
în a = 0:

f (z) = ez f (0) = 1
f 0 (z) = ez f 0 (0) = 1
f 00 (z) = ez f 00 (0) = 1
::: :::

f (n) (z) = ez f (n) (0) = 1
::: :::

Atunci f este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe �(0;R) (în raport cu puteri ale (z � 0)) şi
ez = 1 +

1

1!
z +

1

2!
z2 + :::+

1

n!|{z}
an

zn + :::; 8z 2 �(0;R) :
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Raza de convergenţ¼a a seriei de puteri ale (z � 0) anterioare:

9�1 = lim
n!1

���� 1

(n+ 1)!

�������� 1n!
���� = lim

n!1
1

n+ 1
= 0) R = +1:

Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard) Seria este absolut convergent¼a, pentru 8z 2 C. Deci

ez = 1 +
1

1!
z +

1

2!
z2 + :::+

1

n!
zn + :::; 8z 2 C sau (2)

ez = 1 +
1P
n=1

1

n!
zn;8z 2 C: (20)

b) Pentru funçtiile f : C ! C; f (z) = cos z= sin z= ch z= sh z se poate şi direct din Teorem¼a- a se
vedea Cursul de Analiz¼a Matematic¼a şi a se aplica Teorema similar în C.

Dezvoltarea în serie Taylor a funçtiilor transcendente f : C ! C; f (z) = cos z= sin z= ch z= sh z
se poate face şi folosind rela̧tia (2), dezvoltarea în serie Taylor a funçtiei ez:
Pe domeniul de PC/SC într-o serie de funçtii se poate schimba variabila:
În (2) ; din z  �z )

e�z = 1� 1

1!
z +

1

2!
z2 + :::+

(�1)n

n!
zn + :::;8z 2 C cu �z 2 C; adic¼a z 2 C (21)

În (2) ; din z  j z )
ej z = 1 +

1

1!
(j z)� 1

2!
z2 + :::+

1

n!
jn zn + :::; 8z 2 C cu j z 2 C, adic¼a z 2 C (22)

În (2) ; din z  � j z )
e� j z = 1 +

1

1!
(� j z)� 1

2!
z2 + :::+

1

n!
(� j)n zn + :::; 8z 2 C cu � j z 2 C, adic¼a z 2 C (23)

Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen dou¼a serii şi se poate înmuļti o serie
cu un scalar nenul)

cos z =
ej z + e� j z

2

(22) şi (23)
=

1

2

�
1 +

1

1!
(j z) +

1

2!
(j z)2 + :::+

1

n!
(j z)n + :::

�
+

+
1

2

�
1 +

1

1!
(� j z) + 1

2!
(� j z)2 + :::+ 1

n!
(� j z)n + :::

�
=

= 1� 1

2!
z2 +

1

4!
z4 � 1

6!
z6:::+

(�1)n

(2n)!
z2n + :::; 8z 2 C

sin z =
ej z � e� j z

2 j

(22) şi (23)
=

1

2 j

�
1 +

1

1!
(j z) +

1

2!
(j z)2 + :::+

1

n!
(j z)n + :::

�
�

� 1
2 j

�
1 +

1

1!
(� j z) + 1

2!
(� j z)2 + :::+ 1

n!
(� j z)n + :::

�
=

=
1

1!
z � 1

3!
z3 +

1

5!
z5 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::;8z 2 C

ch z =
ez + e�z

2

(2) şi (21)
=

1

2

�
1 +

1

1!
z +

1

2!
z2 + :::+

1

n!
zn + :::

�
+

+
1

2

�
1 +

1

1!
(�z) + 1

2!
(�z)2 + :::+ 1

n!
(�z)n + :::

�
=

= 1 +
1

2!
z2 +

1

4!
z4 +

1

6!
z6:::+

1

(2n)!
z2n + :::; 8z 2 C

sh z =
ez � e�z

2

(2) şi (21)
=

1

2

�
1 +

1

1!
z +

1

2!
z2 + :::+

1

n!
zn + :::

�
�
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�1
2

�
1 +

1

1!
(�z) + 1

2!
(�z)2 + :::+ 1

n!
(�z)n + :::

�
=

=
1

1!
z +

1

3!
z3 +

1

5!
z5 + :::+

1

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::;8z 2 C

S-a obţinut:

cos z = 1� 1

2!
z2 +

1

4!
z4 � :::+ (�1)

n

(2n)!
z2n + :::;8z 2 C sau (3)

cos z = 1 +
1P
n=1

(�1)n

(2n)!
z2n;8z 2 C: (30)

sin z =
1

1!
z � 1

3!
z3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::; 8z 2 C sau (4)

sin z =
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1;8z 2 C: (40)

ch z = 1 +
1

2!
z2 +

1

4!
z4 + :::+

1

(2n)!
z2n + :::;8z 2 C sau (5)

ch z = 1 +
1P
n=1

1

(2n)!
z2n;8z 2 C. (50)

sh z =
1

1!
z +

1

3!
z3 + :::+

1

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::;8z 2 C sau (6)

sh z =
1P
n=0

1

(2n+ 1)!
z2n+1;8z 2 C. (60)

Exemplul 5:3:2. S¼a se dezvolte în serie Taylor dup¼a puterile lui z funçtia
f : C! C; f (z) = sin3 z.

Rezolvare. A se vedea Seminar.

Exemplul 5:3:3: a) Fie � 2 C n f0; 1g : S¼a se dezvolte în serie Taylor în jurul originii funçtia
multivoc¼a

f : C! P (C) ; f (z) = ((1 + z)�)C,
alegându-se pentru f ramura ce satisface fk (0) = 1, cu t¼aietura T = Ox+: Cazuri particulare:

b) f (z) =
1

1 + z
;c) f (z) =

1

1� z ;d) f (z) =
1

1 + z2
;

e) f (z) =
1

1� z2 ;f) f (z) = (Log (1 + z))C ;g) f (z) = (Log (1� z))C :
Rezolvare. a) Fie "funçtia" multivoc¼a

f : C! P (C) ; f (z) = ((1 + z)�)C :
Se observ¼a c¼a o ramur¼a este olomorf¼a pe CnT (deci 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe CnT );
şi în particular în a = 0: De menţionat c¼a T este o t¼aietur¼a ce uneşte punctele critice logaritmice
�1 cu 1C: Dac¼a se utilizeaz¼a ramura pentru care fk (0) = 1; adic¼a ((1 + 0)

�)k = 1; atunci, pentru
T = Ox+;

((1 + 0)�)k = e
�(Log(1+0))k = e�(ln 1+2k� j) = e� j 2k�;

adic¼a k = 0:
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fk (z) = ((1 + z)
�)k fk (0) = 1

f 0k (z)
formal
= � (1 + z)��1 = �

1+zfk (z) f 0k (0) = �

f 00k (z)
formal
= � (�� 1) (1 + z)��2 = �(��1)

(1+z)2
fk (z) f 00k (0) = � (�� 1)

f 000k (z) =
�(��1)(��2)

(1+z)3
fk (z) f 000k (0) = � (�� 1) (�� 2)

::: :::

f
(n)
k (z) = �(��1)(��2):::(��n)

(1+z)n
fk (z) f

(n)
k (0) = � (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))

::: :::
Atunci aceast¼a ramur¼a a f pentru care fk (0) = 1 este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe în jurul

originii (în funçtie de puterile lui z) şi

((1 + z)�)k = 1+
�

1!
z+

� (�� 1)
2!

z2+ :::+
� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))

n!
zn+ :::; 8z 2 �(0;R)

sau

((1 + z)�)k = 1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

zn;8z 2 �(0;R).

Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei de puteri ale z � 0 :

9�1 = lim
n!1

����� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1)) (�� n)(n+ 1)!

��������� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))n!

���� =
j�� nj
jn+ 1j

� 6=n
= 1) R = 1:

Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz � 0j < 1.
�Seria deste divergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz � 0j > 1.
�Pentru z 2 C cu jz � 0j = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat; nu se va
studia aici.
Concluzii:
�Pentru � = n 2 N2 )

(1 + z)n = 1 +
n

1!
z +

n (n� 1)
2!

z2 + :::+
n (n� 1) (n� 2) ::: (n� (n� 1))

n!
zn + 0 � zn+1 + 0

(1 + z)n = C0n + C
1
nz + C

2
nz
2 + :::+ Cnnz

n;8z 2 C (7)

adic¼a s-a obţinut binomul lui Newton.
�Pentru � 2 C n N2 ) ramura lui f pentru care fk (0) = 1 este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe în
jurul originii (în funçtie de puterile lui z) şi

((1 + z)�)k = 1 +
�

1!
z +

� (�� 1)
2!

z2 + :::+
� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))

n!
zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1

sau (8)

((1 + z)�)k = 1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

zn;8z 2 C cu jzj < 1 (80)

adic¼a s-a obţinut seria binomial¼a.

b) f (z) =
1

1 + z
;

Din a), pentru � = �1)
1

1 + z
= 1� z + z2 � z3 + :::+ (�1)n zn + :::;8z 2 C cu jzj < 1 sau (9)

1

1 + z
= 1 +

1P
n=1

(�1)n zn;8z 2 C cu jzj < 1 (90)

adic¼a s-a obţinut seria geometric¼a alternant¼a.
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c) f (z) =
1

1� z ;
Din b), f¼acând schimbarea de variabil¼a z  �z pe domeniul de punctual¼a/absolut¼a convergenţ¼a)

1

1� z = 1 + z + z
2 + z3 + :::+ zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1 sau (10)

1

1� z = 1 +
1P
n=1

zn;8z 2 C cu jzj < 1 (100)

adic¼a s-a obţinut seria geometric¼a.

d) f (z) =
1

1 + z2
;

Din b), f¼acând schimbarea de variabil¼a z  z2 pe domeniul de punctual¼a/absolut¼a convergenţ¼a)
1

1 + z2
= 1� z2 + z4 � z6 + :::+ (�1)n z2n + :::;8z 2 C cu jzj < 1 sau (11)

1

1 + z2
= 1 +

1P
n=1

(�1)n z2n;8z 2 C cu jzj < 1: (110)

e) f (z) =
1

1� z2 ;
Din c), f¼acând schimbarea de variabil¼a z  z2 pe domeniul de punctual¼a/absolut¼a convergenţ¼a)

1

1� z2 = 1 + z
2 + z4 + z6 + :::+ z2n + :::;8z 2 C cu jzj < 1 sau (12)

1

1� z2 = 1 +
1P
n=1

z2n;8z 2 C cu jzj < 1: (120)

f) Fie funçtia multivoc¼a f : C! P (C) ; f (z) = (Log (1 + z))C :
modul 1: Direct:
Se observ¼a c¼a o ramur¼a fk este olomorf¼a pe C n T (deci 8n 2 N�; fk este derivabil¼a de ordin n
pe C n T ); şi în particular în a = 0: De menţionat c¼a T este o t¼aietur¼a ce uneşte punctele critice
logaritmice �1 cu 1C:

fk (z) = (Log (1 + z))k fk (0) = Log 1 = 2k� j; k 2 Z
f 0k (z) = (1 + z)

�1 f 0k (0) = 1

f 00k (z) = �1 (1 + z)
�2 f 00k (0) = �1

f 000k (z) = (�1) (�2) (1 + z)
�3 f 000k (0) = (�1) (�2)

::: :::

f
(n)
k (z) = (�1)n�1 (n� 1)! (1 + z)�n f

(n)
k (0) = (�1)n�1 (n� 1)!

::: :::
Atunci fk este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe �(0;R) şi

(Log (1 + z))k = 2k� j +
1

1!
z +

�1
2!
z2 + :::+

(�1)n�1 (n� 1)!
n!

zn + :::;8z 2 �(0;R) ; k 2 Z:
Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei de puteri ale (z � 0) :

� = lim
n!1

n

vuut�����(�1)n�1n

����� = 1) R = 1 sau 9�1 = lim
n!1

�����(�1)n�1n

���������(�1)nn+ 1

���� =
n+ 1

n
= 1) R = 1:

Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz � 0j < 1.
�Seria deste divergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz � 0j > 1.
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�Pentru z 2 C cu jz � 0j = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat; nu se va
studia aici. Deci

(Log (1 + z))k = 2k� j +
1

1
z +

�1
2
z2 + :::+

(�1)n�1

n
zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1; k 2 Z sau (13)

(Log (1 + z))k = 2k� j +
1P
n=1

(�1)n�1

n
zn;8z 2 C cu jzj < 1; k 2 Z (130)

modul 2: Se foloseşte seria geometric¼a alternant¼a de la b)
1

1 + z
= 1� z + z2 � z3 + :::+ (�1)n zn + :::;8z 2 C cu jzj < 1.

Se integreaz¼a termen cu termen pe domeniul de uniform¼a convergenţ¼a (în sensul primitivei))

(Log (1 + z))k = c+
z

1
� z

2

2
+ :::+

(�1)n�1 zn
n

+
(�1)n zn+1
n+ 1

+ :::;8z 2 C cu jzj < 1:
Pentru z = 0 2 fz 2 C; jzj < 1g )

(Log (1 + 0))k = c+
0

1
� 0

2

2
+ :::+

(�1)n�1 0n
n

+
(�1)n 0n+1
n+ 1

+ :::) c = (Log 1)k = 2k� j; k 2 Z.
Atunci

(Log (1 + z))k = 2k� j +
1

1
z +

�1
2
z2 + :::+

(�1)n�1

n
zn + :::;8z 2 C cu jzj < 1; k 2 Z:

g) Fie funçtia multivoc¼a f : C! P (C) ; f (z) = (Log (1 + z))C :
Analog cu f): sau direct, sau din c) )

(Log (1� z))k = 2k� j�
1

1
z � 1

2
z2 + :::� 1

n
zn + :::;8z 2 C cu jzj < 1; k 2 Z: sau (14)

(Log (1� z))k = 2k� j�
1P
n=1

1

n
zn;8z 2 C cu jzj < 1; k 2 Z (140)

Exemplul 5:3:4: S¼a se dezvolte în serie Taylor în jurul originii funçtia
f : C! C; f (z) = th z.

Indica̧tie. Se folosesc rela̧tiile (5) şi (6) de dezvoltare în serie Taylor pe o vecin¼atate a originii
pentru funçtiile ch şi sh:

ch z = 1 +
1

2!
z2 +

1

4!
z4:::+

1

(2n)!
z2n + :::; 8z 2 C

sh z =
1

1!
z +

1

3!
z3 + :::+

1

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::;8z 2 C

Funçtia th �ind impar¼a, admite o dezvoltare de forma:
th z = c1 + c3z

3 + c5z
5 + :::c2n+1z

2n+1;8z 2 �(0;R)
Dar sh z = th z � ch z;8z 2 �(0;R).
Pe domeniul de PC/SC se pot înmuļti dou¼a serii folosind produse Cauchy (ca dou¼a polinoame

pentru serii de puteri). Se obţine: c1 = 1; c3 = �1
3 ; c5 =

2
15 ; :::

De�ni̧tia 5:3:3: Fie D � C domeniu şi f : D � C! C: Funçtia f se numeşte analitic¼a pe D dac¼a

8a 2 D;9V 2 V (a) ; V � D asfel încât s¼a existe o serie de puteri a0 +
1P
n=1

an (z � a)n cu
proprietatea

f (z) = a0 +
1P
n=1

an (z � a)n ;8z 2 V:

Teorema 5:3:2 (analiticitate şi olomor�e): Fie D � C un domeniu şi f : D � C! C: Dac¼a f
este analitic¼a pe D atunci f 2 H (D) şi reciproc, adic¼a dac¼a f 2 H (D) atunci f este analitic¼a pe
D:
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Teorema 5:3:3 (pricipiul prelungirii analitice): Fie D � C un domeniu şi f : D � C ! C
olomorf¼a pe D. Fie (zn)n2Nm este un şir din D ce are m¼acar un punct de acumulare a 2 D (exist¼a
m¼acar un subşir convergent la a; are m¼acar un punct limit¼a a).

Dac¼a f (zn) = 0;8n 2 Nm atunci f (z) = 0;8z 2 D:
(dac¼a f se anuleaz¼a pe un şir din D, atunci f este identic nul¼a pe D)

Observa̧tia 5:3:2: Principiul prelungirii analitice se poate folosi pentru a extinde la C unele iden-
tit¼aţi valabile în R. De exemplu, toate formulele trigonometrice şi cele pentru funçtiile hiperbolice
din R sunt valabile în C.

Exemplul 5:3:5: S¼a se arate c¼a
cos 2z = cos2 z � sin2 z;8z 2 C.

Rezolvare. Fie
f : C! C, f (z) = cos 2z � cos2 z + sin2 z:

Funçtia f este olomorf¼a pe domeniul C.
Se alege un şir

zn = xn + 0 � j;8n 2 Nm
de numere complexe, care este de fapt de numere reale, având un punct de acumulare x 2 R.
Deoarece, în R,

f (xn) = 0;8n 2 Nm; atunci f (z) = 0;8z 2 D:

5:4: Dezvoltarea în serie Laurent a unei funçtii complexe cu valori complexe

Teorema 5:4:1 (Laurent): Fie cercurile concentrice în a; 1 = C (a; r1) şi 2 = C (a; r2) cu r1 < r2
şi coroana circular¼a

�(a; r1; r2) = fz 2 C; r1 < jz � aj < r2g :
Fie D � C un domeniu multiplu conex a.î. �(a; r1; r2) [ 1 [ 2 � D şi f : D � C ! C: Dac¼a
f 2 H (D) atunci, pentru orice  = C (a; r) � �(a; r1; r2) şi pentru orice z 2 �(a; r1; r2) ; f este
dezvoltabil¼a în serie Laurent "în jurul" lui a, adic¼a

f (z) = :::+
c�n

(z � a)n + :::+
c�1
z � a + c0 + c1 (z � a) + :::+ cn (z � a)

n + :::;8z 2 �(a; r1; r2) (15)

f (z) =
1P

n=�1
cn (z � a)n ;8z 2 �(a; r1; r2) ; (150)

unde

cn =
1

2� j

Z


f (�)

(� � a)n+1
d�;8n 2 Z;

sunt coe�cienţii dezvolt¼arii lui f în serie de puteri întregi ale z � a:
Observa̧tia 5:4:1 a) Nu are loc

cn =
f (n) (a)

n!
;

nici m¼acar pentru n 2 N�; dac¼a f nu este olomorf¼a în Int 1; este posibil chiar ca f sa nu �e de�nit¼a
în a:
b) Seria de funçtii (15) este uniform convergent¼a pe orice alt¼a coroan¼a circular¼a concentric¼a şi
inclus¼a în �(a; r1; r2) : Se poate deriva şi integra termen cu termen pe astfel de coroane circulare.
c) Cu notaţiile din (15) ; seria

c0 +
1P
n=1

cn (z � a)n = c0 + c1 (z � a) + :::+ cn (z � a)n + :::
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este convergent¼a, 8z 2 C; cu jz � aj < r2 şi se numeşte partea taylorian¼a a seriei Laurent (15) :
Seria

�1P
n=�1

cn (z � a)n = c�1 (z � a)�1 + :::+ c�n (z � a)�n + ::: = :::+
c�n

(z � a)n + :::+
c�1
z � a;

este convergent¼a, 8z 2 C; cu jz � aj > r1 şi se numeşte partea principal¼a a seriei Laurent (15) : Este
o serie de puteri ale

1

z � a:
d) Dezvoltarea în serie Laurent a unei funçtii este unic¼a.

e) Dac¼a f 2 H (Int 2)
Teor. fund. Cauchy)

cn =
1

2� j

Z


f (�)

(� � a)n+1
d� = 0;8n 2 Z n N; cn =

f (n) (a)

n!
;8n 2 N)

în acest caz seria Laurent are doar parte taylorian¼a, este chiar seria Taylor ataşat¼a lui f pe Int 2;
Teorema 5:4:2: Fie D � C un domeniu, a 2 D şi f : D n fag ! C olomorf¼a: Punctul z = a
este pol multiplu de ordin p al lui f dac¼a şi numai dac¼a dezvoltarea în serie Laurent a f "în jurul"
punctului a, este

f (z) =
c�p

(z � a)p + :::+
c�1
z � a + c0 + c1 (z � a) + :::+ cn (z � a)

n + :::; 8z 2 �(a; "; r2) sau

f (z) =
1P

n=�p
cn (z � a)n ;8z 2 �(a; "; r2) ;

cu c�p 6= 0: De menţionat c¼a " este foarte mic, " < r2:
Teorema 5:4:3: Fie D � C un domeniu, a 2 D şi f : D n fag ! C olomorf¼a: Punctul z = a este
pol pentru f dac¼a şi numai dac¼a

lim
z!a

f (z) =1C:

Teorema 5:4:4: Fie D � C un domeniu, a 2 D şi f : D n fag ! C olomorf¼a: Punctul z = a este
punct singular esenţial pentru f dac¼a şi numai dac¼a dezvoltarea în serie Laurent a f "în jurul"
punctului a are partea principal¼a cu o in�nitate de termeni:

f (z) = :::+
c�n

(z � a)n + :::+
c�1
z � a + c0 + c1 (z � a) + :::+ cn (z � a)

n + :::;8z 2 �(a; "; r2) sau

f (z) =
1P

n=�1
cn (z � a)n ;8z 2 �(a; "; r2) :

De menţionat c¼a " este foarte mic, " < r2:
Teorema 5:4:5: Fie D � C un domeniu, a 2 D şi f : D n fag ! C olomorf¼a: Punctul z = a este
punct singular removabil pentru f dac¼a şi numai dac¼a dezvoltarea în serie Laurent a f "în jurul"
punctului a are partea principal¼a nul¼a

f (z) = 0 + c0 + c1 (z � a) + :::+ cn (z � a)n + :::;8z 2 �(a; "; r2) sau

f (z) = c0 +
1P
n=1

cn (z � a)n ;8z 2 �(a; "; r2) :

De menţionat c¼a " este foarte mic, " < r2:

Exemplul 5:4:1: a) S¼a se dezvolte
f : D � C! C; f (z) = e

1
z�1 :

în serie de puteri întregi ale (z � 1). S¼a se deduc¼a şi din dezvoltare c¼a f are a = 1 un punct singular
esenţial:
Rezolvare.f are în a = 1 un punct singular esenţial cu de�ni̧tia, deoarece @ lim

z!1
f (z).
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Folosind (2))

e
1

z�1
(2)
=

cu z 1
z�1

1+
1

1!

�
1

z � 1

�
+
1

2!

�
1

z � 1

�2
+ :::+

1

n!

�
1

z � 1

�n
+ :::;8z 2 C cu

���� 1

z � 1

���� < +1
e

1
z�1 = ::::+

1

n!

1

(z � 1)n + :::+
1

2!

1

(z � 1)2
+
1

1!

1

z � 1| {z }
partea principal¼a

+ 1|{z}
par. tayorian¼a

;8z 2 C cu " < jz � 1j < r2:

De menţionat c¼a " > 0 este arbitrar, foarte mic, r2 este arbitrar, foarte mare şi " < r2: Se poate
scrie 0 < jz � 1j < +1; chiar z 2 Cn f1g = �(1; 0;1) :
Partea principal¼a are o in�nitate de termeni

Teor. 4) a = 1 este punct singular esenţial pentru f:

b) Fie f : Cn f0g ! C; f (z) =
sin z

z
:

S¼a se dezvolte f în serie de puteri întregi ale (z � 0). S¼a se deduc¼a şi din dezvoltare c¼a f are a = 0
un punct singular removabil.

Rezolvare.f are în a = 0 un punct singular removabil cu de�ni̧tia, deoarece 9 lim
z!0

sin z

z
= 1 2 C:

Folosind (4))
sin z

z
=
1

z

�
1

1!
z � 1

3!
z3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::

�
=

= 0|{z}
partea principal¼a

+
1

1!
� 1

3!
z2 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n + :::| {z }

partea taylorian¼a

;8z 2 C cu z 6= 0 şi jz � 0j < +1:

Se poate scrie 0 < jz � 0j < +1; chiar z 2 Cn f0g = �(0; 0;1) :
Deci partea principal¼a a dezvolt¼arii Laurent ataşate este nul¼a

Teor. 5) a = 0 este punct singular
removabil pentru f:
c) Fie f : C ! C; f (z) = ez: S¼a se arate c¼a f are în a = 1C un punct singular esenţial. Analog
cos z; sin z; ch z; sh z au în a =1C un punct singular esenţial.
Rezolvare. Folosind (2))

e
1
�

(2)
=

cu z 1
�

1 +
1

1!

�
1
�

�
+
1

2!

�
1
�

�2
+ :::+

1

n!

�
1
�

�n
+ :::;8z 2 C cu

���1� ��� < +1
e
1
� = ::::+

1

n!

1

�n
+ :::

1

2!

1

�2
+
1

1!

1

�| {z }
partea principal¼a

+ 1|{z}
partea taylorian¼a

;8� 2 C cu " < j� � 0j < r2:

De menţionat c¼a " > 0 este arbitrar, foarte mic, r2 este arbitrar, foarte mare şi " < r2: Se poate
scrie 0 < j� � 0j < +1; chiar � 2 Cn f0g = �(0; 0;1) :
Deci, pentru g (�) = f

�
1
�

�
, partea principal¼a a dezvolt¼arii Laurent ataşate are o in�nitate de

termeniTeor. 4) b = 0 este punct singular esenţial pentru g ) a = 1C este punct singular esenţial
pentru f:

Exemplul 5:4:2: S¼a se dezvolte în serie Laurent funçtia

f : D � C! C; f (z) =
1

z (z � 1) (z � 2)
a) "în jurul" lui a = 0 pe 0 < jzj < 1;b) "în jurul" lui a = 0 pe 1 < jzj < 2;
c) "în jurul" lui a = 0 pe jzj > 2;d) "în jurul" lui a = 1 pe 0 < jz � 1j < 1:
S¼a se precizeze punctele singulare ale f şi natura lor.
Rezolvare. Conform de�ni̧tiei punctelor singulare ale unei funçtii, respectiv a polului simplu, se
deduce c¼a a = 0; a = 1; a = 2 sunt poli de ordinul 1 pentru f:
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Se descompune f în fraçtii simple:

f (z) =
1

z (z � 1) (z � 2) =
1

2

1

z
� 1

z � 1 +
1

2

1

z � 2 :

Folosind seria geometric¼a (10))
(�) 1

1� z = 1 + z + z
2 + z3 + :::+ zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1.

Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna
termen cu termen dou¼a serii şi se poate înmuļti o serie cu un scalar nenul.
a) "în jurul" lui a = 0 pe 0 < jz � 0j < 1; se dezvolt¼a f dup¼a puteri întregi ale z � 0:

1

z
=
1

z
;8z 2 C cu 0 < jzj

1

z � 1 =
�1
1� z

(�)
= �

�
1 + z + z2 + z3 + :::+ zn + :::

�
= �1 +

1P
n=1

(�1) zn;8z 2 C cu jzj < 1

1

z � 2 =
�1
2

1

1� z
2

(�)
=

cu z z
2

�1
2

�
1 +

�
z
2

�
+
�
z
2

�2
+ :::+

�
z
2

�n
+ :::

�
= �1

2 +
1P
n=1

�1
2n+1

zn;

8z 2 C cu
�� z
2

�� < 1; adic¼a jzj < 2:
Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)

f (z) = 1
2

1

z
� 1

z � 1 +
1
2

1

z � 2 =

= 1
2

1

z
+

�
1 +

1P
n=1

zn
�
+

�
�1
22
+

1P
n=1

�1
2n+2

zn
�
= 1

2

1

z
+ 1� 1

22
+

1P
n=1

�
1� 1

2n+2

�
zn =

=
1

2

1

z|{z}
partea princ.

+

�
1� 1

22

�
+

�
1� 1

23

�
z1 +

�
1� 1

24

�
z1 + :::+

�
1� 1

2n+2

�
zn + :::| {z }

partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu 0 < jzj şi jzj < 1 şi jzj < 2; adic¼a, intersectând, cu 0 < jzj < 1:
a = 0 este pol de ordin 1 pentru f şi din de�ni̧tia polului; şi deoarece partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare (dezvoltare dup¼a puteri întregi ale z � 0 pe �(0; 0; 1)) are un singur termen.
b) "în jurul" lui a = 0 pe 1 < jz � 0j < 2; se dezvolt¼a f dup¼a puteri întregi ale z � 0:
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1

z
=
1

z
;8z 2 C cu 0 < jzj

1

z � 1
de la a)
= �1 +

1P
n=1

(�1) zn;8z 2 C cu jzj < 1-nu se poate folosi la intersectarea domeniilor

de dezvoltare, încât s¼a se obţin¼a 1 < jzj< 2:

Aici
1

z � 1 =
1

z

1

1� 1
z

(�)
=

cu z 1
z

1

z

 
1 +

�
1

z

�
+

�
1

z

�2
+ :::+

�
1

z

�n
+ :::

!
=
1

z
+

1P
n=1

1

zn+1
=

1P
n=1

1

zn
;

8z 2 C cu jzj > 1- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare, încât s¼a se
obţin¼a 1 < jzj< 2:
1

z � 2
de la a)
= �1

2 +
1P
n=1

�1
2n+1

zn;8z 2 C cu jzj < 2:

Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)
f (z) = 1

2

1

z
� 1

z � 1 +
1
2

1

z � 2 =
1
2

1

z
�

1P
n=1

1

zn
+ 1

2

�
�1
2 +

1P
n=1

�1
2n+1

zn
�
=

= :::+ (�1) 1
zn
+ :::+ (�1) 1

z2
+

�
1

2
� 1
�
1

z| {z }
partea principal¼a

+
�1
22
+
�1
23
z1 +

�1
24
z2 + :::+

�1
2n+2

zn + :::| {z }
partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu 0 < jzj şi jzj > 1 şi jzj < 2; adic¼a, intersectând, cu 1 < jzj < 2:
a = 0 este pol de ordin 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea principal¼a a
seriei Laurent anterioare, deoarece 1 < jzj < 2- este o coroan¼a circular¼a centrat¼a în 0; dar nu este
"apropiat¼a" de 0; are r1 6= "! 0::
a = 1 este pol de ordin 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare, deoarece 1 < jzj < 2 nu este o coroan¼a circular¼a centrat¼a în 1; ci în 0:
c) "în jurul" lui a = 0 pe jz � 0j > 2; se dezvolt¼a f dup¼a puteri întregi ale z � 0:

1

z
=
1

z
;8z 2 C cu 0 < jzj

1

z � 1
de la b)
=

1P
n=1

1

zn
;8z 2 C cu jzj > 1- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,

încât s¼a se obţin¼a jzj > 2 > 1:
1

z � 2
de la a)
= �1

2 +
1P
n=1

�1
2n+1

zn;8z 2 C cu jzj < 2-nu se poate folosi la intersectarea domeniilor de

dezvoltare, încât s¼a se obţin¼a jzj > 2:

Aici
1

z � 2 =
1

z

1

1� 2
z

(�)
=

cu z 2
z

1

z

�
1 +

�
2
z

�
+
�
2
z

�2
+ :::+

�
2
z

�n
+ :::

�
=
1

z
+

1P
n=1

2n 1
zn+1

;

8z 2 C cu
��2
z

�� > 1; adic¼a jzj > 2- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,
încât s¼a se obţin¼a jzj > 2:

Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)
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f (z) = 1
2

1

z
� 1

z � 1 +
1
2

1

z � 2 =
1
2

1

z
�

1P
n=1

1

zn
+ 1

2

�
1

z
+

1P
n=1

2n 1
zn+1

�
=

= 1
2

1

z
� 1
z
�

1P
n=2

1

zn
+ 1

2

1

z
+

1P
n=2

2n�1

2
1
zn =

1P
n=2

�
�1 + 2n�1

2

�
1
zn =

= :::+
�
2n�2 � 1

� 1
zn
+ :::+

1

z3
+ 0| {z }

partea principal¼a

+ 0|{z}
partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu 0 < jzj şi jzj > 1 şi jzj > 2; adic¼a, intersectând, cu jzj > 2:
a = 0; a = 1; a = 2 sunt poli de ordinul 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea
principal¼a a seriei Laurent anterioare, deoarece jzj > 2.
d) "în jurul" lui a = 1 pe 0 < jz � 1j < 1; se dezvolt¼a f dup¼a puteri întregi ale z � 1:

1

z
=

1

1 + (z � 1) =
1

1� (� (z � 1))
(�)
=

cu z �(z�1)
1�(z � 1)+(z � 1)2+ :::+(�1)n (z � 1)n+ ::: =

= 1 +
1P
n=1

(�1)n (z � 1)n ;8z 2 C cu j� (z � 1)j < 1; adic¼a jz � 1j < 1
1

z � 1 =
1

z � 1 ;8z 2 C cu 0 < jz � 1j
1

z � 2 = �1 �
1

1� (z � 1)
(�)
=

cu z (z�1)
�
�
1 + (z � 1) + (z � 1)2 + :::+ (z � 1)n + :::

�
=

= �1 +
1P
n=1

(�1) (z � 1)n ;8z 2 C cu jz � 1j < 1:

Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)
f (z) = 1

2

1

z
� 1

z � 1+
1
2

1

z � 2 =
1
2

�
1 +

1P
n=1

(�1)n (z � 1)n
�
� 1

z � 1+
1
2

�
�1 +

1P
n=1

(�1) (z � 1)
�
=

= 1
2 +

1P
n=1

(�1)n
2 (z � 1)n � 1

z � 1 �
1
2 +

1P
n=1

�1
2 (z � 1)

n =

= � 1

z � 1| {z }
partea princ.

+
�
� (z � 1)� (z � 1)3 � :::� (z � 1)2n+1 � :::

�
| {z }

partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu 0 < jz � 1j < 1:
a = 0 este pol de ordin 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare, deoarece coroana circular¼a 0 < jz � 1j < 1 este centrat¼a în 1;
a = 1 este pol de ordin 1 pentru f şi din de�ni̧tia polului; şi deoarece partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare are un singur termen:
a = 2 este pol de ordin 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare, deoarece coroana circular¼a 0 < jz � 1j < 1 este centrat¼a în 1.


