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SEMINAR NR. 12, REZOLV¼ARI
Matematici Speciale, AIA

10:3: Ecua̧tii diferenţiale liniare în distribuţii, având coe�cienţi constanţi

Forma general¼a: a0T (n) + a1T (n�1) + :::+ anT = S (5)
unde a0; :::; an 2 R sunt numere date, a0 6= 0;(coe�cienţi constanţi), S 2 D0 (R) este o distribuţie
dat¼a (termen liber), iar T 2 D0 (R) este distribuţia necunoscut¼a, c¼autat¼a.
Rezolvare.
Etapa 1 : Se determin¼a o soluţie fundamental¼a a operatorului liniar

L (T ) = a0T
(n) + a1T

(n�1) + :::+ anT;
adic¼a o distribuţie E =? care satisface ecuaţia diferenţial¼a

L (E) = �:
Pasul 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene cu soluţii funçtii ataşate, adic¼a a ecuaţiei:

(�EO) a0x(n) (t) + a1x(n�1) (t) + :::+ anx (t) = 0; t 2 R.
�Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale EO ecuaţia ei caracteristic¼a EC:

(�EC) a0�n + a1�n�1 + :::+ an�1�+ an = 0:
Este o ecuaţie algebric¼a polinomial¼a de grad n având coe�cienţii reali ai2 R, i 2 f0; 1; :::; ng ; în
necunoscuta �, care admite exact n r¼ad¼acini complexe. Se determin¼a, precizând şi multiplicitatea
lor.
�Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a EC se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar independente ale
EO, dup¼a algoritmul:
Cazul 1 : �1 2 R cu m (�1) = 1 x1 (t) = e

�1t.

Cazul 2 : �1 2 R cu m (�1) = m 

8>><>>:
x1 (t) = e

�1t;
x2 (t) = te

�1t;
:::
xm (t) = t

m�1e�1t:
Cazul 3 : �1;2 2 C n R, �1;2 = �1 � i�1 cu m (�1;2) = 1 �

x1 (t) = e
�1t cos (�1t) ; x2 (t) = e

�1t sin (�1t) :
Cazul 4 : �1;2 2 C n R, �1;2 = �1 � i�1 cu m (�1;2) = m 8>><>>:

x1 (t) = e
�1t cos (�1t) ; x2 (t) = e

�1t sin (�1t) ;
x3 (t) = te

�1t cos (�1t) ; x4 (t) = te
�1t sin (�1t) ;

::: :::
x2m�1 (t) = tm�1e�1t cos (�1t) ; x2m (t) = t

m�1e�1t sin (�1t) :
Din algoritm se g¼aseşteB = (x1; :::; xn) ; adic¼a exact n soluţii particulare ale EO, liniar independente:
Sistemul de funçtii (x1; :::; xn) este sistem fundamental de soluţii pentru ecuaţia omogen¼a EO (baz¼a).
�Soluţia general¼a a EO este o combinaţie liniar¼a de cele exact n soluţii particulare liniar indepen-
dente determinate

xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 R şi c1; :::; cn 2 R:
Pasul 2 : Se determin¼a x (t) ; soluţia problemei Cauchy:8<: (�EO) a0x(n) + a1x(n�1) + :::+ anx = 0;8t 2 R

CI : x (0) = x0 (0) = ::: = x(n�2) (0) = 0; x(n�1) (0) =
1

a0
;

(4)

Pasul 3 : O soluţie fundamental¼a a operatorului L este distribuţia generat¼a de funçtia �x
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E = f� (t)x (t)g ; unde � : R! R; � (t) =
�
1; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

este funçtia Heaviside.

Etapa 2 : Soluţia ecuaţiei (5) este

T = S � E: (7)
(dac¼a S 2 D0 (R) este o distribuţie dat¼a şi E o soluţie fundamental¼a a operatorului L şi dac¼a S �E
are sens, atunci soluţia ecuaţiei (5) exist¼a şi este unic¼a).

Exerci̧tiul 1: S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a în distribuţii
T 00 + 2T 0 + T = 2� + �0:

Rezolvare. Este ecuaţie diferenţial¼a în distribuţii, de ordin n = 2; liniar¼a, cu 1; 2; 1 coe�cienţi
constanţi, cu S = 2� + �0 distribuţie dat¼a şi T 2 D0 (R) distribuţia necunoscut¼a.
Etapa 1 : Se determin¼a o soluţie fundamental¼a a operatorului liniar

L (T ) = T 00 + 2T 0 + T;
adic¼a o distribuţie E =? care satisface ecuaţia diferenţial¼a

L (E) = �:
Pasul 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene cu soluţii funçtii ataşate, adic¼a a ecuaţiei:

(�EO)x00 + 2x0 + x = 0; t 2 R:
�Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a şi se rezolv¼a:

(�EC) �2 + 2�+ 1 = 0, (�+ 1)2 = 0) f�1 = �1 cu m (�1) = 2:
�Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecua̧tiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar
independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat la EDCO:

�1 = �1 cu m (�1) = 2 
�
x1 (t) = e

�1t;
x2 (t) = te

�1t:
�B = (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare
pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1e
�1t + c2te�1t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

Pasul 2 : Se determin¼a soluţia problemei Cauchy(
(�EO)x00 + 2x0 + x = 0; t 2 R:
CI : x (0) = 0; x0 (0) =

1

1
Se impun condi̧tiile ini̧tiale asupra soluţiei x g¼asite�
x (t) = c1e

�t + c2te�t

x0 (t) = c1
�
�e�t

�
+ c2 (�t+ 1) e�t

CI)8<: x (0) = 0
x0 (0) = 1

�
c11 + c20 = 0
c1 (�1) + c21 = 1

)
�
c1 = 0
c2 = 1

Atunci x (t) = te�t;8t 2 R; este unica soluţie a ecuaţiei (�EO) ce veri�c¼a CI date.
Pasul 3 : O soluţie fundamental¼a a operatorului L este E = f� (t)x (t)g =

�
� (t) te�t

	
:

Etapa 2 : Soluţia ecuaţiei date este
T = S � E =

�
2� + �0

�
� f� (t)x (t)g :

Conform liniarit¼aţii,

T
liniaritate
= 2� � f� (t)x (t)g| {z }

T1

+ �0 � f� (t)x (t)g| {z }
T2

T1 = 2� � f� (t)x (t)g
� element neutru

= 2 f� (t)x (t)g
T2 = �

0 � f� (t)x (t)g Propozi̧tia 10:2:8= � � f� (t)x (t)g0 � element neutru= f� (t)x (t)g0
Conform Teoremei de derivare a distribuţiilor regulare,
f� (t)x (t)g0 =

�
(� (t)x (t))0

	
+ �0 (0) �; unde �0 (0) este saltul funçtiei � (t)x (t) în a = 0:
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� (t)x (t) =

�
te�t; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

) �0 (0) = ld (0)� ls (0) = 0:

(� (t)x (t))0 =

8<:
e�t � te�t; dac¼a t > 0

@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

:

Atunci, folosind identi�carea distribuţiilor de tip funçtie pentru funçtii egale a.p.t.,
T2 =

�
� (t)

�
e�t � te�t

�	
+ 0 � �:

În concluzie,

T = T1 + T2 = 2
�
� (t) te�t

	
+
�
� (t)

�
e�t � te�t

�	
+ 0 � � liniaritate=

�
� (t) (t+ 1) e�t

	
:

Exerci̧tiul 2: S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a în distribuţii
T 00 + T = f� (t) sin tg+ �00:

Rezolvare. Este ecuaţie diferenţial¼a în distribuţii, de ordin n = 2; liniar¼a, cu 1; 0; 1 coe�cienţi
constanţi, cu S = f� (t) sin tg+ �00 distribuţie dat¼a şi T 2 D0 (R) distribuţia necunoscut¼a.
Etapa 1 : Se determin¼a o soluţie fundamental¼a a operatorului liniar

L (T ) = T 00 + T;
adic¼a o distribuţie E =? care satisface ecuaţia diferenţial¼a

L (E) = �:
Pasul 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene cu soluţii funçtii ataşate, adic¼a a ecuaţiei:

(�EO)x00 + x = 0; t 2 R:
�Ataş¼am ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a şi o rezolv¼am:

(�EC) �2 + 1 = 0, (�+ 1)2 = 0) f�1;2 = 0� j cu m (�1;2) = 1:
�Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice g¼asim corespunz¼ator soluţii particulare liniar in-
dependente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat la EDCO:

�1;2 = 0� j cu m (�1;2) = 1 
�
x1 (t) = e

0t cos (1t) ;
x2 (t) = e

0t sin (1t) :
�B = (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare
pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Soluţia general¼a a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1 cos t+ c2 sin t;8t 2 R şi c1; c2; c3 2 R:
Pasul 2 : Se determin¼a soluţia problemei Cauchy(

(�EO)x00 + x = 0; t 2 R:
CI : x (0) = 0; x0 (0) =

1

1
Impunem asupra soluţiei g¼asite x condi̧tiile ini̧tiale�
x (t) = c1 cos t+ c2 sin t
x0 (t) = c1 (� sin t) + c2 cos t

CI)8<: x (0) = 0
x0 (0) = 1

�
c11 + c20 = 0
c10 + c21 = 1

)
�
c1 = 0
c2 = 1

Atunci x (t) = sin t;8t 2 R; este unica soluţie a ecuaţiei (�EO) ce veri�c¼a CI date.
Pasul 3 : O soluţie fundamental¼a a operatorului L este

E = f� (t)x (t)g = f� (t) sin tg :
Etapa 2 : Soluţia ecuaţiei date este

T = S �E =
�
f� (t) sin tg+ �00

�
�f� (t) sin tg liniaritate= f� (t) sin tg � f� (t) sin tg| {z }

T1

+ �00 � f� (t) sin tg| {z }
T2

:

T1 = f� (t) sin tg � f� (t) sin tg = ffg � fgg
Propozi̧tia 10:2:6

= ff � gg ;unde

f (t) = � (t) sin t =

�
sin t; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

şi g (t) = � (t) sin t =
�
sin t; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

:
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Se calculeaz¼a convoluţia celor dou¼a funçtii (f � g) (t) =?

(f � g) (t) Obs. 10:2:6:;d)= � (t)

Z t

0
f (t� �) g (�) d� = � (t)

Z t

0
f (�) g (t� �) d� :

Pentru t < 0) (� (t) sin t) � (� (t) sin t) = 0:

Pentru t � 0) (� (t) sin t) � (� (t) sin t) = 1 �
Z t

0
sin � sin (t� �) d� =

=

Z t

0

cos (� � t+ �)� cos (� + t� �)
2

d� = 1
2

Z t

0
(cos (2� � t)� cos t) d� =

= 1
2

 
sin (2� � t)

2

�����=t
�=0

� (� cos t)j�=t�=0�
!
= 1

2

�
sin t� sin (�t)

2
� (t cos t� 0)

�
= 1

2 (sin t� t cos t) :

T1 =
�
� (t) 12 (sin t� t cos t)

	
:

T2 = �
00 � f� (t) sin tg Propozi̧tia 10:2:8= � � f� (t) sin tg00 = f(� (t) sin t)g00

Conform Teoremei de derivare a distribuţiilor regulare,
f� (t) sin tg00 =

�
(� (t) sin t)00

	
+ �1 (0) � + �0 (0) �

0;
unde �0 (0) este saltul funçtiei � (t) sin t în a = 0; �1 (0) este saltul funçtiei (� (t) sin t)

0 în a = 0:

� (t) sin t =

�
sin t; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

) �0 (0) = ld (0)� ls (0) = 0:

(� (t) sin t)0 =

8<:
cos t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

) �1 (0) = f
0
d (0)� f 0s (0) = 1:

(� (t) sin t)00 =

8<:
� sin t; dac¼a t > 0
@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

Atunci, folosind identi�carea distribuţiilor de tip funçtie pentru funçtii egale a.p.t.,
T2 = f� (t) (� sin t)g+ 1� + 0�0

În concluzie,

T = T1 + T2 =
�
� (t) �12 (t cos t� sin t)

	
+ f� (t) (� sin t)g+ 1� + 0�0 liniaritate=

=
�
� (t) �12 (t cos t+ 3 sin t)

	
+ �:

Exerci̧tiul 3: S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a în distribuţii
T 00 � 4T 0 + 3T =

�
� (t) e2t

	
+ �0:

Rezolvare. Este ecua̧tie diferenţial¼a în distribuţii, de ordin n = 3; liniar¼a, cu 1;�4; 3 coe�cienţi
constanţi, cu S =

�
� (t) e2t

	
+ �0 distribuţie dat¼a şi T 2 D0 (R) este distribuţia necunoscut¼a.

Etapa 1 : Se determin¼a o soluţie fundamental¼a a operatorului liniar
L (T ) = T 00 � 4T 0 + 3T;

adic¼a o distribuţie E =? care satisface ecuaţia diferenţial¼a
L (E) = �:

Pasul 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene cu soluţii funçtii ataşate, adic¼a a ecuaţiei:
(�EO)x00 � 4x0 + 3x = 0; t 2 R:

�Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a şi se rezolv¼a:

(�EC) �2 � 4�1 + 3�0 = 0, (�� 1) (�� 3) = 0)
�
�1 = 1 cu m (�1) = 1;
�2 = 3 cu m (�2) = 1:

�Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice g¼asim corespunz¼ator soluţii particulare liniar in-
dependente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat la EDCO:

�1 = 1 cu m (�1) = 1 
�
x1 (t) = e

1t:
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�2 = 3 cu m (�2) = 1 
�
x2 (t) = e

3t:
�B = (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare
pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Soluţia general¼a a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1e
t + c2e

3t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:
Pasul 2 : Se determin¼a soluţia problemei Cauchy(

(�EO)x00 � 4x0 + 3x = 0; t 2 R:
CI : x (0) = 0; x0 (0) =

1

1
Se impun condi̧tiile ini̧tiale asupra soluţiei x g¼asite�
x (t) = c1e

t + c2e
3t

x0 (t) = c1et + 3c2e3t
CI)8<: x (0) = 0

x0 (0) = 1

�
c11 + c21 = 0
c11 + c23 = 1

)
�
c1 =

�1
2

c2 =
1
2

Atunci x (t) = �1
2 e

t + 1
2e
3t;8t 2 R; este unica soluţie a ecuaţiei (�EO) ce veri�c¼a CI date.

Pasul 3 : O soluţie fundamental¼a a operatorului L este
E = f� (t)x (t)g =

�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
�	
:

Etapa 2 : Soluţia ecuaţiei date este

T = S � E =
��
� (t) e2t

	
+ �0

�
�
�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
�	 liniaritate

=

=
�
� (t) e2t

	
�
�
� (t)

�
�1
2
et +

1

2
e3t
��

| {z }
T1

+ �0 �
�
� (t)

�
�1
2
et +

1

2
e3t
��

| {z }
T2

:

T1 =
�
� (t) e2t

	
�
�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
�	
= ffg � fgg Propozi̧tia 10:2:6= ff � gg ;unde

f (t) = � (t) e2t =

�
e2t; dac¼a t � 0
0; dac¼a t < 0

şi g (t) = � (t) �12 e
t+1

2e
3t =

� �1
2 e

t + 1
2e
3t; dac¼a t � 0

0; dac¼a t < 0
:

Se calculeaz¼a convoluţia celor dou¼a funçtii (f � g) (t) =?

(f � g) (t) Obs. 10:2:6:;d)= � (t)

Z t

0
f (t� �) g (�) d� = � (t)

Z t

0
f (�) g (t� �) d� :

Pentru t < 0)
�
� (t) e2t

�
�
�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
��
= 0:

Pentru t � 0)
�
� (t) e2t

�
�
�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
��
= 1 �

Z t

0
e2�
��1
2 e

t�� + 1
2e
3(t��)� d� =

=

Z t

0

�et+� + e3t��
2

d� = 1
2

 �
�e

t+�

1
+
e3t��

�1

������=t
�=0

!
= 1

2

�
� e2t

1 +
e2t

�1 +
et

1 �
e3t

�1

�
=

= 1
2

�
et � 2e2t + e3t

�
:

T1 =
�
� (t) 12

�
et � 2e2t + e3t

�	
:

T2 = �
00 � f� (t) sin tg Propozi̧tia 10:2:8= � � f� (t) sin tg00 = f(� (t) sin t)g00

Conform Teoremei de derivare a distribuţiilor regulare,�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
�	0

=
n�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
��0o

+ �0 (0) �;

unde �0 (0) este saltul funçtiei � (t)
��1
2 e

t + 1
2e
3t
�
în a = 0:

� (t)
��1
2 e

t + 1
2e
3t
�
=

� �1
2 e

t + 1
2e
3t; dac¼a t � 0

0; dac¼a t < 0
) �0 (0) = ld (0)� ls (0) = 0:

�
� (t)

��1
2 e

t + 1
2e
3t
��0
=

8<:
�1
2 e

t + 3
2e
3t; dac¼a t > 0

@; dac¼a t = 0
0; dac¼a t < 0

Atunci, folosind identi�carea distribuţiilor de tip funçtie pentru funçtii egale a.p.t.,
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T2 =
�
� (t)

��1
2 e

t + 3
2e
3t
�	
+ 0�:

În concluzie,

T = T1 + T2 =
�
� (t) 12

�
et � 2e2t + e3t

�	
+
�
� (t)

��1
2 e

t + 3
2e
3t
�	
+ 0�

liniaritate
=

=
�
� (t)

�
2e3t � e2t

�	
:

Exerci̧tiul 4: S¼a se rezolve ecuaţiile diferenţiale în distribuţii
a) 4T 00 + T = f� (t) sin tg+ �00; b) T 00 � 4T 0 + 4T = �;
c) T 00 � 3T 0 + 2T =

�
� (t) e�t

	
; d) T 00 + 2T 0 + 2T = f� (t)g+ �:


