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SEMINAR NR. 1, REZOLV¼ARI
Matematici Speciale, AIA

ELEMENTE DE TEORIA CÂMPURILOR
1: Câmp scalar: suprafȩte de nivel, derivat¼a dup¼a direçtie, gradient

De�ni̧tia 1: Se numeşte câmp scalar o funçtie ' : D � R3 ! R, unde D este un domeniu din R3:
a) Se numeşte mulţime de nivel / suprafaţ¼a de nivel / suprafaţ¼a echipotenţial¼a a câmpului scalar
' locul geometric al punctelor (x; y; z) 2 D care prin ' sunt duse într-o valoare constant¼a c0 2 R.
b) Ecuaţia suprafeţei de nivel este

' (x; y; z) = c0; (x; y; z) 2 D:
c) Ecuaţia suprafeţei de nivel care trece prin punctul (x0; y0; z0) este

' (x; y; z) = ' (x0; y0; z0) ; (x; y; z) 2 D:
Comentariul 1: Se noteaz¼a cu P punctul din D � R3 de coordonate (x; y; z) şi se scrie ' (P ) în
loc de ' (x; y; z) ; mai ales la punerea în evidenţ¼a a unor interpret¼ari �zice, în care dependenţa este
legat¼a de punct şi mai puţin de coordonatele sale. Ecuaţia suprafȩtei de nivel devine

' (P ) = c0; P 2 D sau, dac¼a suprafaţa trece prin P0; ' (P ) = ' (P0) ; P 2 D:
Exemplul 1. Fie ' : R3 ! R, ' (P ) = ' (x; y; z) = x2 + y2 + z2 un câmp scalar.

Suprafȩtele de nivel sunt de ecuaţie x2 + y2 + z2 = c; c 2 R, c � 0:
Pentru c = 1 şi c = 4; suprafȩtele x2 + y2 + z2 = 1 şi x2 + y2 + z2 = 4 sunt sfere:
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Pentru c = 0 suprafaţa x2 + y2 + z2 = 0 este originea, punctul dublu (0; 0; 0).
De�ni̧tia 2: În ipotezele din curs, se numeşte derivata câmpului scalar ' dup¼a direcţia versorului
�!s în punctul P0; num¼arul

lim
�s!0

' (P )� ' (P0)
�s

not.
=

d'

d�!s (P0) ; (1)

ori de câte ori aceast¼a limit¼a exist¼a şi este �nit¼a.
Observa̧tia 2:

a) Dac¼a
d'

d�!s (P0) > 0; atunci câmpul scalar ' creşte într-o vecin¼atate a lui P0 dup¼a direçtia şi

sensul lui �!s :
b) Dac¼a

d'

d�!s (P0) < 0; atunci câmpul scalar ' descreşte într-o vecin¼atate a lui P0 dup¼a direçtia şi
sensul lui �!s :
Teorema 1: (expresia derivatei dup¼a o direçtie în coordonate carteziene):

Fie ' : D � R3 ! R, ' 2 C1 (D). Atunci ' admite derivate dup¼a orice direçtie �!s în orice
P0 2 D: În plus, dac¼a �!s = �

�!
i + �

�!
j + 

�!
k ; �; �;  2 R este versor, atunci
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d'

d�!s (P0) = �
@'

@x
(P0) + �

@'

@y
(P0) + 

@'

@z
(P0) : (2)

Teorema 2: (expresie a derivatei dup¼a o direçtie):
Fie ' : D � R3 ! R, ' 2 C1 (D) şi P0 2 D: Fie �!n versorul normalei la suprafaţa de nivel S în

punctul P0. Atunci, pentru orice
�!s -un alt versor cu originea în P0, cu � = \��!n ;�!s �;

d'

d�!s (P0) =
d'

d�!n (P0) cos � (3)

Observa̧tia 4:c) Dintre toate direçtiile cu originea în P0; direçtia în raport cu care derivata
lui ' este maxim¼a este direçtia normalei.

Exerci̧tiul 1: Fie:
a) ' (P ) = 2x2 � 4y + z; P0 (0; 1; 2) ;

�!
l =

�!
i � 2�!j + 3�!k ; �!s este versorul lui �!l ;

b) ' (P ) = xyz; P0 (�1; 1; 2) ;
�!
l =

�!
i + 2

�!
j + 4

�!
k ; �!s este versorul lui �!l :

S¼a se determine derivata câmpului scalar ' în P0 dup¼a direçtia vectorului versor al lui
�!
l ;
d'

d�!s (P0) :
S¼a se studieze dac¼a într-o vecin¼atate a punctului P0, câmpul scalar ' creşte sau descreşte dup¼a

direçtia lui �!s .
S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de nivel pe care se a�¼a P0:

Rezolvare.
a)
�!l  =q12 + (�2)2 + 32 = p14) �!s = 1p

14

�!
i � 2p

14

�!
j +

3p
14

�!
k :

' 2 C1
�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = 4x;

@'

@y
(P ) = �4; @'

@z
(P ) = 1;

Conform (2))
d'

d�!s (P0) =
1p
14

@'

@x
(0; 1; 2)� 2p

14

@'

@y
(0; 1; 2) +

3p
14

@'

@z
(0; 1; 2) =

=
1p
14
(4 � 0)� 2p

14
(�4) + 3p

14
(1) =

11p
14
:

Deoarece
d'

d�!s (P0) =
11p
14
> 0 ) câmpul scalar creşte într-o vecin¼atate a P0 dup¼a direçtia şi

sensul lui �!s :
Ecuaţia suprafȩtei de nivel pe care se a�¼a P0 este
2x2 � 4y + z = 2 � 02 � 4 � 1 + 2:
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b)
�!l  = p12 + 22 + 42 = p21) �!s = 1p

21

�!
i +

2p
21

�!
j +

4p
21

�!
k :

' 2 C1
�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = yz;

@'

@y
(P ) = xz;

@'

@z
(P ) = xy;
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Conform (2))
d'

d�!s (P0) =
1p
21

@'

@x
(�1; 1; 2) + 2p

21

@'

@y
(�1; 1; 2) + 4p

21

@'

@z
(�1; 1; 2) =

=
1p
21
(1 � 2) + 2p

21
((�1) � 2) + 4p

21
((�1) � 1) = �6p

21
:

Deoarece
d'

d�!s (P0) =
�6p
21
< 0 ) câmpul scalar descreşte într-o vecin¼atate a P0 dup¼a direçtia

şi sensul lui �!s :
Ecuaţia suprafȩtei de nivel pe care se a�¼a P0 este
xyz = (�1) � 1 � 2:
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Exerci̧tiul 2: Fie
�!r (P ) = x�!i + y�!j + z�!k vectorul de pozi̧tie a unui punct P (x; y; z) ;
�!c = c1

�!
i + c2

�!
j + c3

�!
k un vector constant unitar;

' (P ) = �!c � �!r (P ) un câmp scalar.
S¼a se veri�ce c¼a derivata dup¼a o direçtie arbitrar¼a unitar¼a �!s = s1

�!
i + s2

�!
j + s3

�!
k a câmpului

scalar ' nu depinde de punctul P (x; y; z), ci doar de �!s :
S¼a se calculeze derivata lui ' (P ) dup¼a direçtia �!c :
Rezolvare. ' (P ) =

�
c1
�!
i + c2

�!
j + c3

�!
k
�
�
�
x
�!
i + y

�!
j + z

�!
k
�
= c1x+ c2y + c3z;

' 2 C1
�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = c1;

@'

@y
(P ) = c2;

@'

@z
(P ) = c3:

Conform (2))
d'

d�!s (P ) = s1
@'

@x
(P ) + s2

@'

@y
(P ) + s2

@'

@z
(P ) = s1c1 + s2c2 + s3c3 =

�!c � �!s -nu depinde de P:

d
��!c � �!r �
d�!s (P ) = �!c � �!s :

�!s = �!c ) d'

d�!c (P ) = c1c1 + c2c2 + c3c3 =
�!c � �!c =

�!c 2 :
Mai mult, deoarece

d'

d�!c (P ) > 0) câmpul scalar creşte într-o vecin¼atate a unui P dup¼a direçtia

şi sensul lui �!c 6= �!0 .

De�ni̧tia 3: Fie ' : D � R3 ! R, ' 2 C1 (D). Se numeşte gradientul câmpului scalar ' în P0 2 D
vectorul din V3 :

grad' (P0) =
d'

d�!n (P0)
�!n ; (4)
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unde �!n este versorul normalei la suprafaţa de nivel S0 în punctul P0:
Observa̧tia 5. a) (gradientul ca vector normal) Gradientul lui ' într-un punct este ortog-
onal pe suprafa̧ta de nivel a lui ' în acel punct; putând � folosit la a construi un vector
normal la o suprafaţ¼a. În ipoteza c¼a grad' (P0) 6= 0; un versor normal la suprafa̧ta de nivel în P0
este

�!n = 1

kgrad' (P0)k
grad' (P0).

b) (gradientul proiectat pe un versor) Deoarece
d'

d�!s (P0) = grad' (P0) �
�!s = pr�!s grad' (P0) ;

rezult¼a c¼a derivata dup¼a direçtia unui versor într-un punct este proieçtia scalar¼a a
gradientului pe acel versor.
c) (gradientul şi direçtia celei mai rapide varia̧tii) Deoarece

d'

d�!s (P0) = grad' (P0) �
�!s ;

calculând derivata dup¼a direçtia versorului gradientului, �!n = 1

kgrad' (P0)k
grad' (P0), se obţine

d'

d�!n (P0) = grad' (P0) �
�

1

kgrad' (P0)k
grad' (P0)

�
=
kgrad' (P0)k2

kgrad' (P0)k
= kgrad' (P0)k > 0:

Se deduce c¼a direçtia gradient este o direçtie de creştere a câmpului scalar '; iar direçtia
opus¼a este una de descreştere. Mai mult este direçtia celei mai rapide creşteri/ descreşteri,
conform Teoremei 2 şi a Observaţiei 4c):
d) Deşi gradientul poate � dat în termeni de coordonate (vezi Teorema 3), el este invariant în
raport cu transform¼arile ortogonale.
Teorema 3: (expresia gradientului unui câmp scalar în coordonate carteziene):

Fie ' : D � R3 ! R; ' 2 C1 (D) : Atunci ' admite gradient în orice punct P0 2 D şi

grad' (P0) =
@'

@x
(P0)

�!
i +

@'

@y
(P0)

�!
j +

@'

@z
(P0)

�!
k (5)

Notând cu r operatorul Hamilton de derivare parţial¼a

r = @

@x

�!
i +

@

@y

�!
j +

@

@z

�!
k ;

se poate scrie formal
grad' (P ) = r' (P ) ;8P 2 D:

Exerci̧tiul 3: Fie câmpurile scalare
a) ' (P ) = x3 + 3x2 + 4xy + y2 + xz � z2; b) ' (P ) = xyzex+y+z;
c) ' (P ) = f (x; xy; xyz) ; f 2 C1

�
R3;R

�
:

S¼a se calculeze gradienţii câmpurilor scalare într-un punct arbitrar P ; apoi, pentru a), b), în
P0 (1; 1; 1). S¼a se scrie ecuaţia suprafȩtei de nivel în P0 şi s¼a se determine un versor normal la
suprafaţ¼a în P0:
Rezolvare. a) ' 2 C1

�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = 3x2 + 6x+ 4y + 0 + z � 0;

@'

@y
(P ) = 0 + 0 + 4x+ 2y + 0� 0;

@'

@z
(P ) = 0 + 0 + 0 + 0 + x� 2z;
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Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) =
�
3x2 + 6x+ 4y + z

��!
i + (4x+ 2y)

�!
j + (x� 2z)�!k :

Mai mult grad' (P0) = r' (P0) = 14
�!
i + 6

�!
j ��!k :

Suprafaţa de nivel ce trece prin P0 (1; 1; 1) ; determinat¼a de acest câmp are ecuaţia:
' (P ) = ' (P0), x3 + 3x2 + 4xy + y2 + xz � z2 = 9:
Suprafaţa de nivel (în P0 (1; 1; 1)) şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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Un versor normal la suprafaţa de nivel în P0 este versorul vectorului grad' (P0) ;
�!n (P0) =

1

kgrad' (P0)k
grad' (P0) :

Aici �!n (P0) =
1q

142 + 62 + (�1)2

�
14
�!
i + 6

�!
j ��!k

�
=

1p
233

�
14
�!
i + 6

�!
j ��!k

�
este versor

normal la suprafaţa de nivel în P0: Direçtia lui (aceeaşi cu a gradientului) este una dup¼a care
câmpul scalar creşte într-o vecin¼atate a lui P0; chiar este direçtia celei mai rapide creşteri.
b) ' 2 C1

�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = yzex+y+z + xyzex+y+z;

@'

@y
(P ) = xzex+y+z + xyzex+y+z;

@'

@z
(P ) = xyex+y+z +

xyzex+y+z;

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) = ex+y+z
�
yz (1 + x)

�!
i + xz (1 + y)

�!
j + xy (1 + z)

�!
k
�
:

Mai mult grad' (P0) = r' (P0) = e3
�
2
�!
i + 2

�!
j + 2

�!
k
�
:

Suprafaţa de nivel ce trece prin P0 (1; 1; 1) ; determinat¼a de acest câmp are ecuaţia:
' (P ) = ' (P0), xyzex+y+z = e3:
Suprafaţa de nivel (în P0 (1; 1; 1)) şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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Un versor normal la suprafaţa de nivel în P0 este versorul vectorului grad' (P0) ;
�!n (P0) =

1

kgrad' (P0)k
grad' (P0) :
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Aici �!n (P0) =
1q

(2e3)2 + (2e3)2 + (2e3)2
e3
�
2
�!
i + 2

�!
j + 2

�!
k
�
=

1p
3

��!
i +

�!
j +

�!
k
�
este ver-

sor normal la suprafaţa de nivel în P0: Direçtia lui (aceeaşi cu a gradientului) este una dup¼a care
câmpul scalar creşte într-o vecin¼atate a lui P0; chiar este direçtia celei mai rapide creşteri.
c) Se noteaz¼a:

u : R3 ! R; u (P ) = x; v : R3 ! R; v (P ) = xy;w : R3 ! R; w (P ) = xyz:
Sunt funçtii din C1

�
R3;R

�
; atunci ' 2 C1

�
R3;R

�
; cu

@'

@x
(P ) =

=
@f

@u
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

@u

@x
(P )+

@f

@v
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

@v

@x
(P )+

@f

@w
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

@w

@x
(P ) =

=
@f

@u
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � 1 + @f

@v
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � y + @f

@w
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � yz:

@'

@y
(P ) =

=
@f

@u
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

@u

@y
(P )+

@f

@v
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

@v

@y
(P )+

@f

@w
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

@w

@y
(P ) =

=
@f

@u
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � 0 + @f

@v
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � y + @f

@w
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � xz:

@'

@z
(P ) =

=
@f

@u
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))�@u

@z
(P )+

@f

@v
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))�@v

@z
(P )+

@f

@w
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))�

@w

@z
(P ) =

=
@f

@u
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � 0 + @f

@v
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � 0 + @f

@w
(u (P ) ; v (P ) ; w (P )) � xy:

Conform (5))
grad' (P ) = r' (P ) =
@f

@u
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

�
1
�!
i + 0

�!
j + 0

�!
k
�
+
@f

@v
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

�
y
�!
i + y

�!
j + 0

�!
k
�
+

+
@f

@w
(u (P ) ; v (P ) ; w (P ))

�
yz
�!
i + xz

�!
j + xy

�!
k
�
:

Exerci̧tiul 4: S¼a se calculeze gradienţii câmpurilor scalare:
a) grad r;b) grad

��!c � �!r � ;c) grad f (r) ;
unde �!r (P ) = x�!i + y�!j + z�!k 6= �!0 vectorul de pozi̧tie a unui punct P (x; y; z) ; r =

�!r  ;
�!c = c1

�!
i + c2

�!
j + c3

�!
k este un vector constant, iar

f 2 C1 (]0;1[ ;R) ;
d) S¼a se determine f 2 C1 (]0;1[ ;R) astfel încât

�!r � grad f (r) = r2;8�!r = x�!i + y�!j + z�!k 6= �!0 ; unde r =
�!r 

Rezolvare. a) ' (P ) = r (P ) = r (x; y; z) =
p
x2 + y2 + z2;' 2 C1 (D) ; cu

@'

@x
(P ) =

xp
x2 + y2 + z2

;
@'

@y
(P ) =

yp
x2 + y2 + z2

;
@'

@z
(P ) =

zp
x2 + y2 + z2

;

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) = 1p
x2 + y2 + z2

�
x
�!
i + y

�!
j + z

�!
k
�
=

1�!r (P )�!r (P ) :
Deci grad r =

1�!r �!r
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Suprafaţa de nivel (în P0 (1; 1; 1)) şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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b) ' (P ) = �!c � �!r (P ) = c1x+ c2y + c3z; ' 2 C1
�
R3
�
; cu

@'

@x
(P ) = c1;

@'

@y
(P ) = c2;

@'

@z
(P ) = c3;

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) = c1
�!
i + c2

�!
j + c3

�!
k = �!c :

Deci grad
��!c � �!r � = �!c

Suprafaţa de nivel (în P0 (1; 1; 1)) şi câmpul de gradienţi (în general) au reprezentarea:
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c) ' (P ) = f (r (P )); r 2 C1 (D) ; atunci ' 2 C1 (D) ; cu
@'

@x
(P ) =

df

dr
(r (P )) � @r

@x
(P ) = f 0 (r (P ))

xp
x2 + y2 + z2

:

@'

@y
(P ) =

df

dr
(r (P )) � @r

@y
(P ) = f 0 (r (P ))

yp
x2 + y2 + z2

:

@'

@z
(P ) =

df

dr
(r (P )) � @r

@z
(P ) = f 0 (r (P ))

zp
x2 + y2 + z2

:

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) = df

dr
(r (P ))

1p
x2 + y2 + z2

�
x
�!
i + y

�!
j + z

�!
k
�
= f 0 (r (P ))

1

r (P )
�!r (P ) :

Deci grad (f (r)) = f 0 (r)
�
1

r
�!r
�
:

d) Conform a) şi c) )
�!r � grad f (r) = r2 , �!r �

�
f 0 (r)

1

r
�!r
�
= r2 , f 0 (r)

1

r
�!r � �!r = r2

�!r 6=�!0,r 6=0, f 0 (r) = r:

Se obţine: f (r) =
r2

2
+ c; r 2 ]0;1[ ; c 2 R.
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Exerci̧tiul 5: Se d¼a câmpul scalar ' (P ) = x2y + y2z + z2x:
a) S¼a se g¼aseasc¼a suprafaţa de nivel ce trece prin P0 (2; 1;�1) ; determinat¼a de acest câmp.
b) S¼a se determine versorul normalei în punctul P0 la suprafaţa de nivel g¼asit¼a.
Rezolvare. A se vedea Curs.
Exerci̧tiul 6: Se d¼a câmpul scalar ' (P ) = x3 + y3 + z3 � 3xyz: În ce puncte ale spaţiului direçtia
vectorului grad' este paralel¼a cu axa Oz?
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 7: Se d¼a câmpul scalar ' (P ) = ln
�

1

r (P )

�
, unde r (P ) =

q
(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2 6=

0: În ce puncte ale spa̧tiului are loc egalitatea

kgrad' (P )k = 1p
a2 + b2 + c2

?

Rezolvare. ' (P ) = f (r (P )) ; unde f (r) = ln
�
1

r

�
= � ln r; r 2 C1 (D) ; atunci ' 2 C1 (D) ; cu

@'

@x
(P ) =

�1
r (P )

� @r
@x
(P ) =

�1
r (P )

� x� aq
(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2

:

@'

@y
(P ) =

�1
r (P )

� @r
@y
(P ) =

�1
r (P )

� y � bq
(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2

:

@'

@z
(P ) =

�1
r (P )

� @r
@z
(P ) =

�1
r (P )

� z � cq
(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2

:

Conform (5)) grad' (P ) = r' (P ) =
=

�1
r (P )

1q
(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2

�
(x� a)�!i + (y � b)�!j + (z � c)�!k

�
=

=
�1
r (P )

1

r (P )
�
�
(x� a)�!i + (y � b)�!j + (z � c)�!k

�
:

kgrad' (P )k = 1p
a2 + b2 + c2

, 1

r4
� r2 = 1

a2 + b2 + c2
, r2 = a2 + b2 + c2 ,

(x� a)2 + (y � b)2 + (z � c)2 = a2 + b2 + c2- o sfer¼a în spaţiu, centrat¼a în (a; b; c) şi raz¼ap
a2 + b2 + c2: O reprezentare pentru (a; b; c) = (1;�1; 2) este:

4
2

4

4
x

2

4

0

y
2

0
2

2

0z

4

4
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