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SEMINAR NR. 5, REZOLVARI
Matematici Speciale, ATA

3. Functii complexe de o variabila complexa f: A CC — C
3.1. Functii complexe de o variabila complexa. Definitii, limita, continuitate.

Definitia 1 Se numeste functie complexd de o variabila complexd orice functie
[:ACC—Cf(2) =u(z,y) +jv(z,y),
unde, pentru Vz = z +jy,u: A CR? - Rsiv: A C R?2 — R sunt functii reale de o variabils
pereche de numere reale. Se noteaza cu Re (f) = u si Im (f) = v respectiv partea reald a functiei
f si coeficientul partii imaginare a functiei f.
Teorema 1. Fie functia
JiACCHC, f(2) = ulw,y) +jv(ey).
a) Functia f admite limitd in 29 = zg + jyo € A’ daci si numai daca functiile u: A C R? — R i
v:ACR? = R admit limit in (29,yo) . In acest caz,
lim f(z) = lim u(z,y) +]j lim v(z,y);
=20 (z,y)—(z0,y0) (z,y)— (20,0
b) Functia f este continud in zyp = xo + jyo € A (respectiv pe A) dacd gi numai daca functiile

u:ACR? - R, v: ACR?— R sunt continue in (zg,yo) (respectiv pe A).

3.2. Functii complexe de o variabila complexi. Functii monogene, functii olomorfe,
functii intregi. Teorema Cauchy-Riemann

De precizat cd, dacd A C C este deschisd atunci AN A" = Asicd A= D C C este domeniu
daca este multime deschisa si conexa.
Definitia 1. a) Fie f: ACC — Csizg € ANA". f are derivatd in zy dacd
. z)— f (% _ _
3 gim LB =G0 et oy T U fooe)
z—20 zZ— 29
Daca limita anterioara exista si este in C, f este derivabila sau monogena in zg.

b) Fie A C C o multime deschisa i f: A C C — C. f este derivabila sau olomorfa pe A daca este
derivabila in Vzy € A. Se noteazd cu H (A) multimea tuturor functiilor olomorfe pe A.
c) f: A=C — C este intreaga daci este olomorfa pe A = C.
Teorema 4. (Cauchy-Riemann, CNS de monogeneitate) Fie D C C un domeniu si 29 € D.
Fie functia

f:DCC—C, f(Z) :u($7y)+jv($7y>7zzx+jy~
Functia f este monogena in zg = xg + jyo dacd si numai daca

(i) functiile w : D CR? — R, v: D C R? — R sunt diferentiabile in (z, yo) ;

ou P
or (an yO) = EM (.%'0, yo)
(ii) au loc conditiile Cauchy-Riemann 8112 y@v

7 (%0,10) = 9 (z0,%0)

In caz de monogeneitate,

ou . Ov
f'(z0) = % (0, y0) +J e (zo,%0)| _ Ou

0 o, 0 )
= 87;; (x0,%0) —J 575 (%0, y0) = 87: (x0,y0) +J 87; (%0, 90) -
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Observatii, teoreme si exemple atagate - A se vedea Curs.
Corolar 1.Fie D C C un domeniu si zg = zg + jyo € D. Fie functia
FiDCT—C, f(z)=ulmy)+iv(@y),z=z+]y.
Daca
(i) functiile v : D C R? - R, v : D C R? — R admit derivate partiale intr-o vecinitate V a
punctului (zg,yo) € D,

(i)’funcgiilegz:ngﬁR,gu:VQD—>R,?9:::V§D—>R,gZ:VgD—ﬂRsunt

continue in punctul (xg,yo) € D,
(ii) au loc conditiile Cauchy-Riemann in zp,
atunci f este monogena in z.
OObservatia 2. Existd functii f pentru care v si v admit derivate partiale si verifici conditiile
Cauchy-Riemann si care nu sunt glonogene in zg. De exemplu, a se vedea Curs cu zg =04 0] si
2 —
FiC—C, f(z) = S 7(2), dacd z € C\ {0}

Z
0, daca z=0

OExercitiul 1. Functia f : C — C, f (z) = |2| nu este derivabild in niciun punct din C.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 2. Sd se determine punctele 2y € C in care functia
fiCoCf(2)=2242-2-2(3)°-22—-3%
este monogena si sa se calculeze in acele puncte derivata sa.
Rezolvare. Fiez =z +jye C=2zZ=o—jysi
f(2) = (2® =y +2jzy) +2® +y* — 2 (2 =y — 2jay) —2(x +jy) — (x —jy) =
= (022 + 2y* — 3z) +j (6zy — y) =
u:R? = R u(z,y) =2y? — 3z;v: R2 — R,v (x,y) = 62y — .
Se aplicd Teorema Cauchy-Riemann: f este monogend in zg = zg +jyo € C =
(i) functiile u, v sunt diferentiabile in (g, yo) (sunt in V (z9, yo), ca functii polonomiale)
(ii) au loc conditiile Cauchy-Riemann

ou ( ) Ov ( )
Zo,Yo) = Zo, Yo _
oz 5} —3 =06z9—1 1
% ) = -2 (o { o= o) = oo = (4o
— (x =——(x
ay 05 Y0 O 05 Y0
Deci punctul zg = —% + j -0 este singurul punct de monogeneitate pentru f. Mai mult,

au 1 . a'U 1 3
f'(z0) =5, (=500 +i50 (25:0) = (Blay=(-3.0) I Oley)=(-10) = =3

Comentariu: a) Exista functii f care au 0, 1,2, ..., o infinitate de puncte de monogeneitate.

b) Functiile f care au legea de asociere depinzand de Z pot avea 0,1, 2, ..., o infinitate de puncte
de monogeneitate dintr-o multime inchisa (de exemplu punctele unei drepte); nu sunt olomorfe pe
o multime deschisa.

Teorema 5. (de tip Cauchy-Riemann, CS de olomorfie) Fie D C C un domeniu si functia
f:D cC—-C, f(Z) :u($7y)+jv($vy>7zzx+jy~

Daca
(i) functiile v : D C R?2 — R, v: D C R? — R admit derivate partiale pe D;
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ou v
oz (z,9) EM (z,9)
(ii) au loc conditiile Cauchy-Riemann pe D, 8i %v ,V(x,y) € D.

atunci functia f este olomorfa pe D.
In caz de olomorfie,

ou ov 8u 6
/ _ vt . YY _
ov L ou ov .
—@(m,y)—J@(x,y)—@(x, y) + ( y),Vz=z+jy € D.

Exercitiul 3. Sa se determine a,b, c,d € R astfel incat urmatoarele functii sa fie functii olomorfe
pe C (intregi). S& se determine legea de asociere a f in functie de z si functia derivatd f’.
a) f:C—C,f(z)=x+ay+jlbr+cy),z=2+jyecC
b) f:C —C, f(2) =2+ avy + by? + (cx2+dxy—|—y2) ,z=x+jyeC
c) [:C—C,f(z) =(chy+ashy)cosz+j(chy+bshy)sinz,z=z+jyecC
Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Fie u:R? - R, u(z,y) = 22 + axy + by*;v : R2 — R, v (z,y) = cx? + day + 2.
eSe determind a, b, c,d € R, impunand ca functia f sa fie olomorfa pe domeniul D = C =

(i) functiile u, v si fie diferentiabile pe R?- sunt, deoarece admit derivate partiale pe R? si
acestea sunt continue-independent de a, b, ¢, d.

(ii) s aibi loc conditiile Cauchy-Riemann pe R?

2z + ay = dx + 2y 2=dsia=2

{ az + 2by = — (2cx + dy) V(oy) eR® = { a=—2csi2b=—d elo=2b=—-lc=-1d=2
eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.

f(2) =2 4+ 2zy —y® + (2% + 22y + 7).
modul 1. Grupand z =12 +jy si observand ci 2% = (z —i—Jy) =22 -y +2jay =

f)=a® -y +2jay —j(2® —y* +2jay) = (1 -)) 2?
modul 2. Folosind regula, pentru f olomorfa:

(2 2
f(z)= (x +2zy —y ){ x inlocuit cu z

y inlocuit cu 0

x inlocuit cu z

y inlocuit cu 0
=22422-0-224j(—224+22-0+0%) = (1 —j)2*

eSe determina f’ in functie de z.

modul 1. Din Teorema Cauchy-Riemann=-

ou . O0v .
f,(Z) = % (CU,y) +J37:E(‘T7y) = 2(1 _J)Z‘
modul 2. Deoarece f olomorfa pe D =

)= (@) =20 )
c) Se reaminteste:

Y 1Y Y_ oY
chy:% sishy = ¢ 26
Fie v : R? — R,u (z,y) = (chy + ashy)cosx;v : R? — R, v (x,y) = (chy + bshy) sin z.
eSe determind a,b € R, impunand ca functia f sa fie olomorfd pe domeniul D = C =

(i) functiile u, v si fie diferentiabile pe R?- sunt, deoarece admit derivate partiale pe R? si
acestea sunt continue-independent de a, b.
(ii) s aibi loc conditiile Cauchy-Riemann pe R?

+J (—x2+2xy+y2)‘{

,Vy € R. ’ch'y:shy si sh’y = chy,Vy ER.‘
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2
(Shy+achy)cosq;:_((Chy+bshy)cosx) ,V(x,y)eR =

{ (Ch y+a sh y) =sh Y+ bch Yy V ( ) e R2 (chy,shy)sunt li;;ar independente

{ — (chy+ashy)sinax = (shy + bchy)sinz

shy+achy=—chy—bshy
—1=bsi —a=1 B L
:>{ G —1gil=—b ={a=-1,b=-1
eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.
f(2) = (chy —shy)cosz +j(chy — shy)sin.

Y4 e Y_ eV
modul 1. Grupand z = x + jy si observand ca chy = % sishy = ¢ 26 ,Vye R =
f(z)= (ey‘gefy — ey_2€7y> (cosz +jsinz) = e Y (cosz 4 jsinz) = e Y17 = (l@Hy) = ¢z,

S-a folosit | €* = €TV = ¢% . &l¥ = e (cosy + jsiny),Vz =z +jy € C
modul 2. Folosind regula, pentru f olomorfs:

f(z) = ((Chyshy)cow)l{

x inlocuit cu z
y inlocuit cu 0

z inlocuit cu z

y inlocuit cu 0

= (ch0 —sh0)cosz+j(ch0 —sh0)sinz = cosz + jsinz = e

jz iz iz _ iz

De precizat ca |cosz = % §isinz = % vz e C.
J

eSe determind f’ in functie de z.

modul 1. Din Teorema Cauchy-Riemann=-

0 .0 ) . .
F'(2) = 5 @)+ 5 (@,y) = (chy — shy) (~sin) +] (chy — shy) (cosz) = jel
modul 2. Deoarece f olomorfa pe D =

d . .
f'(z) = . (ejz) =jel”.

+j((chy —shy) sinx)]{

Exercitiul 4. Sd se determine functia
[:C—C,f(2)=u(z,y)+jv(z,y),z=2+]jy € C astfel incat:
-f sa fie functie olomorfa pe C (intreagd);
-functia g : C — C, g (2) = v (z,y) + ju (z,y) si fie olomorfd pe C (intreags);
SO =1+,

Rezolvare. Se impune ca f si fie functie olomorfa pe C (intreagd)=-
(i) functiile u, v si fie diferentiabile pe R?;

ou ov
(ii) sd aibd loc C-R pt. u 8£ y@v VY (z,y) € R2.

aiy ($7y) = _% (xay)
Se impune ca g sa fie functie olomorfa pe C (intreagid)=
(i) functiile v, u si fie diferentiabile pe R?;

ov ou
(ii) s& aiba loc C-R pt. v ({ﬁ yau VY (z,y) € R2.

Din cele doud seturi de conditii Cauchy-Riemann se obtine:

=0

gu =0 V(z,y) ER? =



Gabriela Grosu / Matematici Speciale )

u:R? — R,u(x,y) = c1, unde c; € R este o constanta.

ov
g% V(z,y) €R? =

v:R? - R,v(x,y) = c2, unde c3 € R este o constanta.

Atunci toate functiile f = u + jv cu proprietatea cd f este functie olomorfa pe C (intreagd) si
g = v+ ju este olomorfd pe C (intreagd) sunt de forma

f:C=Cf(2)=c1+]jc,VzeC
unde ¢; € R si co € R sunt constante.

fA+j)=14+j=ca+jeo=1+j=>c1=1sica=1.

Deci singura functie ce verifica cerintele din enunt este

f:C=C,f(2)=1+4j,VzeC.
Comentariu: Functiile olomorfe f pentru care functia g, cu w si v interschimbate, este olomorfa
sunt doar functia constanta de la exercitiul precedent.

Definitia 4. Fie A o multime deschisi si u: A C R? — R. u este functie armonicid pe A daci

(i) functia v admite derivate partiale de ordinul al doilea pe A.
2 2

.. .. O%u 0“u
(ii) se verificd 92 (x,y) + o2 (z,y) =0,V (z,y) € A.

Au(z,y)

Teorema 6. (CN de olomorfie) Fie D C C ~ R? un domeniu. Daci f = u +jv € H (D) si
u,v € C(D) atunci u si v sunt functii armonice pe D.

Teorema 7. Fie D C C ~ R? un domeniu simplu conex. Dacg u : D C R? — R este functie
armonicd pe D, atunci existd o functie v : D C R? — R astfel incat functia

JiDCC—C, f(2)=ulwy)+iv(@y),z=a+iy

sa fie olomorfd pe D (adicd existd f € H (D) care sd aiba functia u drept parte reald). Functia
v se determind local sau prin rezolvarea unui sistem de ecuatii cu derivate partiale sau prin formulele

8 Yy
o (z,y) = /3 (0t | 5 ) dy oo (2,9) = /a () de+ [ 2% (20, y)dy.

oz

Yo

Exercitiul 5. Sd se determine functia si derivata functiei
f+DCC—C, f(2)=u(xy) +jv(v,y),z=2+]jy€D
astfel incat f sa fie olomorfd pe domeniul D si
a) D=C;u(z,y) =e ¥ cos2y + 2,V (x,y) € D; f(0) =
Rezolvare. etapa 1 Se verificd o conditie necesara (si suficientd cand D este simplu conex) pentru
ca si existe o functie olomorfa f incit w sa fie partea ei reald, si anume v sa fie armonica.
D = C ~ R? este multime deschisi.
eFunctia v admite derivate partiale de ordinul al doilea pe D.

8 0 0
au :R?> - R, 671; (z,y) = I (e*% cos 2y + 2;13) = —2e" % cos 2y + 2.
(9u ou 0
'R?2 5 R, — = — (e7* cos2y + 2x) = —2e 2% sin 2y.
gg — R, 832(33, Y) aya(e cos 2y + :c) e *sin 2y
322952 :R? - R, g; (z,y) = % (—2e72% cos 2y + 2) = 4e™ 2" cos 2y.
U u . o
Ela—y2 :R? S R, 92 (z,y) = ay (—26_29” sin 2y) = —4e %% cos 2.
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Pu . *u
dzdy * m
eSe verifica: Au(x,y) = O u (x,y) + @(l‘ y) =0,V (z,y) € D.
ox? oy? T

etapa 2 Se determind f = u+jv € H (D), adica se determind v astfel incat f sa fie olomorfa pe D.
f=u+jveH(D)= fsatisface conditiile Cauchy-Riemann=-

Analog exista

ou ov o

5, @Y =5 (2.9) 2 (@,y) = — (—2e~2 sin 2y)

6i yav ,V(Zﬂ,y)GD@ 3%' ,V(l’,y)GD
5 @Y =5 (@,y) oy (z,y) = —2e~ 2" cos 2y + 2

eSe determina coeficientul partii imaginare v pentru f
modul 1. Se determlna o functie v: D C R? — R a.i.

(z,7) = 2e"%"sin 2y
gv 72 ,V(z,y) € D.
x,y) = —2e % cos 2y

modul 1.1 (1.1)| J()dz = f 9 (:p,y) dr = [ (2¢7**sin2y) dz,V (z,y) € D =
-+ o) V(o) €Dl () =
= Y

constanta in raport
cu variabila de integr. x

x ebte var.

v (z, 2 (sin 2y) &

de 1ntcg1 are

gu (z,y) Y CET 2 (cos 2y) - 2+ ¢ (y), ¥ (z,y) € D

de derivare 2
Se inlocuieste (1.2) =
—2e % cos 2y +2 = 25 (cos 2y) -2+ ¢ (y) ¥ (z,y) €D = ¢ (y) =2,V (z,y) € D| [ (-)dy =
o (y) =2y+c1,V(z,y) € D,¥Ye, € R.
Deci v (z,y) = —e 2¥sin 2y + 2y + c1,V (z,y) € D, Ve; € R sunt toate functiile v, multimea lor
fiind indexat& dupa constanta cy.

modul 1.2 (1.2)| [ () dy = [ gz (z,y)dy = [ (—2e " ** cos2y + 2) dy,V (z,y) € D =

var. ~ 0
v(z,y) PO gem2e i 4oy 4 ¥ (x) V() € Do~ () =
de integrare —— ox
constanta in raport

cu variabila de integr. y
ov . .
oo () DL e B2 (19) 1044/ (@), (a,y) € D

Se inlocuieste (1.1) =
%e—2% sin 2y = _2€f2xsm22y€*293.(— )—}—w ( ) (J} y) eD= w ( ) 0, V(,@y) c D| f() dr =

Y (x) =0+ co,V(x,y) € D,Veg € R.
Deci v (z,y) = —e 2 sin 2y + 2y + c2,V (z,y) € D,Vca € R sunt toate functiile v, multimea lor

fiind indexat& dupa constanta cs.
Omodul 2. Se foloseste v (z,y) = fxo g (t,yo) dt + fy (z,t)dt,V (z,y) € D =

« Ou
v(z,y) = xoa (t,90) dt—i—fy u t)dt,V(x,y)ED:>
v(z,y)=— xmo (—2e2!sin 2yo) dt + " Y (—2e %" cos2t + 2) dt =
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_ t=x . _
= — (—2% sin QyO) + (—26’2””—“52'f + 2t) E:y =
P t=zg =Yo

—e 727 sin 2yg + e~ 270 sin 2yp — e 2% sin 2y + e 2% sin 2y + 2y — 2y =
= —e 2sin2y + 2y + (6_2960 sin 2yo — 2y0).

=ceR
eIndiferent de mod, s-au gasit toate functiile

v(z,y) = —e sin2y + 2y +c,V(z,y) € D,c€R,
pentru f =u+jv € H(D).
eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.

f:C=C,f(2)= (6_2“”0082y+2m) +j (—e_2msin2y+2y+c) ,z=z+jy€ D,ceR.
modul 1. Grupand z =z + jy si observand ca

f(z) =€ (cos(=2y) +jsin(—2y)) +2(z +jy) +jc=e ¥ +22+jc,z=x+]jye D,ceR.
modul 2. Folosind regula, pentru f olomorfa:

f(z>==(e‘2$cos2y-%2x)({

z inlocuit cu z
y inlocuit cu 0

x inlocuit cu z

y inlocuit cu 0
= (6*22 cos 0 + 2z) +j (—6*22 sin0+ 0+ c) =e 24+ 22+je

eSe determina f’ in functie de z.

modul 1. Din Teorema Cauchy-Riemann=-

0 .0 . .
£z = S () 3 o0 (9) = ((cos2y) €2 (~2) +2) 4 (—sin2y) ™2 (~2) 4 040) =
=e 2% (-2)+2.
modul 2. Deoarece f olomorfd pe D =
d
[(z) = - (e +2z+jc) =e 2 (-2) + 2.
eSe impune f(0) =1=e’+0+jc=1=c=0.
Deci functia f =u + jv € H (D) ce are u = Re f si verifica f (0) = 1 este
f:C—C, f(2) =e %42z

+j (—e " sin2y + 2y + ¢) ‘{

1
b) D =C\{0};u(z,y) = 5In (2* +¢?) + 22—,V (z,9) € D.
Rezolvare. etapa 1 Se verificd o conditie necesara (si suficientd cand D este simplu conex) pentru
ca sa existe o functie olomorfa f incit u sa fie partea ei reald, si anume wu sa fie armonica.
D =C\ {0} ~R?\ {(0,0)} este multime deschis.
eFunctia v admite derivate partiale de ordinul al doilea pe D.

ou ou 0 (1 x
— — =—(=In(2?+¢? - = —=— .
Hax D—>R,ax(x,y) o (2 n (22 +y?) + 2z y> x2+y2+2

ou ou 0 (1 Y
3—:D—>R,— =—(zIn(22+y})+22 -y )| = — 1.

2 2 1 2 2\ 2 0 2 2
QQZDH[&@(%?A:E T 19) = (2* +9%) x(2x+ ): x +y2'
O O Ou \a? +y? (a2 + ) (22 +4?)

2 2 1 2 2\ _ 0 2 2,2
aagzDﬂR,aZ’(m,y)za(zy2>: (= +9°) y(2+ y) _ o« v
dy dy oy \z2+vy (22 + 2) (22 + 32)
Analog exista “u si O

& 0xdy ° Oydx’
2 2

eSe verificd Au (x,y) = g;; (z,y) + gyl; (z,y) =0,V (z,y) € D.

etapa 2 Se determina f = u+jv € H (D), adica se determina v astfel incat f sa fie olomorfa pe D.
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f=u+jveH(D)= fsatisface conditiile Cauchy-Riemann=-
ou ov ov Y

7(1‘,y):7(1‘,y) 7(55'72/):_ 2 2+1
o N V(z,yeD=3 O Tty , Y@weD
@(x7y)__%(xay) Fy(%y)—m‘*‘
eSe determind coeficientul partii imaginare v pentru f
modul 1. Se determin o functie v : D C R? — R a.i.
Ov Y
. 9o vy , V@weD
(12) G @9) = 5 +
modul 1.1 (1.1)| [ (-) dz = fgz (z,y)dz = [ <_a:2—3|/—y2 + 1> dz,¥ (z,y) € D =
v(z )xes&var'—larct izt (y) v (x )GD\Q():
Y de integrare yy & Yy LO F/y ’ 4 83/

constanta in raport
cu variabila de integr. x

ov y este var. 1 —X
@(x7y dOd(?‘ivarc_ . 2f2+0+90/(3/)7v(3773/)€D
1+ (2)

Se inlocuieste (1.2) =

P s +¢' (y),V(z,y) €D= ¢ (y)=2,Y(z,y) € D| [ ()dy =

¢(y) =2y +c1,V(z,y) € D,Vey €R.
x

Deci v (x,y) = —arctg — + 42y +¢1,V (z,y) € D,Ve; € R sunt toate functiile v, multimea lor
Yy

fiind indexatd dupa constanta c;.
ov T
dul 1.2 (1.2 d — dy = ———+2])d D
modul 1.2 (1.2)[ [ (*) y:fay(x,y) y f<x2+y2+ > Y,V (z,y) € D =

este var. ]. a
viay) VU g aretg Y 42y + ¥ (@) V(ey) e Dl () =

de integrare X
constanta in raport
cu variabila de integr. y

ov T este var. 1 -y /
i = - .2 W eD.
ox (x, y de derivare 2 2 + w (IB) ’ (117, y)

1+ (2
Se inlocuieste (1.1) =
Y -y
—m—Fl = W+¢'(w),‘d(m,y) eD=7v¢ (z)=1,V(z,y) €D| [ (-)dz =

Y (x) =x+co,¥(z,y) € D,Vea € R.
Deci v (z,y) = arctgg +2y+x+c2,V(z,y) € D,Vea €R
T
sunt toate functiile v, multimea lor fiind indexata dupa constanta cs.

modul 2. Se foloseste v (z,y) = fa:o g (t Yo) dt + fy U (x,t)dt,¥ (z,y) € D =

z Ou
v(z,y) = roa (t,y0) dt—l—fy xt)dtV( y) € D=

_ = Yo y i _
v(x,y)—fm <_t2+y§ —|—1> dt + " <x2+t2 —|—2> dt =




Gabriela Grosu / Matematici Speciale 9

1 t = 1 t =
= <—y0 arctg — + t> + <:c arctg — + 275)
Yo Yo t=x9 T T t=yo
T T
= —arctg — +x+arctg—0 —az:o—l—arctgg +2y—arctg@ — 2y =
Yo Yo z T

:arctg%+x+2y— (arctg:?ﬁ))+$o+2y0>7v($,y) €D.

=—ceR

eIndiferent de mod, folosind arctgg + arctg% = g, s-au determinat toate functiile
v(z,y) = arctg% +z+2y+c,V(z,y) € D,ceR,
pentru f =u+jv € H(D).
eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.
f:C—=C,f(2)= (%ln(w2+y2) +2w—y)+j <arctg%++x+2y+c) ,z=x+jy € D,ceR.
modul 1. Grupand z =z + jy si observand ca
f(2) = (nv/a?+ o2 +jarctg L) +2 (@ +jy) +i (e +jy) +c
= (LngZ)C—FQZ—{—jZ—I—C,mZ:.’L'-ijGD,CGR,
unde (Logy, 2)¢ cu ramura k = 0 va fi definit ulterior.
modul 2. Folosind regula, pentru f olomorfa:

f(z)= (éln(x2+y2)+2x—y)|{

+] (arctg% + 4z 4+ 2y + c)

z Inlocuit cu z

y inlocuit cu 0 y inlocuit cu 0

{ z inlocuit cu z
= (Logp 2)c +22+jz+c.
eSe determind f’ in functie de z.

modul 2. Deoarece fi olomorfa pe D =
d . 1 .
fi(2) = 5((Logkz)c+22+l]z+c) = ;—1—24—3.

c) D=Csu(z,y) =€ (rcosy —ysiny),V(z,y) € D si f(0) =0.

Raspuns. f(z) = ze®.

Od) D=C\{0};u(z,y) = (2% +9?) ,V (z,y) € D, unde ¢ este o functie de doud ori derivabil,
de o forma ce trebuie determinata.

Rezolvare. Se noteazi r (z,y) = 22 + 32,V (x,y) € D si se observi ci

r(z,y) >0,V (z,y) € D; 32; (z,y) = 2z, 3& (z,y) = 2y.

dy
Se cautd u = ¢ (r), adicd u (z,y) = ¢ (r (x,y)), notand:
p_de p_d¥
¥ = dfﬂP =
r

etapa 1 Se verificd o conditie necesara (si suficienta cand D este simplu conex) pentru ca sa existe
o functie olomorfa f incat u sa fie partea ei reald, si anume u sa fie armonica. De fapt se determina
@ astfel incat u sa fie armonica.

elFunctia v admite derivate partiale de ordinul al doilea pe D.

SO0 D CR SR 2 (00) = o (o (59) = 5 0) S (00) =
o ¢ (r(z,y)) - 23;8,\7(9;,;;) S % J P
375, DR 2R G (my) = 5 (o (@ y) = o (r () 5 (@) =

= 90/ (T(.T,y)) 2y,V(£L’,y) €D.
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2u 2u
ﬂ?gxg:ZgR%R,%m,y):iwwx,y))-m:

(e G @) 2t ) 2=

= G (r () (22 + ¢ (7 (29)) - 2,¥ (2,5) € D.
22 per R 21,y ﬁ( () - 29) =
o2 T Dy P AT,y Y

=(df,(r(ary g ) 2y + ¢ (r(x,y)) - 2=

= (@) ()4 ¢ (7 0) 2, () € D)
Analog exista si Pu

Gccay Gyax

eSe impune si se verifice Au ( )—@( )—I—@( )=0,V(z,y) € D&
e 1Impune sa se verifice Au (x,y = 92 T,y 92 z,y) =0,V (z,y
@ (r(@,y) - (20) + (29)°) + ¢ (r (w,9)) - 4= 0,¥ (w,9) € D

()" (r)-r+¢ (r) =0,V (z,y) €D
Este o ecuatie diferentiald de ordinul 2, cu r > 0 variabila independenta si functia necunoscuta

()& (@ (r)r)=0,vr>0[[()dr=¢'(r) 1=0+c;,Vr >0,c; ER=
o (r) = E,VT >0,c1 € ]R‘ J()dr=¢(r)=cilnr+cy,Vr > 0,c1,c0 €R
eDeci toaterfuncgiile armonice de forma
u(z,y) =¢ (2?2 +y?),V(z,y) € D|sunt

U(.’,U,y) :Clln (1‘24‘1/2) +C2av($7y) ED,Cl,CQ eR

etapa 2 Se determind f = u+jv € H (D), adica se determind v astfel incat f sa fie olomorfa pe D.
f=u+jveH(D)= fsatisface conditiile Cauchy-Riemann=-

S \0Y)= Y 7 \LY)=—C—F5——>5
gi a%v V(z,y) € D& gg 5622;_ y? V(z,y) € D
Fy(mvy):_%(l‘ay) afy(m,y)zqm

eSe determina coeficientul partii imaginare v pentru f
modul 1. Se determini o functie v : D C R? — R a.i.

ov B 2y
(1.1) or (z,y) = _Clm

V(z,y) € D.
Ov 2z ’ ’
1.2) = =
modul 1.1 (1.1)| [ (-)dz = f@(aj y)de = [ —c127y dz,V(z,y) € D =
MoGu 2.2 or 22 + 42 ’ )
o(2,y) “FE 9, -yt arctg © 4 (y) V(zy) e D2 ()=
Y de inggrare ! yy gy &,yd ’ Y 83/

constanta in raport
cu variabila de integr. x

@( ) yest;var. —201

8y ©Y de derivare T 2
14 (=
Y

Se inlocuieste (1.2) =

'%+0+w’(y),v(m,y> eD
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2x €T
l‘2+ 2:201 2_|_ 2+¢,(y)7v($)y)€D:>

gp()—O Y (x,y) eD\f Ydy = ¢ (y) =0+ c3,Y (z,y) € D,Vez € R.
Deci v (z,y) = —2¢1 arctg — 4¢3,V (z,y) € D,Ves € R sunt toate functiile v, multimea lor fiind
Yy

&1

indexata dupa constanta csg.

v
modul 1.2 (1.2) [ () dy = fa—( =[a1—5—— o dy,V( y) €D =
yeste var. 1 Yy g .
v(z.y) iegrare 20170 ATCtg 1#(%') V(z,y) € Dl o- () =

constanta in raport
cu variabila de integr. y

v T este var. 1 -y !
£ 2¢1 —— . 2 _ D.
ox (:E?y) de derivare 611+ (y)Q 72 0+¢ (x),V(x,y) €

Se inlocuieste (1.1) =

_Clm = QClwny +¢' (x),Y(z,y) € D =
Y (z) =0,V (z,y) € D| [ (")dz = ¥ (x) =0+ ca,V (z,y) € D,Veqg € R.
Deci v (z,y) = 2¢1 arctg% + ¢4,V (2,y) € D,Vey € R sunt toate functiile v, multimea lor fiind
indexata dupa constanta cy4.
eIndiferent de mod, s-au gasit toate functiile
v(x,y) =2¢ arctgg +¢3,V(x,y) € D,c3 € R,
pentru f =u+jv € H:B(D).
eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.
f:DCC—C, f(2)= (clln(:c2+y2) —1—02) +j (2clarctg%+C3) ,
z=x+jy€D,cr123€R.
modul 1. Grupand z =z + jy,
f(z) =2 <In V2?2 +y? + jarctg %) +co+jeg =
=2¢ci (Logp 2)c +ca+jes,z=x+jy € D,c1,c2,c3 €R,
unde (Logy, 2)¢ cu ramura k = 0 va fi definit ulterior.
modul 2. Folosind regula, pentru f olomorfa:

_ 2, .2 : Yy _
f(z)= (Cl In (‘T +y ) + 02)|{  inlocuit cu z +J (201 arctg T T cg)‘{ z inlocuit cu z

y inlocuit cu 0 y inlocuit cu 0
= 2c1 (Logy, 2)¢ + c2 + j cs.
eSe determind f’ in functie de z.

modul 2. Deoarece fi olomorfa pe D =
d . 1
fi(2) = o (2¢1 (Logp 2)c +ca+jc3) = 201;.
Comentariu: Functiile olomorfe f care au Re f (z,y) = ¢ (ac2 +y2)- o functie depinzand de

L. . 2 .. .
variabilele legate prin |z|° sunt doar de forma celor de la exercitiul precedent, ramuri de Log.
(chiar dacd z — |z| este o functie care nu este monogend in niciun punct).

Teorema 8. Fie D C C ~ R? un domeniu simplu conex. Daca v : D C R2 — R este functie
armonici pe D, atunci existd o functie u : D C R? — R astfel incat functia
f:DCC—C, f(z)=u(xy) +jv(r,y),z=2+]y
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si fie olomorfd pe D (adicd existd f € H (D) care si aiba functia v drept coeficientul partii
imaginare). Functia u se determind local sau prin rezolvarea unui sistem de ecuatii cu derivate
partiale sau prin formulele

Yov

Y ov T ov
u(z,y) /a (x,y0) e (z,y) dy|sau U(fv,y)—/ gy(w,y)dw— o (w0, y) dy.
xo

Exercitiul 6. S& se determine functia si derivata functiei
f:DCC—C,f(2)=u(z,y)+jv(z,y),z=x+jy € D,
astfel incat f sa fie olomorfa pe domeniul D si
2) D =C\{0};v(wy) = e siny — 5.V (e,9) € D; [ (1) =
a > 0 este un parametru real ce va fi determinat.
Rezolvare. etapa 1 Se verificd o conditie necesara (si suficientd cand D este simplu conex) pentru
ca sa existe o functie olomorfa f incat v sa fie coeficientul partii ei imaginare, si anume v sa fie
armonica.
D =C\ {0} ~R2\ {(0,0)} este multime deschisa.
eFunctia v admite derivate partiale de ordinul al doilea pe D.

81) ov 0 _ y
8 D — R, . (iU;y):&C(eaxsm@/—M):
0(z2+y%) —y(2z+0 2
= acsiny — ) y(gx )Zae‘”csinerig?V(x,y)eD.
(22 +y?) (22 4+ y2)
ov ov 0 y
d—:D >R, — = = (eginy— —72 | =
oy — ’8y (m,y) By (e siny x2+y2>
(22 +9%) —y(0+2 2
= e cosy — (x y) y(2 y)—e“mcosy— Y ¥ (2,y) €D
(22 + y?) (2 4+ y?)
0% 0% N 2zy
o = R (o) = g (o0 )
2y (22 + 2)* — 2ay - 2 (a2 2z + 0 9% — 62
= a’e" siny + v +v) il (4 +y) ot ):aQemsiny-ﬁ-yi&:ga
(22 +y?) (22 4+ y2)
V(z,y) €D
0? 92 9 2 _ .2
HJDHR7J(;U’Z/):7 eaxcosy_:viyZ —
y? 0y? y (22 + 12)
) 2 2\2 2 2) .9 (22 2) (042 23 — 622
__eaISiny—( v) (1‘ +y) (x / )4 (x Ty )( +2y) :—e‘””smy—yi(jmga
(22 +y?) (22 + y?)
Y (z,y) € D.
v . 0%

Analog exista 920y si By
. 0?v 0?v
eSe impune Av (x,y) = 92 (x,y) + o2 (z,y) =0,V (z,y) € D =

2-1=0%"¢=1.

etapa 2 Se determind f = u + jv € H (D), adicd se determind u astfel incat f si fie olomorfd pe
D.
f=u+jveH(D)= f satisface conditiile Cauchy-Riemann=-
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6u( ) 81)( ) au(:ry)—excosy z? — 12

oo (Ty) = - (1Y or 7T (2 4 2)2

gg(x )_%v(x VeweDb=yon Ery), N\ Y@y eD
gy WY =gy 0¥ gy =Y =T\t e e

eSe determind partea reald u pentru f

modul 1. Se determins o functie u : D C R? — R a.i.
1) 2 ) = ereony - ¥

x,y) =e*cosy — ————

Oz (a2 +y?)*

ou . 2xy
1.2) 2 (2, y) = — e*siny + ——F
(12) 5t ) = = (e siny e

modul 1.1 (cu grad mai ridicat de dificultate)

22— g2
(1.1)] [ () d= :>f xy)dxzf(excosy—M)dw,V(m,y)eD.

) ,V(z,y) € D.

Se calculeaza separat

2 2 2 2 2
2 —y (% +y?) — 2y 1 1
(z +y)8 (% +9?) y (% +9?)
2 2
— ($ +y ) =2z
Se observa ca %‘T < 1 ) B 2
) Or \ 22 + 32 1_ (;)32+y)2
T _ d :cebte var. L+ "
! (y) f $2 + y2 * de 1ntegra1e Y arcte Yy + Cl
T (y) f 1 dx z este var. 1 4 (I + y2) - 41‘2 2 1 4 f 2
2 = _— = _— = —
(;1?2 +y )2 de intogralc 4y2 (.%'2 + y2)2 4y2 2 $2 +y )
1 1 1 0 1 integrare prin parti
N y2 1 f y )2d$_?1—1 (y)—i_ryzfzr% <$2+y2>dx in rap&t cux
1 1 2:U 1 1 1 T
-7 9l de= T B

2 1(y) + 42 12+ 2 4y2 J 24yt T g2 1(y) + 22 22 + 42 T

Atunci
1 1 T T ~

I(y) =T (y) - 2¢° (2y211 (y)+2y2'M> ST ptes

:Eest;var. e \v4 EDQ ) =
wlo) JE (cosy) et 4 T o) V(@) €Dl 5 ()

constanta in raport
cu variabila de integr. x

ou y este var. . . 0- (Ilfz + yz) - (0 + 2y) ,
BT/ (z,y o domre & (—siny) + o y2)2 +¢' (y),¥(z,y) € D
Se inlocuieste (1.2) =

. 2xy ) —x (2y
— (emsmy—k W) =e” (—smy) + (x2_|_(yQ))2 —i—go/(y),V(:I:,y) eD=

¢ (y) =0,Y(z,y) € D| [ ()dy = ¢ (y) =0+ c1,¥(z,y) € D,Ve1 € R.
Deci u (z,y) = (cosy) - €* + % +c1,Y(x,y) € D,Ve; € R sunt toate functiile u, multimea
24y

lor fiind indexatd dupa constanta cq.
modul 1.2 (cu grad de diﬁcultate mediu)

v o 2xy
(1.2)] [ (- dy:>f xy)dyz—f(e smy—i—M)dy,V(x,y)eD.
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9, 9
- —9
99 (22 +9?) =2y
3( 1 >__2y
oy \22+y2) (22 +y?)
2y 1
% Vdy= —
\ f< ($2+y2)2 ’ 2% +y?

y este var. . 1 v 8
= N eD|— ()=
“ (x7 y) de integrare e cosy+x 22 + y2 + L/} (,-/x) ’ (LL’, y) ‘ oz ( )

constanta in raport
cu variabila de integr. y

ou x este var. 1 (1'2 + y2) —x (2.17 + 0) ,
— (z, < V(z,y) € D
oz (:E y) de derivare ¢ cosy + ($2 + y2)2 +¢ (x) (x y)
Se inlocuieste (1.1) =
2 .2 72
o® —y +y’

efcosy — ——— :ewcosy+7+¢ (z),V(z,y) € D =

(22 +12)° (22 +y2)?

Y (z) =0,V (z,y) € D| [ (-)dz = ¢ (x) = ¢,V (z,y) € D,Vez € R.
Deci u (z,y) = e* cosy + % +c2,V (z,y) € D,Vea € R sunt toate functiile u, multimea lor
T Yy
fiind indexatd dupa constanta cs.

Omodul 2. Se foloseste u (,y) = f:ro g (t,yo)dt + fy (x,t)dt,V (z,y) € D =

ov y Ov
u(z,y) = fxoa (t,yo) dt — W By (x,t)dt,V (z, y)ED
w3 {teosn L Y o (ersimer 2 Y=
0 (2 + 42)° (22 +12)
t t=x t:y
= (el cosyo + ) - (e‘” cost + x) =
( 2+ y% t=x0o 24t t=yo

= <e cos yo + > e cos yg + o )—I—(ewcosy%—xl>—<excosyo+x1) =
2+y0 23+ 2 z? + g2 z2 + Y3

:<ezcosy+ 2+y> <e 9 cosyg + oj‘y ),V(:c,y)eD.

~

-~

=—ceR
eIndiferent de mod, s-au gasit toate functiile

Y) = — + ¢ ,y) € Dyc e R,
u(z,y)=e cosy+x2+y2+c (z,y) c
pentru f =u+jv e H(D).

eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.

f:DCC—C, f(z)= <e$cosy+$2j_y2+c) +j<6$sinyw2$y2>,z:m+jy€D,

ceR.
eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.
modul 1. Grupand z = z + jy si observand c&
. rT—]y 1 :
f(z) :e:v(cosy+3s1ny)+m—1:ez+;—1,z:x+JyGD.
modul 2. Folosind regula, pentru f olomorfa:
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(o Lz o
) = <e COSy+m2+y2 1)‘{ 2 inlocuit cu z <e Sy

y inlocuit cu 0

1
=e+-—1

z
eSe determina f’ in functie de z.
modul 2. Deoarece f olomorfi pe D =

d 1 1
! [ — z —_ — —eF — —
f(z) = 7 (e +Z 1) e’ 5.

1
eSe impune f(1+j-0) =e= <e cos 0 + [ >+J <e 81n0—0> =e

e+tl+c=e=c=-1

¥
:c2+y2 {

12 + 02

Deci unica functie f =u+jv € H(D) cuv dat si cu f(1+j-0) = e este
x . . Yy

:DCC—=C = | e” — 1 o - .

f CC—C f(2) <e cosy—l—gﬁ_i_y2 >+J<€ siny :z:2+y2)

b) D =C\{0};v(z,y) =In(2? +y°) + 2 —2y,V (2,y) € D.
Rezolvare. etapa 1 Se verifica o conditie necesara (si suficienta cand D este simplu conex) pentru
ca sd existe o functie olomorfa f incat v sa fie coeficientul partii ei imaginare, gi anume v si fie

armonica.
D =C\ {0} ~R?\ {(0,0)} este multime deschis.

eFunctia v admite derivate partiale de ordinul al doilea pe D.

15

x inlocuit cu z
y inlocuit cu 0

=

v v 2x
Ela*:DHR,@(%?J):a(ln($2+y2)+az—2y)ZW—FI,V(x,y)eD,
ov ov o %
oy PR, = (n(@®+y?) +2-2) = —2 D.
gy P Rg (@) 8y(n(ac +y%) + 1z —2y) Zyp V@) e
g 2 2 (22 +42) — 22 (22 +0 9.2 2
387219 Razz)(xy) 2 2x2+1 _ (:13+y) :132(:1:+): 2x+2y27
Ox ox Ox +y (22 + y2) (@2 1 ?)
Y (z,y) € D.
*v 2 2 (22 +42) — 2y (0+2 29,2
82/ 8 8 x4 +y ($2—|—y2) («T2+y2)
Y (x,y) € D.
Analog exista 0% i v
X .
s 8zdy * Bydw
e veriiica Av (x,y _8362 X,y 83/2 z,y) =0, x,y .

etapa 2 Se determind f = u + jv € H (D), adicd se determind u astfel incat f si fie olomorfd pe

D.
f=u+jveH(D)= fsatisface conditiile Cauchy-Riemann=-
O ay) = 2 () M ) = 5y -2
5, (@y) =5 (=, 9 BV =g e
gi ay@v V(z,y) €D = 8$ v
o ) = — g (@) )= (s

eSe determing partea reald u pentru f
modul 1. Se determini o functie u: D C R? — R a.i.
ou 2y
1.1) — = — 7 —2
(D) 5 @) = o

V(xz,y) € D.
ou 2z ’
1.2) & = (== +1
125 @) =~ (ez +1)
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modul 1.1 (1.1)| [ (-) dz = ng(m,y) dr = [ <$22+yy2 —2> dz,V(z,y) € D =

T este var. 1 T 0
u(@,y) ntegrare Yy ATCtE L — 2 + v (y) (z,y) € D| oy ()=
constanta in raport

cu variabila de integr. x

8 ste var. 1 —X
ay) YOS e T 04 (y) Y (2,y) €D

8y wY de derivare T 2
1+ (2)
Y

Se inlocuieste (1.2) =
2z

— +1 - v eD=
.'L‘2+y2+ $2+y2 +§0 (y)7 (‘Tay>
o' (y) ==LV (z,y) €D [ (Vdy = ¢ (y) = —y + 1,V (2,y) € D,¥ey €R.
Deciu(az,y):2arctg£—2x—y+cl,V(:c,y)ED,VqER
Y

sunt toate functiile u, multimea lor fiind indexatd dupa constanta c;.

ou 2x
y este var. 1 Y 0
LV _gp= z_ D] = (.
u(@y) igrare 20 A8~y ¥ () V(zy) €Dl 5 ()=

constanta in raport
cu variabila de integr. y

ou T este var. 1 —Y
2 o) ™ g TV 04y (@) V(@) € D

ox y de derivare 1+ (Q)Q
xr

Se inlocuieste (1.1) =
2y 2y
_9_
S m2+2+w<> V(o
77Z),() QV(QS’y €D|f dl':>1/1():—2$+CQ,V($,y)ED,VCQER.
-2 arctg = —y—2x+c,V(x,y) € D,Veo € R sunt toate functiile u, multimea
x

,Y) € D =

Deci u (x,y) =
lor fiind indexata dupa constanta cs.

modul 2. Folosim u (z,y) = fxo g (t,y0) dt—|—fy u (x,t)dt,¥ (z,y) € D =

(x,t)dt,V (z,y) € D. =

z Ov y OV
u (m,y) = f:po @ (tvy[)) dt — y a

T 2yo 2z
u(:r,y):fxo <t2—|—y8_2>dt_ yzé <x2+t2+1>dt:

1 t = 1 t
= <2y0 arctg — — Qt) + (—2£E arctg — — t)
Yo Yo t=x9 z €T t=yo
= <2 arctg z 2:0) — (2 arctg o _ 2:co> + (—2 arctg L. y) — <—2 arctg % _ yo) =
Yo Yo z T

= (—2arctgg —y — 21:) - (—Qarctgyo — Yo — 2330>7V(37ay) eD.
T Lo

=—ceR

eIndiferent de mod, folosind arctg z + arctg y_ g, s-au gasit toate functiile
Yy T

t=y
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u(z,y) = —2arctg%—y—2m+c,V(x,y) € D,ceR,

pentru f =u+jv € H(D).
eSe scrie legea de asociere a f in functie de z.

f:DCC—C, f(2) = (—Qarctg%—y—%—i-c) +j(n (22 +y?) +2-2y),z2 =z +jy €
D,ceR.
modul 1. Grupand z =z + jy si observand ca

f(z)=2] (ln\/x2+y2+jarctgy> +ilz+jy) —2(@+jy)+c=

=2j (Logg 2)¢ + (j —2)z+c,xz:a:+jy e D,ceR.

unde (Logy, z)¢ cu ramura k = 0 va fi definit ulterior.
modul 2. Folosind regula, pentru f olomorfa:

f(z)= (—2arctgi—y—2:c+c>‘{

x Inlocuit cu z
y inlocuit cu 0

x inlocuit cu z +i (ln (332 + yz) tr- 2y)|

y inlocuit cu 0 {
=2j(Loggz)c+(—-2)z+c.

eSe determind f’ in functie de z.

modul 2. Deoarece fi olomorfd pe D =

FL(2) = (2§ (Log )+ (-2 2 +6) =22+ (1-2).

c) D = C;v(z,y) = 2xy,Y (z,y) € Dsi f(0) =0.
Riaspuns. f(z) = 22

d) D =C;v(z,y) =2? —y?> +ay,V(x,y) € Dsi f(0) =0.
1—j ,
—Z".

Raspuns. f(z) = 5

1
e) D:(C\{ZEC;Rez:(),ImzSO};v(x,y):3+x2—y2—§x2:{y2,

V(z,y) € Dsi f(2)=0.
1
Raspuns. f(z) :j22+;—%(1+8j).

OExercitiul 7. S& se determine functia
[+DCC—C f(z)=u(z,y)+jv(z,y),z=2+]jy€eD
astfel incat f sa fie olomorfd pe D si
a) 2zy - u(z,y) + (3% — 22) v (2, y) + 22y (22 +1%)° = 0,Y (z,y) € D.
Indicatie. Se folosesc conditiile Cauchy-Riemann gi derivari partiale ale ecuatiei.

OExercitiul 8. Si se determine functia
[+DCC—C f(z)=u(z,y)+ijv(z,y),z=x+]jyeD
astfel incat f sa fie olomorfa pe D si

sin (2z)
a) U(.’,U,y) - er —1—6729 _ 2C082£B,V($’y) € D.

Rezolvare. Metodele de la exercitiile precedente sunt greoaie. Se folosegte
{ f(z) =u(z,y)+jv(z,y) :>{ 2u(z,y) = f(2)+ [ (2)
f(z) =u(z,y) —jov(z,y) 2jv(z,y) = f(2) = [ (2)
2+Z z2—=Z\ sin (z + Z) reguli de calcul
2 7 2j ) e~ i(z=2) 4 ei(2=2) — 2cos (2 + 2) B

2 (z,y) :2u<
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sin (z + z) sin(z4+%) _
:2 = - 5 t t .
2cos(z —%) —2cos(z+%) 2sinzsinz 2 (ctgz +ctg?)

[ 2u(a,y) = f(2)+F ) . .
Atunci { 2u (2, ) = %(ctgz—f—ctg?) = f(2)= sctgz+aj,aeR.



