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SEMINAR NR. 8, REZOLV¼ARI
Matematici Speciale, AIA

4: Şiruri de funçtii complexe cu valori complexe
5: Serii de funçtii complexe cu valori complexe

5:1: Serii de funçtii complexe cu valori complexe. Convergeņt¼a. Teorema de transfer de
m¼arginire, de existeņt¼a a limitei, de continuitate, de derivabilitate, de integrabilitate asupra

funçtiei sum¼a
5:2: Serii de puteri de numere complexe

Observa̧tie. Noţiunile de serie de puteri de numere complexe, Teorema Cauchy-Hadamard, oper-
aţii cu serii de puteri, seria geometric¼a- A se vedea Curs. Se va utiliza, de la seria geometric¼a:

(�) 1 + z + z2 + :::+ zn + ::: = 1

1� z ;8z 2 C cu jzj < 1

În (�) ; din z  �z )

(�1) 1� z + z2 + :::+ (�1)n zn + ::: =
1

1 + z
;8z 2 C cu j�zj < 1; adic¼a jzj < 1

În (�) ; din z  �z2 )

(�2) 1� z2 + z4 + :::+ (�1)n z2n + ::: =
1

1 + z2
;8z 2 C cu

���z2�� < 1; adic¼a jzj < 1
5:3: Dezvoltarea în serie Taylor a unei funçtii complexe cu valori complexe

Teorema 5:3:1 (Taylor): Fie D � C un domeniu simplu conex şi f : D � C! C: Dac¼a f 2 H (D)
(deci 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe D); atunci, pentru orice cerc  = C (a; r) � D şi
pentru orice z 2 �(a; r) = fz 2 C; jz � aj < rg ; f este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe o vecin¼atate
a punctului a ("în jurul" lui a), adic¼a

f (z) = f (a) +
f 0 (a)

1!
(z � a) + f

00 (a)

2!
(z � a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(z � a)n + :::; 8z 2 �(a; r) (1)

f (z) = f (a) +
1P
n=1

f (n) (a)

n!
(z � a)n ;8z 2 �(a; r) : (10)

De precizat c¼a an =
f (n) (a)

n!

�
=

1

2� j

Z


f (�)

(� � a)n+1
d�

�
sunt coe�cienţii dezvolt¼arii lui f în serie

de puteri naturale ale z � a:
Observa̧tie. Pentru dezvolt¼arile ulterioare- A se vedea Curs:
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ez = 1 +
1

1!
z +

1

2!
z2 + :::+

1

n!
zn + :::; 8z 2 C sau (2)

ez = 1 +
1P
n=1

1

n!
zn;8z 2 C: (20)

cos z = 1� 1

2!
z2 +

1

4!
z4 + :::+

(�1)n

(2n)!
z2n + :::;8z 2 C sau (3)

cos z = 1 +
1P
n=1

(�1)n

(2n)!
z2n;8z 2 C: (30)

sin z =
1

1!
z � 1

3!
z3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::; 8z 2 C sau (4)

sin z =
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1;8z 2 C: (40)

ch z = 1 +
1

2!
z2 +

1

4!
z4 + :::+

1

(2n)!
z2n + :::;8z 2 C sau (5)

ch z = 1 +
1P
n=1

1

(2n)!
z2n;8z 2 C. (50)

sh z =
1

1!
z +

1

3!
z3 + :::+

1

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::;8z 2 C sau (6)

sh z =
1P
n=0

1

(2n+ 1)!
z2n+1;8z 2 C. (60)

((1 + z)�)k = 1 +
�

1!
z +

� (�� 1)
2!

z2 + :::+
� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))

n!
zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1 (8)

((1 + z)�)k = 1 +
1P
n=1

� (�� 1) (�� 2) ::: (�� (n� 1))
n!

zn;8z 2 C cu jzj < 1 (80)

(Log (1 + z))k = 2k� j +
1

1
z +

�1
2
z2 + :::+

(�1)n�1

n
zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1; k 2 Z sau (13)

(Log (1 + z))k = 2k� j +
1P
n=1

(�1)n�1

n
zn;8z 2 C cu jzj < 1; k 2 Z (130)

Exerci̧tiul 1. S¼a se dezvolte în serie Taylor dup¼a puterile lui z funçtia
f : C! C; f (z) = sin3 z.

Rezolvare. Utilizarea direct¼a a formulei (1) din teorema Taylor nu este posibil¼a, din cauza lipsei
unei reguli imediate de scriere pentru f (n) (0) :

Se ştie:

(4) ; (40) sin z =
1

1!
z � 1

3!
z3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 + ::: =

1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1;8z 2 C

Utilizarea în f (z) = (sin z) (sin z) (sin z) a formulei (4) ; (40) nu este posibil¼a, din cauza di�-
cult¼aţii de calcul pentru un produs de trei serii.

Se va folosi o combinaţie liniar¼a de serii, provenind din folosirea formulei:

sin 3z = 3 sin z � 4 sin3 z ) f (z) = sin3 z =
3

4
sin z +

�1
4
sin 3z;8z 2 C:
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Conform (4) ; (40), pe domeniul de PC/SC se schimb¼a variabila z  3z )

sin 3z =
1

1!
(3z)� 1

3!
(3z)3 +

1

5!
(3z)5 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
(3z)2n+1 + ::: =

=
3

1!
z � 3

3

3!
z3 + :::+

(�1)n 32n+1
(2n+ 1)!

z2n+1 + ::: =
1P
n=0

(�1)n 32n+1
(2n+ 1)!

z2n+1;

8z 2 C cu 3z 2 C, deci z 2 C:
Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen dou¼a serii, se poate înmuļti o

serie cu un scalar nenul)
f (z) =

3

4
sin z +

�1
4
sin 3z =

=
3

4

�
1

1!
z � 1

3!
z3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 + :::

�
+
�1
4

�
3

1!
z � 3

3

3!
z3 + :::+

(�1)n 32n+1
(2n+ 1)!

z2n+1 + :::

�
=

=
3

4

1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1 +

�1
4

1P
n=0

(�1)n 32n+1
(2n+ 1)!

z2n+1 =

=
1

1!

�
3

4
+
�1
4
3

�
z � 1

3!

�
3

4
+
�1
4
33
�
z3 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!

�
3

4
+
�1
4
32n+1

�
z2n+1 + ::: =

=
1P
n=0

�
3

4
+
�1
4
32n+1

�
(�1)n

(2n+ 1)!
z2n+1;8z 2 C:

Exerci̧tiul 2. Se d¼a funçtia multivoc¼a
f : C! P (C) ; f (z) = (Log z)C :

S¼a se dezvolte în serie Taylor în jurul lui a = � j ramura lui f pentru care fk (1 + j) = 1
2 ln 2� j

7�
4 ,

cu t¼aietura T = Ox+:
Rezolvare. Se determin¼a ramura pentru care fk (1 + j) = 1

2 ln 2� j
7�
4 : Deoarece

1 + j
t�2[0;2�[ cu T=Ox+

=
p
2
�p

2
2 + j

p
2
2

�
=
p
2
�
cos �4 + j sin

�
4

�
)

se determin¼a k 2 Z a.î.
(Log (1 + j))k = ln

p
2 + j

�
�
4 + 2k�

�
; k 2 Z

(Log (1 + j))k =
1
2 ln 2� j

7�
4

�
) �

4 + 2k� = �
7�
4 ) k = �1:

S-a obţinut (Log z)k=�1 = ln jzj+ j (arg z � 2�) :
Direct, se observ¼a c¼a este o ramur¼a olomorf¼a pe C n T (deci 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n
pe C n T ); şi în particular în a = � j : De menţionat c¼a T este o t¼aietur¼a ce uneşte punctele critice
logaritmice 0 cu 1C:

� j = 1
�
cos 3�2 + j

3�
2

�
;
1

� j = j;
1

(� j)2
= �1; 1

(� j)3
= � j; 1

(� j)4
= 1; :::

fk (z) = (Log z)k=�1 fk (� j) = (Log (� j))k=�1 = ln 1 + j
�
3�
2 � 2�

�
= ��

2 j

f 0k (z) = z
�1 f 0k (� j) = j

f 00k (z) = �1z�2 f 00k (� j) = �1 � (�1)
f 000k (z) = (�1) (�2) z�3 f 000k (� j) = (�1) (�2) � (� j)
f
(4)
k (z) = (�1) (�2) (�3) z�4 f

(4)
k (� j) = (�1) (�2) (�3) � (1)

::: :::

f
(n)
k (z) = (�1)n�1 (n� 1)!z�n f

(n)
k (� j) = (�1)n�1 (n� 1)! jn

::: :::
Atunci f este dezvoltabil¼a în serie Taylor pe �(� j; R) şi

f�1 (z) = ��
2 j +

j

1!
(z + j) +

1

2!
(z + j)2 +

�2 j
3!

(z + j)3 + :::+
(�1)n�1 (n� 1)! jn

n!
(z + j)n + :::;

8z 2 �(� j; R) :
Se determin¼a raza de convergenţ¼a a seriei de puteri ale z � 0 :
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� = lim
n!1

n

vuut�����(�1)n�1 jnn

����� = lim
n!1

n

s���� 1n
���� = 1) R = 1; 9�1 = lim

n!1

�����(�1)n�1 jn+1n

���������(�1)n jnn+ 1

���� =
n+ 1

n
= 1

) R = 1:
Se aplic¼a Teorema Cauchy-Hadamard.
�Seria este absolut convergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz + jj < 1.
�Seria deste divergent¼a, pentru 8z 2 C cu jz + jj > 1.
�Pentru z 2 C cu jz + jj = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat; nu se va
studia aici. Deci

(Log z)k=�1 = ��
2 j +

j

1!
(z + j) +

1

2!
(z + j)2 + :::+

(�1)n�1 jn
n

(z + j)n + :::;8z 2 C cu jz + jj < 1;

(Log z)k=�1 = ��
2 j +

1P
n=1

(�1)n�1 jn
n

(z + j)n ;8z 2 C cu jz + jj < 1:

x

y

Exerci̧tiul 3: S¼a se dezvolte în serie de puteri ale lui z funçtiile

a) f : D � C! C; f (z) =
1

z5 � 1; b) f : D � C! C; f (z) =
z + 1

z � 1;
Rezolvare. Se foloseşte seria geometric¼a

(�) 1

1� z = 1 + z + z
2 + :::+ zn + :::;8z 2 C cu jzj < 1.

Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna
termen cu termen dou¼a serii şi se poate înmuļti o serie cu un scalar nenul.

a) f (z) =
1

z5 � 1 =
�1
1� z5

(�)
=

cu z z5
�1
�
1 + z5 +

�
z5
�2
+
�
z5
�3
+ :::+

�
z5
�n
+ :::

�
= �1+

1P
n=1

(�1) z5n;

8z 2 C cu
��z5�� < 1; adic¼a jzj < 1:

b) f (z) =
z + 1

z � 1 =
z � 1 + 2
z � 1 = 1� 2 1

1� z
(�)
= 1� 2

�
1 + z + z2 + :::+ zn + :::

�
= �1+

1P
n=1

(�2) zn;

8z 2 C cu jzj < 1.

Exerci̧tiul 4: S¼a se dezvolte în serie de puteri ale lui z � 1 funçtiile
a) f : D � C! C; f (z) =

z

z + 2
;b) f : D � C! C; f (z) =

z

z2 � 2z + 5;
Rezolvare. Se foloseşte seria geometric¼a

(�) 1

1� z = 1 + z + z
2 + z3 + :::+ zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1.

Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna
termen cu termen dou¼a serii, şi se poate înmuļti o serie cu un scalar nenul.
A dezvolta f (z) dup¼a puterile lui z � 1 înseamn¼a a dezvolta g (!) dat¼a ulterior dup¼a puterile lui
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! = z � 1:
a) f (z) =

(z � 1) + 1
(z � 1) + 3 ) g (!) =

! + 1

! + 3
= 1� 2

! + 3
= 1� 2

3

1

1�
�
�!
3

� (�)
=

cu z �!
3

= 1� 2
3

�
1 +

�
�!
3

�
+
�
�!
3

�2
+ :::+

�
�!
3

�n
+ :::

�
=

= 1
3 +

2
32
! + �2

33
!2 + :::+ 2(�1)n+1

3n+1
!n + ::: = 1

3 +
1P
n=1

2(�1)n+1
3n+1

!n;

8! 2 C cu
���!
3

�� < 1; adic¼a j!j < 3:
Atunci

f (z) =
z

z + 2
= 1

3 +
2
32
(z � 1) + �2

33
(z � 1)2 + :::+ 2(�1)n+1

3n+1
(z � 1)n + ::: =

= 1
3 +

1P
n=1

2(�1)n+1
3n+1

(z � 1)n ;8z 2 C cu jz � 1j < 3:

x

y

b) f (z) =
z

z2 � 2z + 5 =
(z � 1) + 1
(z � 1)2 + 4

) g (!) =
! + 1

!2 + 4
= !

1

!2 + 4
+

1

!2 + 4
=

= !
4

1

1�
�
�!2

4

� + 1
4

1

1�
�
�!2

4

� (�)
=

cu z �(!2 )
2

= !
4

�
1 +

�
�!2

4

�1
+
�
�!2

4

�2
+ :::+

�
�!2

4

�n
+ :::

�
+

+1
4

�
1 +

�
�!2

4

�1
+
�
�!2

4

�2
+ :::+

�
�!2

4

�n
+ :::

�
=

=
�
1
22
! + �1

24
!3 + 1

26
!5 + :::+ (�1)n

22n+2
!2n+1 + :::

�
+
�
1
22
+ �1

24
!2 + 1

26
!4 + :::+ (�1)n

22n+2
!2n + :::

�
=

=

�
1
22
+

1P
n=1

(�1)n
22n+2

!2n
�
+

�
1
22
! +

1P
n=1

(�1)n
22n+2

!2n+1
�
;8! 2 C cu

����!2

4

��� < 1; adic¼a j!j < 2:
Atunci

f (z) =

�
1
22
+

1P
n=1

(�1)n
22n+2

(z � 1)2n
�
+

�
1

22
(z � 1) +

1P
n=1

(�1)n
22n+2

(z � 1)2n+1
�
;

8z 2 C cu jz � 1j < 2:

x

y
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5:4: Dezvoltarea în serie Laurent a unei funçtii complexe cu valori complexe

Teorema 1 (Laurent): Fie cercurile concentrice în a; 1 = C (a; r1) şi 2 = C (a; r2) cu r1 < r2 şi
coroana circular¼a

�(a; r1; r2) = fz 2 C; r1 < jz � aj < r2g :
Fie D � C un domeniu multiplu conex a.î. �(a; r1; r2) [ 1 [ 2 � D şi f : D � C ! C: Dac¼a
f 2 H (D) atunci, pentru orice  = C (a; r) � �(a; r1; r2) şi pentru orice z 2 �(a; r1; r2) ; f este
dezvoltabil¼a în serie Laurent "în jurul" lui a, adic¼a

f (z) = :::+
c�n

(z � a)n + :::+
c�1
z � a + c0 + c1 (z � a) + :::+ cn (z � a)

n + :::;8z 2 �(a; r1; r2) (15)

f (z) =
1P

n=�1
cn (z � a)n ;8z 2 �(a; r1; r2) ; (150)

unde

cn =
1

2� j

Z


f (�)

(� � a)n+1
d�;8n 2 Z;

sunt coe�cienţii dezvolt¼arii lui f în serie de puteri întregi ale z � a:
Observa̧tia 5:4:1 -Teoremele de caracterizare pentru pol de ordin p; punct singular esenţial, punct
singular removabil cu serii Laurent- A se vedea Curs şi tabelul de la tabl¼a.

Exerci̧tiul 1: a) S¼a se dezvolte
f : D � C! C; f (z) = e

1
z�1 :

în serie de puteri întregi ale (z � 1). S¼a se deduc¼a şi din dezvoltare c¼a f are a = 1 un punct singular
esenţial:

b) Fie f : Cn f0g ! C; f (z) =
sin z

z
:

S¼a se dezvolte f în serie de puteri întregi ale z � 0 = z. S¼a se deduc¼a şi din dezvoltare c¼a f are
a = 0 un punct singular removabil.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 2: S¼a se dezvolte în serie Laurent funçtia

f : D � C! C; f (z) =
1

z (z � 1) (z � 2)
a) "în jurul" lui a = 0 pe 0 < jzj < 1;b) "în jurul" lui a = 0 pe 1 < jzj < 2;
c) "în jurul" lui a = 0 pe jzj > 2;d) "în jurul" lui a = 1 pe 0 < jz � 1j < 1:
S¼a se precizeze punctele singulare ale f şi natura lor.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 3: Fie funçtia

f : D � C! C; f (z) =
1

z3 � 6z2 + 11z � 6 :
S¼a se dezvolte f în serie de puteri întregi ale lui z în domeniile
a) jzj < 1;b) 1 < jzj < 2;c) 2 < jzj < 3;
Apoi s¼a se dezvolte f în serie de puteri întregi ale lui z � 1 în domeniul
d) 0 < jz � 1j < 1;
S¼a se precizeze punctele singulare ale f şi natura lor.
Rezolvare. Conform de�ni̧tiei punctelor singulare ale unei funçtii, respectiv a polului simplu, se
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deduce c¼a a = 1; a = 2; a = 3 sunt poli de ordin 1 pentru f:
Se descompune f în fraçtii simple:

f (z) =
1

(z � 1) (z � 2) (z � 3) =
1

2

1

z � 1 �
1

z � 2 +
1

2

1

z � 3 :

Folosind seria geometric¼a (10))
(�) 1

1� z = 1 + z + z
2 + z3 + :::+ zn + :::; 8z 2 C cu jzj < 1.

Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna
termen cu termen dou¼a serii şi se poate înmuļti o serie cu un scalar nenul.
a) "în jurul" lui a = 0 pe jz � 0j < 1; se dezvolt¼a f dup¼a puteri întregi ale z � 0:

1

z � 1 =
�1
1� z

(�)
= �

�
1 + z + z2 + z3 + :::+ zn + :::

�
= �1 +

1P
n=1

(�1) zn;8z 2 C cu jzj < 1

1

z � 2 =
�1
2

1

1� z
2

(�)
=

cu z z
2

�1
2

�
1 +

�
z
2

�
+
�
z
2

�2
+ :::+

�
z
2

�n
+ :::

�
= �1

2 +
1P
n=1

�1
2n+1

zn;

8z 2 C cu
�� z
2

�� < 1; adic¼a jzj < 2:
1

z � 3 =
�1
3

1

1� z
3

(�)
=

cu z z
3

�1
3

�
1 +

�
z
3

�
+
�
z
3

�2
+ :::+

�
z
3

�n
+ :::

�
= �1

3 +
1P
n=1

�1
3n+1

zn;

8z 2 C cu
�� z
3

�� < 1; adic¼a jzj < 3:
Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)

f (z) =
1

2

1

z � 1 �
1

z � 2 +
1

2

1

z � 3 =

= 1
2

�
�1 +

1P
n=1

(�1) zn
�
�
�
�1
2 +

1P
n=1

�1
2n+1

zn
�
+ 1

2

�
�1
3 +

1P
n=1

�1
3n+1

zn
�
=

= �1
6 +

1P
n=1

��1
2 +

1
2n+1

+ �1
2

1
3n+1

�
zn =

= 0|{z}
partea princ.

+
�1
6
+ :::+

�
�1
2
+

1

2n+1
+
�1
2

1

3n+1

�
zn + :::| {z }

partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu jzj < 1 şi jzj < 2 şi jzj < 3; adic¼a, intersectând, cu jzj < 1:
a = 1; a = 2; a = 3 sunt poli de ordinul 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea
principal¼a a seriei Laurent anterioare, deoarece jzj < 1.
Din seria Laurent anterioar¼a, ce are partea principal¼a nul¼a, �ind chiar o serie Taylor deoarece este
de�nit¼a pe un întreg interior de cerc, se deduce c¼a z = 0 este punct ordinar pentru f:
b) "în jurul" lui a = 0 pe 1 < jz � 0j < 2; se dezvolt¼a f dup¼a puteri întregi ale z � 0:
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1

z � 1
de la a)
= �1 +

1P
n=1

(�1) zn;8z 2 C cu jzj < 1-nu se poate folosi la intersectarea

domeniilor de dezvoltare, încât s¼a se obţin¼a jzj > 1:

Aici
1

z � 1 =
1

z

1

1� 1
z

(�)
=

cu z 1
z

1

z

 
1 +

�
1

z

�
+

�
1

z

�2
+ :::+

�
1

z

�n
+ :::

!
=
1

z
+

1P
n=1

1

zn+1
=

1P
n=1

1

zn
;

8z 2 C cu jzj > 1- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,
încât s¼a se obţin¼a jzj > 1:

1

z � 2
de la a)
= �1

2 +
1P
n=1

�1
2n+1

zn;8z 2 C cu jzj < 2:

1

z � 3
de la a)
= �1

3 +
1P
n=1

�1
3n+1

zn;8z 2 C cu jzj < 3:

Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)
f (z) =

1

2

1

z � 1 �
1

z � 2 +
1

2

1

z � 3 =

= 1
2

1P
n=1

1

zn
�
�
�1
2 +

1P
n=1

�1
2n+1

zn
�
+ 1

2

�
�1
3 +

1P
n=1

�1
3n+1

zn
�
=

= :::+
1

2

1

zn
+ :::+

1

2

1

z2
+
1

2

1

z| {z }
partea principal¼a

+

�
1

2
+
1

2

�1
3

�
+ :::+

�
1

2n+1
+
1

2

�1
3n+1

�
zn + :::| {z }

partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu jzj > 1 şi jzj < 2 şi jzj < 3; adic¼a, intersectând, cu 1 < jzj < 2:
a = 1; a = 2; a = 3 sunt poli de ordinul 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea
principal¼a a seriei Laurent anterioare, deoarece 1 < jzj < 2.
c) "în jurul" lui a = 0 pe 2 < jzj < 3;

1

z � 1
de la b)
=

1P
n=1

1

zn
;8z 2 C cu jzj > 1- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,

încât s¼a se obţin¼a jzj > 2 > 1:
1

z � 2
de la a),b)
= �1

2 +
1P
n=1

�1
2n+1

zn;8z 2 C cu jzj < 2-nu se poate folosi la intersectarea domeniilor

de dezvoltare, încât s¼a se obţin¼a jzj > 2:
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Aici
1

z � 2 =
1

z

1

1� 2
z

(�)
=

cu z 2
z

1

z

�
1 +

�
2
z

�
+
�
2
z

�2
+ :::+

�
2
z

�n
+ :::

�
=
1

z
+

1P
n=1

2n 1
zn+1

;

8z 2 C cu
��2
z

�� > 1; adic¼a jzj > 2- se poate folosi la intersectarea domeniilor de dezvoltare,
încât s¼a se obţin¼a jzj > 2:
1

z � 3
de la a),b)
= �1

3 +
1P
n=1

�1
3n+1

zn;8z 2 C cu jzj < 3:

Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)
f (z) =

1

2

1

z � 1 �
1

z � 2 +
1

2

1

z � 3 =

= 1
2

1P
n=1

1

zn
�
�
1

z
+

1P
n=1

2n 1
zn+1

�
+ 1

2

�
�1
3 +

1P
n=1

�1
3n+1

zn
�
=

= :::+

�
1

2
� 2n

�
1

zn+1
+

�
1

2
� 2n�1

�
1

zn
+ :::+

�
1

2
� 2
�
1

z2
+

�
1

2
� 1
�
1

z| {z }
partea principal¼a

+
�1
6
+ :::+

�1
2

1

3n+1
zn + :::| {z }

partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu jzj > 1 şi jzj > 2 şi jzj < 3; adic¼a, intersectând, 2 < jzj < 3:
a = 1; a = 2; a = 3 sunt poli de ordinul 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea
principal¼a a seriei Laurent anterioare, deoarece 2 < jzj < 3.
d) "în jurul" lui a = 1 pe 0 < jz � 1j < 1; adic¼a se dezvolt¼a f dup¼a puteri întregi ale z � 1:

1

z � 1 =
1

z � 1 ;8z 2 C cu 0 < jz � 1j
1

z � 2 = �1 �
1

1� (z � 1)
(�)
=

cu z (z�1)
�
�
1 + (z � 1) + (z � 1)2 + :::+ (z � 1)n + :::

�
=

= �1 +
1P
n=1

(�1) (z � 1)n ;8z 2 C cu jz � 1j < 1:
1

z � 3 = �1 �
1

2� (z � 1) =
�1
2

1

1� z�1
2

(�)
=

cu z z�1
2

�1
2

�
1 +

�
z�1
2

�
+
�
z�1
2

�2
+ :::+

�
z�1
2

�n
+ :::

�
=

= �1
2 +

1P
n=1

�1
2n+1

(z � 1)n ;8z 2 C cu
�� z�1
2

�� < 1; adic¼a jz � 1j < 2:
Atunci, pe domeniul comun de convergenţ¼a)

f (z) =
1

2

1

z � 1 �
1

z � 2 +
1

2

1

z � 3 =

= 1
2

1

z � 1 +
�
1 +

1P
n=1

(z � 1)n
�
+ 1

2

�
�1
2 +

1P
n=1

�1
2n+1

(z � 1)n
�
=

=
1

2

1

z � 1| {z }
partea princ.

+

�
1� 1

22

�
+

1X
n=1

�
1 +

�1
2n+2

�
(z � 1)n| {z }

partea taylorian¼a

;

8z 2 C cu 0 < jz � 1j < 1:
a = 1 este pol de ordin 1 pentru f şi din de�ni̧tia polului; şi deoarece partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare are un singur termen:
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a = 2 este pol de ordin 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare, deoarece coroana circular¼a 0 < jz � 1j < 1 este centrat¼a în 1.
a = 3 este pol de ordin 1 pentru f din de�ni̧tia polului; nu se poate folosi partea principal¼a a seriei
Laurent anterioare, deoarece coroana circular¼a 0 < jz � 1j < 1 este centrat¼a în 1;

Exerci̧tiul 4: S¼a se dezvolte în serie Laurent "în jurul" lui a = 1 funçtia
f : D � C! C; f (z) = sin

z

z � 1 :
Rezolvare. Se descompune f astfel încât s¼a se scrie drept combinaţie liniar¼a de serii de puteri ale
(z � 1) :

f (z) = sin
z � 1 + 1
z � 1 = sin

�
1 +

1

z � 1

�
= sin 1 cos

1

z � 1 + cos 1 sin
1

z � 1
Se folosesc seriile (3) ; (4) : Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul

comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen dou¼a serii şi se poate înmuļti o serie cu un scalar
nenul. Atunci

f (z) = sin 1 cos

�
1

z � 1

�
+ cos 1 sin

�
1

z � 1

�
(3);(4)
=

cu z � 1
z�1

= sin 1

 
1P
n=1

(�1)n

(2n)!

�
1

z � 1

�2n!
+ cos 1

 
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!

�
1

z � 1

�2n+1!
=

=
1X
n=1

(�1)n sin 1
(2n)!

1

(z � 1)2n
+

1X
n=0

(�1)n cos 1
(2n+ 1)!

1

(z � 1)2n+1| {z }
partea principal¼a

;

8z 2 C; cu
���� 1

z � 1

���� < +1; adic¼a 0 < jz � 1j < +1:
Deoarece dezvoltarea anterioar¼a pe coroana circular¼a 0 < jz � 1j < +1 are partea principal¼a cu
un num¼ar in�nit de termeni) a = 1 este punct singular esenţial pentru f:

Exerci̧tiul 5: S¼a se dezvolte în serie Laurent "în jurul" lui a = 0; dup¼a puteri ale z � 0; funçtia
a) f : D � C! C; f (z) = z3 sin

1

z
:

Rezolvare. Se foloseşte seria (4). Pe domeniul de PC/SC se poate schimba variabila. Pe domeniul
comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen dou¼a serii şi se poate înmuļti o serie cu un scalar
nenul. Atunci

f (z) = z3 sin
1

z

(4)
=

cu z � 1
z

z3

 
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!

�
1

z

�2n+1!
=

= :::+
(�1)n

(2n+ 1)!

1

z2n�2
+ :::+

1

5!

1

z2| {z }
partea principal¼a

+
�1
3!
+ z2| {z }

partea taylorian¼a

;

8z 2 C; cu
����1z
���� < +1; adic¼a 0 < jzj < +1:

Deoarece dezvoltarea anterioar¼a pe coroana circular¼a 0 < jzj < +1 are parte principal¼a cu o
in�nitate de termeni) a = 0 este punct singular esenţial pentru f:


