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@ Matrice si determinanti.

@ Sisteme de ecuatii liniare.



Matrice si determinanti.

Algebra ——
Liniar3, Definitie.
Se numeste matrice reala cu m linii si n coloane (si se va

Geometrie

Analitica si
numi matrice de tip (m, n)), o functie care asociaza fiecdrei
perechi (i,j) cu i =1,m, j =1,n un unic numar real notat aj;.

Diferential3

Se foloseste notatia

Matrice si a].l 312 aln
determinanti
a1 a2 ... aop
A= sau A= (aj)_1m -
Jj=1,n
| dm1 dm2 ... dmn |
v

Multimea tuturor matricelor reale de tip (m, n) o vom nota prin
M n(R). Numerele ajj cu i =1, m, j =1,n se numesc

elementele matricei.



Matrice si determinanti.

Algebrd
comiars, Fie A € My, n(R). Dacd m = n, atunci matricea A se numeste
e . S . 8
il matrice patratica iar M, ,(R) se va nota prin M,(R). Dac3d

T @6 m =1, atunci matricea A se numeste matrice linie si deci
Tarniceriu
A=|an az ... aln:|

iar dacd n = 1, atunci matricea A se numeste matrice coloana
si deci

Matrice si
determinanti

a11

azi

aml




Matrice si determinanti.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Spunem c3 A este matricea nula dac3 are toate elementele 0.
Dr. C.O - v - v
Tt Matricea patratica

(10... 0]

01...0
I, =

00... 1]

se numeste matricea unitate de ordinul n.



Matrice si determinanti.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

o o Definitie
e Prin suma a doua matrice A, B € M, »(R) intelegem o nous
matrice C = A+ B € M, »(R) ale carei elemente sunt suma
eIementeIor corespunzatoare din cele doud matrice. Astfel daca
= (a,-d-),._lf iar B = (b j);_17, atunci C = A+ B este
Jj=1,n
(Ciy)i=tm cu
Jj=1,n

definita de C

cj:=aj+by i=1,mj=1,n




Matrice si determinanti.

Algebra

Liniara, 5
Geometrie Definitie
Analitics si ‘

Diferential Prin produsul matricei A € M, ,(R) cu scalarul o € R se
ntelege o noud matrice, de aceleasi dimensiuni, obtinuta prin
nmultirea tuturor elementelor lui A cu scalarul a. Astfel daca
A= (ai,j)izl,m iar o € R este un scalar oarecare, atunci oA

Jj=1,n
Wiz este definita de

determinanti

Dr. C.O

Tarniceriu

a1l «aip ... Qaip

Qaz; azp ... (azp

daml am2 ... Xamn




Matrice si determinanti.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si

Diferential3

e Fie A, B,C € M »(R) si @ € R. Atunci au loc urm3toarele
afirmatii:
le]) A4 =15 (b) (A+B)+ C= At (B+0)
(c) A+0=A (d) a(A+ B) = aA + aB;

(e) (a+ B)A=aA+BA;  (f) a(BA) = (aB)A.




Matrice si determinanti.

Algebrd —
Liniar, D) fnltle
Geometrie

s Prin produsul matricelor A = (a; ;) € Mmn(R) si

Diferential3

i=1,m
Jj=1,n
€ M p(R) se intelege o noud matrice

B = (bjk) j—15
k=1,p
C = (¢ik)i=tm = AB, ale cdrei elemente sunt date prin:

k=1,p

Matrice si
determinanti

n
Cik = Za,-jbjk, i:].,_n, kzm s
Jj=1

Observatie: Prin urmare, ¢; este “produsul liniei / din A cu
coloana k din B", adica elementul ¢; , (situat la intersectia
liniei i cu coloana k) se obtine din sumarea produselor
elementelor liniei i a matricei A cu elementele coloanei k a
matricei B.



Matrice si determinanti.

ectes Exercitii:
Liniara, 4
Geometrie
Analitica si X
Diferential3

B 1 Fie A= |abc|siB=|y|. Calculati
Tarniceriu

z
X

AB = [abc] y | =lax+ by + cz] si cd

z

X ax bx cx
BA= |y [abc]z ay by cy

z az bz cz



Matrice si determinanti.

Algebrd

Liniara,

Geometrie

Analitica si 1 0 O
Diferential3

. CE 2. Fie A= |110]|. Calculati A", unde n € N* (matricea A"

Tarniceriu

111
este, prin definitie, A" :=A-A-...-A).
_——

de n ori
3. S3 se efectueze diverse operatii cu urmatoarele matrice:

7 1
20 -1 35 -5
A= ,B=|-5_-4|,C= ,D =
4 -5 2 —-14 3



Matrice si determinanti.

Algebrd o
Liniar%, Teorema

Geometrie

Analiticd o Fie trei matrice A, B si C astfel incat dimensiunile lor permit
iferentiala .. ; . L. . .

oo efectuarea operatiilor indicate mai jos si &« € R. Atunci au loc

Tirniceriu urm3toarele afirmatii:

(a) A(BC) = (AB)C; (b) A(B+ C) = AB + AC;

(c) (B+ C)A= BA+ CA; (d) a(AB) = (aA)B = A(aB

() ImA=Al,=A

(amc onsiderat cd A € M, »(R)).

Observatie: inmultirea matricelor nu este comutativy. Astfel,
dacd A, B € Mp(R), atunci se pot efectua produsele AB si
BA, dar existd exemple pentru care AB # BA.



Matrice si determinanti.
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_ 11| . 1 0 _ .
4. Fie A= si B= . Calculati AB si BA.
-10 2 -1

Calculati si Ab si hB.



Matrice si determinanti.

Algebra 0 _ong
Liniars, Definitie

Geometrie )
Al Pentru o matrice A € Mp, 5(R) se numeste transpusa
iterentiala - - . o . . v .
s matricei A (si o vom nota prin A') matricea obtinutd prin
Tériceriu interschimbarea liniilor si coloanelor lui A, adic3
dil1 a21 ... dmi
a12 a2 ... am2
At = € Mpm(R).
_al,, an ... am,,_
1-2 3
5. Fie A= 4 (0 —2|. Scrieti At
-3 1 5



Matrice si determinanti.

Algebrd

Liniara,
Geometrie o
Aelfiiies o Teorem3

Diferential3

oo Fie doud matrice A, B si C astfel Tncat dimensiunile lor permit
Tarniceriy efectuarea operatiilor indicate mai jos si &« € R. Atunci au loc
urmatoarele afirmatii:

(a) (A) = A; (b) (aA)" = A",

(c) (A+ B)f = At + Bt; (d) (AB)t = BtAt.

Definitie

O matrice p3traticd A care are proprietatea cd A = A? se
numeste matrice simetrica.




Matrice si determinanti.

Algebrd P
Llnlari,_ Deflnltle
Geometrie
Analitica si

Diferengiald Fie o matrice patratica A € M,(R). Se numeste determinant
Dr. CO al matricei A, si se noteazd cu det A sau cu |A|, un numar real

micern definit recurent Tn modul urm3tor:
o7 . a11 a12
(a) dacd n = 2, atunci det A = ‘= a11d22 — a12391;
a1 an

(b) dacd n > 2, atunci
n .

det A = Z(_1)1+I31:'Dli = a1 D11—a1pD1p - - -+(—=1)""a1,D1p
=il

unde D;; este determinantul matricei patratice de ordinul n — 1
obtinuta prin eliminarea primei linii si a coloanei / din matricea
A, pentru i =1, n.




Matrice si determinanti.

Algebrd

Liniara,

Gemimiits Observatii
Analitica si i L. X . )
Diferentials 1. Prin definitia de mai sus, calcularea unui determinant de

Dr. C.0 ordin n se reduce la calcularea a n determinanti de ordin n — 1.

Tarniceriu N
2. In cazul particular A € M3(R) obtinem:

a1l d12 a3
i a22 a3 a21 a3
. 141 142
a ap a| = (1) an + (1) a2
aszp asz d31 433
a31 da32 ass
az a3 dap1 a3 a1 a2
= a1 — a2 + ai3
da32 ass d31 as3 as1 4as2




Matrice si determinanti.

Al Pentru n = 3 se obtine regula lui Sarrus (copiind primele doud

Liniara,

Geometrie linii sub matricea A):

Analitica si

Diferential3

Dr. C.O d11 412 413 d11  d12 413

Tarniceriu
ap1 a2 a3 | — | a1 a2 a3 |—
d31 d32 433 d31  d32 433

Matrice si

determinanti all 312 313

a1 a2 azs

= a11a22d33 + a@21a32d13 + a31312d823 — 313322431 — 323332411 — a3

3. Tn definitia de mai sus de calcul al unui determinant s-a
considerat dezvoltarea dupa prima linie, dar se poate considera
(in mod echivalent) si dezvoltarea dupd orice altd linie sau
coloana.



Matrice si determinanti.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Dr O

Térniceriu Num3rul A; = (—1)7/D;; se numeste complementul algebric
corespunzator liniei / si coloanei j, pentru i,j = 1, n. Mai
precis, in matricea A, suprimam linia / si coloana j si obtinem o
matrice de ordin (n — 1) al cdrei determinant este Dj;.

demnan Folosind complementii algebrici corespunzatori unei linii sau
unei coloane, putem calcula determinantul unei matrice printr-o
formul3 asemandtoare celei din definitie, dezvoltdnd dupi o
linie sau coloand oarecare a matricei.




Matrice si determinanti.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si

Diferential3 Teorem5

Fie A € Mp(R). Atunci pentru i,j € {1,2,...,n} fixati avem:

n
det A= Z aiAik = ainAil + aiAix + - - - + ainAin
k=1

n
= agAiy = ayAy + apjAg; + -+ aniAn
k=1

unde Ajx este complementul algebric corespunzator liniei i si
coloanei k.




Matrice si determinanti.

Algebrs 12-1 0

Liniarg, -11 0 1
Geometrie Exercitii: Calculati det A, unde A =
Analitics si 11 1 1
Diferential3 21 0 —1
0 @ Este avantajos sa consideram dezvoltarea dup3 a treia coloand deoarece contine doud zerouri. Astfel
)r -.L
Tarniceriu 12 —1 0
11 0 1 -11 1 12 0
det A = =)= 11 1|+(=1**0| 11 1
11 1 1
21 —1 21 —1
-21 0 -1
e 12 0 120 11 1 12 0
+(-131|—1 1 1|+ (=)0 —111|=—] 11 1|+|-11 1|=
—21 -1 111 —-21 —1 —-21 -1

_— ((—1)“1(—1) S ) e Pl el IRy 1)
1 1 1 11

- -1
1 11 —11
+ (_1)1+1 1 + ( 1)1+2 2 + (_1)1+3 0
1 -1 -2 -1 21
101 11 11 101 -1 1
=— |- - -2 + -2 =—4-8=—12.
1 -1 1 -1 11 1 -1 —2 -1



Matrice si determinanti.

Algebr
Liniara,

patioeie Teorem3

DifereTtiélé Fie A, B € M,(R). Atunci au loc urmatoarele afirmatii:
Témiceriu (a) det A* = det A;

(b) det (AB) = det A - det B;

(c) det (@A) = a" det A.

(d) dacd matricea A are o linie (sau o coloand) formatd numai din

zerouri, atunci det A = 0;

(e) dacd matricea A are dous linii (sau doud coloane) egale sau
proportionale, atunci det A = 0;

(f) daca matricea B este obtinuta prin adaugarea la o linie a lui
A a unei alte linii inmultita cu un scalar, atunci

det B = det A;




Algebrd
Liniara,
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Matrice si determinanti.

(g) dacd matricea B este obtinutd prin interschimbarea a dou3 linii
ale lui A, atunci
det B = —det A;

(h) daca matricea B este obtinuta prin inmultirea unei linii a lui
A cu un scalar € R, atunci

det B = ardet A.




Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Matrice si determinanti.

Observatie: Proprietatile (f), (g) si (h) enuntate mai sus rdman
valabile dac3 operatiile precizate se efectueazd asupra coloanelor
matricei A.

Definitie
O matrice patraticd A € M,(R) se numeste nesingulara daca are

determinantul nenul, si se numeste singulara daca are determinantul
nul.

Definitie

O matrice pitraticd A € M,(R) spunem c3 este inversabila dac3
existd o matrice notatd A~! € M,(R) (numitd matricea inversa a
lui A) cu proprietatea c3

AATL=ATA=1,,

unde /, este matricea unitate de ordinul n.




Matrice si determinanti.

Algebrd

Liniara,
Geometrie Teor

Analitica si . o o s Y v - . v
Diferential O matrice patratica A € M,(R) este inversabild dacd si numai dacd

Dr. C.O este matrice nesingulara. in acest caz, inversa acesteia este dat3 de
Tarniceri formula:
-1 _ 1 *
~ detA”

unde A* se numeste matricea adjuncta a lui A si este definitd de

A Ay ... An

. A Ax ... Ap
A* = ) ] )

Aln A2n v Ann

iar Aj este complementul algebric corespunzator liniei i si coloanei j.

v




Matrice si determinanti.

Algebrd R . . N . . .
Liniar3, Observatie: Adjuncta A* se obtine Tnlocuind fiecare element al lui

Geometrie

Analitics si At prin complementul siu algebric; mai precis, Tn matricea A',

LA suprim3m linia 7 si coloana j si obinem o matrice de ordin (n — 1) al
Dr. C.O v . H H P ’+_/ ..
e carei determinant este Djj, iar A;j := (—1)"" Dj; este complementul
algebric al elementului a;; .
Exemple:

12
Fie A= . Calculati det A, Af, A* si A~L. Vom obtine
34

1 4 -2
detA=-2si A ="
213 1
211
Fie A= |10 2]. Calculati det A, Af, A*si A~L.

312



Matrice si determinanti.

Algebrs —
Liniar. Definitie

Geometrie

Analitic3 si Fie A€ My a(R) si p < min(m, n).
Diferentials (a) Se numeste minor de ordinul p al matricei A, orice determinant
de ordin p al unei matrice obtinute prin intersectarea a p linii si p
coloane din A;

(b) Se numeste rangul matricei A (si se noteaza cu rang (A)),
ordinul maxim al minorilor nenuli ai lui A.

Tarniceriu

Matrice si

o Observatii:

1. Prin urmare, r < min(m, n) este rangul matricei A dac3 aceasta
are un minor de ordin r nenul si toti minorii de ordin mai mare decat
r (dac3 existd) sunt nuli.

2. Operatiile care pastreaza rangul unei matrice se numesc
transform3ri elementare si sunt urmatoarele:

- fnmultirea unei linii (coloane) cu o constantd nenul3

- interschimbarea a dou3 linii (coloane)

- adunarea unei linii (coloane) inmultitd cu o constantd la o altd linie
(coloand).



Matrice si determinanti.

Algebrs 3. Pentru calculul rangului unei matrice se foloseste teorema

o lui Kronecker: daca intr-o matrice A € M, ,(R) exista un
il minor de ordin r < min(m, n) nenul si toti minorii de ordin
oo (r+ 1) ce se pot forma cu acestia, prin bordarea cu o noua linie
Tiriceriu si coloana sunt nuli, atunci rang (A) = r.
1 2-10
Exercitiu: Fie A= |2 1 11 |. Calculati rang (A).
inan 1-1 21
12 -1
12 . .
Astfel, Ay = =-3#0siA3=|2 1 1 |=0si
21
1-12
120

Ay =2 1 1|=0, deci rang (A) = 2.
1-11



Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd
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Se numeste sistem de ecuatii liniare un sistem de forma

auxy + apxp + -+ apXs = by

A21X1 + axpxp + -+ - + apXp = by
Sisteme de . (21)

ecuatii liniare.

Am1X1 + ameX2 + -+ + AmnXnp = bm




Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Térniceriu Matricele formate cu ajutorul coeficientilor sistemului

ai aw ... ain au a2 ... an b
a1 a» ... ax _ a a» ... axy b
= , A =
Sisteme de
ecuatii liniare.
Aml dm2 --- Amn Aml dm2 --- Amn bm

se numesc matricea sistemului, respectiv matricea extinsa a
sistemului.




Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd . . . . .
Uintars) Sistemul (2.1) este un sistem algebric liniar de m ecuatii cu n

f:;ﬁi‘;; necunoscute. Folosind notatiile precedente, acesta se poate scrie sub
Diferential forma restrans3 (matriceald)

Dr. C.O

Tarniceriu
ayy aw ... an X1 by
ax ax» ... an X2 by
= < AX = B,
Sisteme de adml dm2 --- Amn Xn bm
ecuatii liniare.
X1
X2

t
unde X :=| | =[x x ... x,,} € Mp1(R)

Xn



Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3 b2

t
siBi=| | = [bl by ... bm] € Mpm 1(R) reprezintd matricea

bm
necunoscutelor si, respectiv, matricea termenilor liberi.

Propozitie

Sisteme de
ecuatii liniare.

Daca A este matrice patratica nesingulard, atunci solutia sistemului
este datd de

X =A1B.

Definitie

| A,

Dac3 toti termenii liberi sunt nuli, i.e. B =0 (sau
by = by = --- = by, = 0), atunci sistemul se numeste omogen.




Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3 Definitie

Daca B # 0, atunci sistemul se numeste neomogen.

Tarniceriu

Definitie

(a) Rangul matricei A se numeste rangul sistemului.
(b) Dac3 exist3 valorile reale xq,x2, ..., x, € R care verific3 ecuatiile
Sisteme de sistemului (2.1), spunem cad n—uplul (x1,x2,. .., X,) € R" este o
ecuatii liniare. . . .

solutie a sistemului (2.1).

A rezolva un sistem de ecuatii Tnseamna a gasi solutii
(x1, X2, -+, Xn) € R".




Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Definitie

(a) Sistemul (2.1) este compatibil dacd admite cel putin o solutie.
(b) Sistemul (2.1) este incompatibil dacd nu admite nici o solutie.
(¢) Sistemul (2.1) este compatibil determinat dacd admite o
singura solutie.

(d) Sistemul (2.1) este compatibil nedeterminat dacd admite mai
Sz de multe solutii.

ecuatii liniare.

In cazul Tn care numarul ecuatiilor este egal cu numarul
necunoscutelor (m = n), pentru rezolvarea sistemului se poate folosi
regula lui Cramer.



Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd

Liniara, o
e Regula [ui Cramer

Analitica si

Diferential Fie sistemul cu n ecuatii si n necunoscute

Dr. C.O

Tirniceriu a11x1 + apXe + - -+ + a1nXn = by
an X1 + apxp + -+ + apxp = by
(2.2)
an1X1 + an2Xo + -+ + apnXp = by
Sisteme de
ecuatii liniare. Daca det A # 0, atunci sistemul este compatibil si are solutia unic3
data de
. D1 . D2 _ D"
=GRS =

unde D = det A, iar D; este determinantul matricei obtinuta prin
Tnlocuirea Tn matricea A a coloanei i cu coloana termenilor liberi,
pentru i = 1, n.




Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd

Liniara,
Geometrie S3 se rezolve sistemul:
Analitic3 si x+2y+3z=10
Diferential3

2x —y+z=5

Dr. C.O

Tarniceriu X+y—z=4
Rezolvare:
1 2 3 1 2 310
Scriem A= |2 —1 1|siA= |2 —1 1 5 |.Observim ci det(A) = 15 # 0, deci sistemul are
1 1 -1 1 1 -1 4
solutie unic3 dat3 de regula lui Cramer. Calculdm
Sisteme de
ecuatii liniare. 0 2 3 110 3 1 210
Di=| 5 -1 1|=45 Dy=|2 5 1|=30,D3=|2 -1 5|=15
4 1 -1 1 4 -1 1 1 4

si deci
1
(xy,2) = = (45,30, 15) = (3,2,1).



Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Sisteme de

ecuatii liniare.

Sisteme de ecuatii liniare.

Fie r = rang (A) < min {m, n}. Se numeste determinant principal
al sistemului (2.1), orice minor de ordin r nenul al matricei A.

Definitie

Fie r = rang (A) < min{m, n}. Se numeste determinant
caracteristic asociat determinantului principal , orice minor de
ordin (r + 1) al matricei extinse A ob tinut prin bordarea
determinantului principal cu una dintre liniile ramase si cu coloana
termenilor liberi corespunzatori.

Observatii:

1. Se pot forma m — r determinanti caracteristici.

2. Ecuatiile si necunoscutele corespunzatoare determinantului
principal se numesc ecuatii si, respectiv, necunoscutele
principale, celelalte numindu-se necunoscute secundare.



Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Teorema Kronecker—Capelli

Sistemul (2.1) este compatibil daca si numai dacd matricele A si A
au acelasi rang, adic3 rang (A) = rang (A) .

Observatii:

1. Tntrucat matricea extins3 A este obtinuta prin ad3ugarea unei
Sicterme de coloane la matricea A, in general avem c3 rang(A) < rang(A).

ecuatii liniare. Asadar un sistem este incompatibil dacad prin addugarea coloanei
termenilor liberi se mareste rangul matricei.

2. 1n concluzie, notdnd cu r := rang(A) si cu m si n numarul de linii,

respectiv de coloane ale sistemului, au loc urmatoarele cazuri:
(a) Daca r = m, atunci sistemul este compatibil si atunci:



Sisteme de ecuatii liniare.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

). C.O
Tl (a1) Dacd m = n, atunci sistemul este compatibil determinat (si
atunci solutia sistemului se obtine aplicand regula de calcul a lui
Cramer).

(a2) Daca m < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat si
admite o infinitate de solutii (si atunci solutiile sistemului se obtin
i e parametrizdnd necunoscutele secundare si rezolvand sistemul format
el finEe. din ecuatiile principale si necunoscutele principale).

(b) Dacd r < m, atunci aplicim teorema lui Kronecker—Capelli.




Metoda de rezolvare

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Dr ’ compatibil determinat dac¥:  rang(A) = rang(A) = n,
Tarniceriu
Un sistem este { compatibil nedeterminat dac3: rang(A) = rang(A) < n,

incompatibil daca: rang(A) < rang(A),

unde n este numarul de necunoscute.

Practic: se scriu matricele A si A si se calculeazi rangul lor.

Daci rang(A) < rang(A), atunci sistemul este incompatibil.Dac rang(A) = rang(A), atunci sistemul este
compatibil.

Dac3 rangul obtinut este egal cu num3rul de necunoscute, atunci sistemul este compatibil determinat cu
solutia datd de regula lui Cramer.

Dac3 rangul obtinut este mai mic strict decat numdrul de necunoscute, atunci sistemul este compatibil
nedeterminat; pentru a gisi solutia, determindm, folosind minorul principal (cel care d3 rangul), ecuatiile
principale si necunoscutele principale. Celelate necunoscute se vor numi secundare si se vor renota cu alte
litere (vor deveni parametri), urmand ca necunoscutele principale s se determine in functie de aceste
necunoscute secundare.

Sisteme de
ecuatii liniare.



Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Sisteme de
ecuatii liniare.

S4 se rezolve si s3 se discute sistemul:

x—4y —3z=1
—3x+ 12y —3z=2

Rezolvare:
Scriem mai intdi matricea sistemului si matricea extinsa:

1 —4 -3 1 —4 31
-3 12 -3 -3 12 —32

Observam cd rang (A) = rang (A) = 2, deci, conform teoremei lui Kronecker—Capelli, sistemul este
compatibil dar nedeterminat (admite o solutie dar aceasta nu este unic3). Determinantul principal (cel care

1 -3
d3 rangul) este Ay = = —12 # 0, deci necunoscutele x si z sunt necunoscutele principale, iar y
-3 -3
este necunoscuta secundard. Vom nota y = « si rescriem sistemul sub forma

x—=3z=1+4«a

—3x —3z=2—- 12«

care are solutia unicd (x, z) = (4a — 1/4, —5/12), deci solutia sistemului initial este

(x,y,2z) = (4o — 1/4, o, =5/12), cu o € R.




Algebrd

Liniara,

Geometrie
Analitica si ~ . . . .
Diferential3 In cazul particular al sistemelor liniare si omogene avem
o €@ urmatoarele concluzii:

(a) Un sistem liniar omogen este intotdeauna compatibil, el

admitand cel putin solutia banald X =0, i.e.
X1 = xp = --- = xp = 0. Evident rang(A) = rang(A).

(b) Un sistem liniar omogen admite si alte solutii (diferite de
cea banald) dac3 si numai daca rang(A) este mai mic decat
numdrul de necunoscute.

(¢) Prin urmare, un sistem liniar omogen n care numarul de
ecuatii este egal cu numarul de necunoscute admite si alte

solutii (diferite de cea banald) dacd si numai daca det(A) = 0.

Sisteme de
ecuatii liniare.



Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Sisteme de
ecuatii liniare.

S3 se rezolve si s3 se discute urm3torul sistem omogen:
X1 +2x+2x3 —x4 =0
2x; —x3 +3x4 =0

X1 —2xp —3x3 +4x4 =0

Rezolvare:
1 2 2 -1
Scriem A= [ 2 0 —1 3 | sicalculim Ay = 12 = —4 # 0, deci rang(A) > 2. Apoi prin
1 -2 -3 4 20
1 2 2
bordarea minorului Ay obtinem doi minori de ordin superior A3 =2 0 —1|=0si
1 -2 -3
1 2 -1
Aj=|2 0 3|=0. Deoarece sunt nuli deducem c3 rang (A) = 2. Evident rangA = rang(A), deci
1 -2 4

sistemul este compatibil dar nedeterminat; astfel necunoscutele principale sunt x; si xp iar ecuatiile principale
sunt primele doud. Necunoscutele secundare sunt celelalte doud si le vom parametriza: « 1= x3 si 8 1= x4.
Sistemul devine

x|+ 2x = —2a + B

2x; = a — 38
care are solutia x; = (a — 38) /2, xp = —5(a — B) /4. Sistemul initial are atunci solutia

(x1,x2,x3,x4) = ((a = 3B) /2, =5 (a — B) /4, @, B), unde a, BrE R.




Metoda lui Gauss

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Se numeste matrice superior triunghiulara o matrice care are
sub diagonala principala toate elementele egale cu zero.

Metoda lui Gauss consta in folosirea transformarilor elementare
zzt:m:iear& asupra matricei extinse a unui sistem astfel Tncat, dupa un

anume numar de iteratii, matricea astfel obtinuta s3 fie
superior triunghiulara.



Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Dr. C.O

Tarniceriu

Sisteme de

ecuatii liniare.

Metoda lui Gauss

S3 se rezolve prin metoda lui Gauss sistemul
x+y+3z=10
—2x+3y—z=5H

—x—2y+3z=6

1 1 310
Rezolvare: Matricea extinsd a sistemuluieste A= | —2 3 —1 5§
-1 -2 3 6

si vom face transformari convenabile pentru a obtine zerouri
sub diagonala principala. Astfel vom aduna prima linie
inmultitd cu constante convenabile la celelalte linii (stim ca in
urma acestor transformari aplicate unor matrici patratice,
rangul noii matrice obtinute nu se modifica). Apoi vom aduna
a doua linie inmultita cu constante convenabile la urmatoarele

1° " Y .Y o B . . L (. . S N |



Metoda lui Gauss

Algebrd
Liniara,

Geometrie
Analitica si N ~ . .
Diferentiald In cazul nostru, notdnd formal liniile cu L;, scriem Ly -2 + Ly,

o o Ly -1+ Ly, apoi L - 1/5 + L si obtinem

1 1 310 | 1 1 310 1 1310

2 3-15|~|-2+2 34+2-14+65+20|=[0 552

-1-2 36 | —1+1-2+1 3+36+10 0 —16 1
v e 1 1 3 10 11310
~ 10 5 5 25| =|05525
0-1+16+116+5 00721




Metoda lui Gauss

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si

Diferential3 si sistemul este echivalent cu urmatorul sistem triunghiular:

Dr. C.O

Tarniceriu

x+y+3z=10
S5y +5z=25
17z = 21.

Sisteme de
ecuatii liniare.

Solutia lui este imediatd (x,y,z) = (—1,2,3).

Evident, metoda lui Gauss este utila si pentru determinarea
rangului unei matrice si pentru calcul de determinanti.
Mentionam, in plus, ca, pentru a aplica metoda lui Gauss, nu

conteaza numarul de ecuatii si de necunoscute ale sistemului.



Metoda lui Gauss

Algebra . . o A . o
Liniar3, Metoda lui Gauss poate fi redata Tn mod echivalent de urmatorul

Geometrie . i
Analitics i algoritm:
Diferential3 o
@ Se scrie matricea extinsa a sistemului A;

Dr o]

@ Reducerea acestei matrice (de dimensiune (m, n) la o matrice
superior triunghiular3d se va realiza in p pasi, unde p=1,m—1;

(p)

i ale matricei transformate

@ La fiecare pas p, noile elemente a
(echivalente), se calculeazi astfel

Sisteme de
ecuatii liniare. a(P) . (p)

a(..p+1):a(..p)—u,i:p+1,m,jzﬁ (23)

y y (p)
dpp

@ Daca pivotul de la pasul p, af,';,) =0, se efectueaza
interschimbarea liniei p cu una din liniile p+ 1, ..., m astfel incat
noul pivot sa fie nenul.



Algebra
Liniara,

Geometrie
Analitica si
Diferentiala

CURS I

Sisteme de
ecuatii liniare.



Spatii vectoriale.

Algebrd

comiars, Fie K un corp comutativ (cAmp) ale c3rui elemente le vom numi

é.nler::;af; scalari si le vom nota cu litere grecesti «, 3,7, 9, ..., avind elementul
nul notat cu 0 si elementul unitate (neutru) cu 1. Fie V o mulime a

carei elemente le vom numi vectori si le vom nota cu

3, b,X,y, iV, ... (vectorii se mai pot nota si cu 3,b,%, 7, ,v,...).

Definitie.

Vom spune ca V este un spatiu vectorial peste campul K daca pe

multimea V sunt definite dou3 legi de compozitie, una internd “+"

numitd adunarea vectorilor, astfel incat

Dr o]

pentru orice X,y € V avem cd X+ y € V|,

si una externa “-” numitd inmultirea vectorilor cu scalari, astfel
Tncat

pentrua € KsiXxe Vavemcaa-xXeV,

si astfel Tncat:



Spatii vectoriale.

Algebrd . . e o
Liniar3, 1. Adunarea vectorilor este asociativa
Geometrie
Analitica si . . - . . 4 5
Diferential X+y+2)=(X+y)+ Z e V, VX,y, Z e v,
Dr. C.O

Ve 2. Adunarea vectorilor este comutativa
X+y=y+x,VX,yeV,

3. Exist§ un vector notat 0 € V, numit vector nul, astfel incat
X+0=0+X=X, VeV,

4. Pentru orice X € V existd vectorul —x € V, numit opusul lui X,
astfel Tncat
X+ (=X)=(-x)+x=0,

a-(B-X)=(af) X, Va,8 € K, VX € V,



Spatii vectoriale.

Algebrd .

Liniara, — — - -
Geometrie : 'X+ﬂ'X, VOé,ﬂGK, VX € V,
Analitica si
Diferential3 7.

. €6 a-(X+y)=a-X+a-y,Vae K, VX, ye V,

Tarniceriu

1-X=X,VXxeV,

unde 1 este elementul (unitate) neutru pentru operatia de inmulire
n corpul K.

Observatii.

1. O multime K finzestratd cu dou3 operatii (una aditivd si una
multiplicativd), (K, +,+), este corp comutativ sau cdmp dacs:

— (K, +) este grup comutativ (adicd operatia + este asociativa,
admite element neutru, fiecare element din K admite invers (opus) si
+ este comutativd);

— operatia - este asociativa;

— operatia - este distributiva fatd de +

— operatia - admite element unitate (diferit de zero).



Spatii vectoriale.

Algebrd . .. . v v v

Liniars, 2. Din definitia de mai sus se observa ca V are structura de grup
Geometrie PN [RNTRNET! d d |
Analitics si comutativ in raport cu operatia “+" de adunare a vectorilor.
IDiizreaEE 3. In cele ce urmeaza corpul K va desemna cAmpul numerelor reale
C.C R sau cdmpul numerelor complexe C (inzestrate cu operatiile uzuale

de adunare si inmultire a numerelor).

Din definitia de mai sus deducem urmatoarele:

Tarniceriu

3. (—a) Xx=a-(—x)=—(a-X), Vae K, ¥Xxe V

4. (—a)-(—X)=a-X, Vae K, ¥Xe V




Spatii vectoriale.

Algebrs Exemple:
Liniara, . o . .
1. Multimea R a numerelor reale formeaza un spatiu vectorial peste

Geo_m_et;ie_
pricis S

0 o 2. Multimea C a numerelor complexe formeaza un spatiu vectorial
Tériceriu peste R.

3. Multimea P, (x) a polinoamelor cu coeficienti reali de grad
cel mult n (unde n € N* este arbitrar fixat). formeaza un spatiu
vectorial peste R cu operatiile de adunare ale polinoamelor si de
Tnmulfirea a acestora cu un numar real.

4. Spatiul vectorial aritmetic (K", +,-), unde K un cdmp oarecare

si n € N* iar
K''=KxKx--xK={X=(xt,...,%X1) : X1,..., X € K}
)_<'+.)7:(Xla'~'7Xn)+(y17"'7y"):(X1+y1v'~'axn+yn)7 V)_('7}7€K"

a-X=oa(x,...,x;) = (ax1,...,ax,), Ya € K, VX € K"

formeaza un spatiu vectorial peste K.



Spatii vectoriale.

Algebrd

Liniars, R
/f::ﬂlec‘a"; 5. In particular pentru K = R obtinem R"” numit spatiul vectorial
Diferential aritmetic real n-dimensional.

Dr. C.O 6. Spatiul vectorial M,, , (K) al matricelor cu elemente din K
micern situate pe m linii si n coloane.
Vom nota cu aj; elementul matricei A € M, , (K) situat pe linia 7 si

coloana j. Deci A se va scrie sub forma

dil1 di12 ... din
dp1 a2 ... azp
dml dm2 --- 9mn

sau prescurtat A = (aj),_17 j_17-



Spatii vectoriale.

Algebra
Liniara,
Geometrie
Analitic3 si Deﬁnim operatiile

Diferential3

Dr. C.O
A+ B = (a,j)+(bu) = (a;j+by), VA, B EMm,n(K),I'

I.m,j=1,r

Tarniceriu

[y

, n

a-A=a-(aj) =(aaj), Vae K, VAe Mpn(K),i=1m,j=
Se poate verifica ¢, in raport cu aceste doud operatii, My, , (K)

este spatiu vectorial peste campul K.
In particular pentru m = n obtinem M, (K) numit spatiul vectorial

al matricelor patratice de ordin n.
In continuare vom renunta, pentru simplitatea scrierii, la notatia

", astfel « - X se va scrie, mai simplu, aX (dacd nu exist3

posibilitate de confuzie).



Spatii vectoriale.

Algebrd

Liniara,

G tri « s e e
Aralitics g Definititie.
Diferential O submultime V/ C V ale crei elemente verifici axiomele spatiului

vectorial V definit peste K se numeste subspatiu vectorial al lui V.

Teorema

O submultime V'’ C V este un subspatiu vectorial al lui V dac3 si
numai daca avem:

Vi,ve V' Va,8 € K= ai+pve V. (3.1)

Demonstratie: Necesitatea (“=>") Dac3 V/ C V este un subspatiu vectorial al lui V atunci are loc, evident
conditia (3.1).

Suficienta (“<=") Mentiondm, mai intai, c3 dac3 are loc (3.1) atunci s3 luim o = 3 = 1 si obtinem c3
T+ Vv € V', apoi B = 0 si obtinem c& aif € V’, si apoi s& lufm o = 8 = 0 si obtinem c3 0 € V’. Se

poate ardta usor c3 sunt verificate toate axiomele spatiului vectorial.



Spatii vectoriale.

Algebrd

Liniara, . i i . . .
Geometrie Pentru caracterizarea unui subspatiu vectorial relatia (3.1) poate fi
Analitica si N C v .
Diferentials inlocuita, echivalent, cu

Dr. C.O

Térniceriu Vi,ve V' Va,eK=0T+vVeEV siade V. (3.2)

Exemple:

1. Submultimea {6} a unui spatiu vectorial este un subspatiu
vectorial.

2. Consideram spatiul vectorial aritmetic K”. Atunci submultimea sa

V={deK": d=(0,usus,...,up), to,3,...,u, € K} C K"

este un subspatiu vectorial.

3. Pe de alta parte, submultimea
Vi={deK":d=(1,u,uz,...,up), thyus,...,u, € K} C K" nu
este un subspatiu vectorial.



Spatii vectoriale.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3
[ €6 4. Fie M, (K) spatiul vectorial al matricelor p&tratice cu elemente
din K. Atunci submultimea sa
V={AcM,(K): A= A"} C M, (K) (submultimea matricelor
simetrice) este un subspatiu vectorial. Intr-adevar, pentru orice

A B eV Va,p € K avem ca

(@A + BB)" = (@A) + (BB)" = aA" + BB* = aA + (B,

adica vectorul matrice care s-a obtinut este o matrice simetrica si
deci A+ BB € V.



Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Dr. C.O

Tarniceriu

Spatii vectoriale.

Definitie

Fie S = {,--,V,} un sistem de n € N* vectori din spatiul vectorial
V. Spunem c3 vectorul vV € V este o combinatie liniara de vectorii
sistemului S dac3 existd n elemente ay, a», ..., a, € K astfel Incat are
loc

V=aiVj+ ap+---+apv,.

Teorema

| A

Multimea vectorilor din V' care se pot exprima ca o combinatie liniara
de vectorii sistemului S formeazd un subspatiu vectorial al lui V.

Definitie

Vom nota cu [S] muliimea tuturor combinatiilor liniare de vectori din
S, [S]l={deV:i=a1h+ -+ apvy, Yag,...,a, € K} C V.
Acest spatiu este, conform teoremei precedente, un subspatiu
vectorial si se numeste subspatiul vectorial generat de submultimea

S.




Spatii vectoriale.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si Deflnltle

Diferential3

cC Vectorii Vi, - -, V, spunem cd formeazd un sistem de generatori
Tarniceriu pentru [S] .

Fie V un K-spatiu vectorial si S = {V, ..., V,} un sistem finit de
vectori din V.

Definitie

Sistemul S se numeste liniar dependent dacd exist3 scalarii
ai, ..., € K, nu toti egali cu zero, astfel Tncat s3 aiba loc

—

Vi + -+ anv, =0 (3.3)

(combinatia liniard a1V + - - - + apV, sa fie vectorul nul).




Spatii vectoriale.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

In caz contrar, adica daca orice relatie de forma

5

Vi + -+ apvp, =0

(orice combinatia liniar§ a3V + - - - + «,V, care este 0) implic3

a; =+ = a, =0, atunci sistemul S se numeste liniar
independent.
Exemple:

1. Sistemul S = {0} este liniar dependent deoarece are loc

al = 6, Va € K.

2. Sistemul S = {V: V # 0} este liniar independent deoarece din
relatia v = 0, obtinem a = 0 (dacd « # 0, atunci se obtine V = 0).



Spatii vectoriale.

Algebrs 3. In spatiul vectorial aritmetic K" sistemul de vectori
Liniara,

Geometrie . .

Analitic si B={e =(1,0,...,0),...,6,=(0,0,...,1)}

Diferential3

b eo (1 si 0 sunt elementele neutre in cdmpul K) este liniar independent.
arniceriu ~ . . . . . i)
Intr-adevar, fie combinatia liniard

Q18+ + apéy = 0.
Avem
a1 (1,0,...,0)+a2(0,1,...,0)+ -+, (0,...,1)
= (a1,0,...,0) + (0,02,...,0) + - -+ (0,...,0p) = (01,22, ..., 00p),
deci ecuatia precedentd devine
(al,ag,...,an):6©a1:ch:--~:a,,:O.

Deci din orice combinatie liniara obtinem coeficientii nuli.



Spatii vectoriale.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

4. In spatiul vectorial P, (x) al polinoamelor de grad cel mult n,
polinoamele 1, x,x2, ..., x" formeaz3 un sistem liniar independent

deoarece relatia

Dr. C.O

Tarniceriu

ol + aax + apx® 4+ -+ ax"=0

arelocdoardaci aqp = a1 =anr =--- =, =0.
Exercitiu. Studiati dacd urmatorul sistem de vectori din spatiul
vectorial R3 este liniar dependent sau nu:

5 = {‘71 = (171’1) I ‘72 = (13 7171)3‘73 = (7173771)}



Spatii vectoriale.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

S3 se stabileascd dac3 urm3torii vectori sunt liniar independenti: v = (1, —1,0), v»

7= (1,1,1)
S& considerdm combinatia liniard

a—pB+v=0
avy + B + 73 =0 < —a+28+~v=0
B+vy=0
1 -11
Determinantul matricii sistemului este det A = | —1 2 1 | # 0 deci rangul rang(A) = 3. Deci sistemul
0 11

de mai sus este compatibil unic determinat (admite o unic3 solutie). Pe de alt3 parte sistemul este omogen
deci admite cel putin solutia banal3 (0, 0, 0). Prin urmare solutia banal3 este unica solutie. In acest caz
deducem ca vectorii dati sunt liniar independenti adic3d orice relatie de tipul

av) + By + i3 =0

implicd a = 8=~ =0.



Spatii vectoriale.

Algebrd
Liniara,
Geometrie

Analitics si Teorema de caracterizare a dependentei liniare

Diferential3

Conditia necesars si suficientd ca sistemul S = {¥, ..., V,} s3 fie liniar
THrniceriu dependent este ca cel putin unul din vectorii sistemului S s3 se poatd
scrie ca o combinatie liniard de ceilalti vectori ai sistemului S.

Necesitatea (“=") S3 presupunem c3 sistemul S este liniar dependent. Deci are loc relatia (3.3) cu scalarul
a1 # 0 (de exemplu). Tn acest caz existd () ™! deci obtinem

-1 -1 -1
1= —(a1) " ax —(a1)” TazB — - — (1) anih

adicd ¥} este o combinatie liniard de ceilalti n — 1 vectori.
Suficienta (“<=") S& presupunem c3 un vector (de exemplu V) este o combinatie liniar3 de ceilalti n — 1
vectori. Are loc
V1= P12+ B2V + -+ Bp_1Vh
sau echivalent

DepicenSlinia A+ (=B %+ (=) B+ -+ (—Ba1) Va =0

indey ntd liniard

adic3 are loc relatia (3.3) cu coeficientul 1, al lui vy, diferit de zero. Deci sistemul de vectori S este liniar

dependent.



Spatii vectoriale.

Algebrd
Liniara,
Geometrie
Analitica si
Diferential3

Teorema

Tarniceriu

Fie V un K-spatiu vectorial. Atunci:
1. Orice sistem de vectori care contine un subsistem liniar dependent
este de asemenea sistem liniar dependent.

2. Orice subsistem de vectori liniar independent este de asemenea un
sistem liniar independent.

Propozitie

Orice sistem S care contine vectorul nul este liniar dependent
deoarece are loc 0y + --- + 0V, + a0 = 0, Va € K.
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