
LABORATOR 11 - INTEGRAREA NUMERIC¼A

1. Formule Newton-Cotes

Prin formul¼a de integrare numeric¼a (cuadratur¼a numeric¼a) se înţelege o formul¼a
de tipul:

(1.1)

bZ
a

w(x)f(x)dx = A1f(x1) + :::+Anf(xn) +R(f);

unde (xi) se numesc noduri, iar (Ai) se numesc coe�cienţi. Nu se presupune c¼a
nodurile apaŗtin intervalului [a; b]: Funçtia w este o funçtie �xat¼a, integrabil¼a, care
se numeşte funcţia pondere.
În multe cazuri w(x) = 1;8x 2 [a; b]: Despre funçtia f se presupune c¼a este

integrabil¼a pe [a; b] şi de�nit¼a în nodurile (xi): Cu R(f) se noteaz¼a eroarea de
aproximare a integralei.
Formula (1.1) spunem c¼a este exact¼a pentru funçtia f dac¼a R(f) = 0; deci dac¼a

bZ
a

w(x)f(x)dx = A1f(x1) + :::+Anf(xn):

Formula (1.1) spunem c¼a este de gradul m dac¼a:
(i) este exact¼a pentru orice polinom de grad cel mult m;
(ii) exist¼a un polinom de gradul m+1 pentru care (1.1) nu este exact¼a.
Presupunem c¼a intervalul [a; b] este �nit, iar nodurile sunt echidistante: xi =

a+ ih; unde h =
b� a
n

şi w(x) = 1; ; 8x 2 [a; b]. Fie

Li(x) =

nY
j=0

j 6=i

x� xj
xi � xj

şi Pn - polinomul Lagrange care interpoleaz¼a f în nodurile x0; :::; xn: Avem:

Pn(x) =
nX
i=0

Li(x)f(xi):

Dac¼a facem schimbarea de variabil¼a x = a+ th; avem:

~Pn(t) = Pn(a+ th) =
nX
i=0

(�1)n�iCin
n!

�n+1(t)

t� i f(xi);

unde �n+1(t) = t(t� 1) � ::: � (t� n):
Dac¼a not¼am cu E(f ;x) = f(x)� Pn(x); atunci avem

E(f ;x) =
f (n+1)(�x)

(n+ 1)!
(x� x0)(x� x1) � ::: � (x� xn);

în cazul în care f 2 Cn+1([a; b]):
1
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F¼acând şi aici schimbarea de variabil¼a x = a+ th; avem:

~E(f ; t) =
f (n+1)(�t)

(n+ 1)!
hn+1�n+1(t):

Deci:
bZ
a

f(x)dx =

bZ
a

Pn(x)dx+

bZ
a

E(f ;x)dx

=

nZ
0

~Pn(t)hdt+

nZ
0

~E(f ; t)hdt

= h

nX
i=0

0@ (�1)n�iCin
n!

nZ
0

�n+1(t)

t� i dt

1A f(xi)
+

hn+2

(n+ 1)!

nZ
0

�n+1(t)f
(n+1)(�t)dt:

Introducem notaţiile:

(1.2) di =
(�1)n�iCin

n!

nZ
0

�n+1(t)

t� i dt; i = 0; n

şi

(1.3) R(f) =
hn+2

(n+ 1)!

nZ
0

�n+1(t)f
(n+1)(�t)dt:

(di); i = 0; n se numesc coe�cienţii Newton-Cotes.
Am obţinut deci:

bZ
a

f(x)dx =
nX
i=0

Aif(xi) +R(f);

unde Ai = hdi; i = 0; n:
Primele trei formule Newton-Cotes au nume speciale. Pentru n = 1; obţinem

formula trapezelor:

h = b� a;

d0 =
(�1)1�0C01

1!

1Z
0

t(t� 1)
t

dt = �
1Z
0

t� 1dt = �
�
t2

2
+ t

� ����1
0
=
1

2

d1 =
(�1)1�1C11

1!

1Z
0

t(t� 1)
t� 1 dt =

1Z
0

tdt =
t2

2

����1
0
=
1

2
:

Deci, A0 = A1 =
h

2
:
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Formula trapezelor este:

(1.4)

bZ
a

f(x)dx =
b� a
2
[f(a) + f(b)] +R(f);

unde

R(f) =
h3

2

1Z
0

f 00(�t)t(t� 1)dt:

Dac¼a f 2 C2([a; b]) şi not¼am M2 = supfjf 00(x)j j x 2 [a; b]g; avem:

(1.5) jR(f)j � (b� a)3
2

M2

1Z
0

jt(t� 1)j dt = (b� a)3
12

M2:

Geometric, formula trapezelor revine la a aproxima aria muļtimii plane m¼arginite
de Gf ; axa Ox şi dreptele x = a; x = b cu aria trapezului m¼arginit de Ox; x = a; x =
b şi segmentul care uneşte (a; f(a)) cu (b; f(b)):
Pentru n = 2; obţinem formula Simpson. În acest caz:

h =
b� a
2
;

d0 =
(�1)2C02
2!

2Z
0

t(t� 1)(t� 2)
t

dt =
1

2

2Z
0

�
t2 � 3t+ 2

�
dt =

1

3

d1 =
(�1)1C12
2!

2Z
0

t(t� 1)(t� 2)
t� 1 dt = �

2Z
0

�
t2 � 2t

�
dt =

4

3

d1 =
(�1)2C22
2!

2Z
0

t(t� 1)(t� 2)
t� 2 dt =

1

2

2Z
0

�
t2 � t

�
dt =

1

3
:

Formula lui Simpson este dat¼a de:

(1.6)

bZ
a

f(x)dx =
b� a
6

�
f(a) + 4f

�
a+ b

2

�
+ f(b)

�
+R(f):

Se poate ar¼ata c¼a dac¼a f 2 C3([a; b]); atunci

(1.7) jR(f)j � (b� a)4
64

M3;

unde M3 = supfjf 000(x)j j x 2 [a; b]g:
Dac¼a n = 3; atunci:

h =
b� a
3

d0 = d3 =
3

8

d1 = d2 =
9

8
:
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Se obţine formula
3

8
a lui Simpson

(1.8)

bZ
a

f(x)dx =
b� a
8

[f(a) + 3f(a+ h) + 3f (a+ 2h) + f(b)] +R(f);

unde

jR(f)j � (b� a)5
1880

M4;

M4 = supf
��f IV (x)�� j x 2 [a; b]g pentru f 2 C4([a; b]):

Pentru o mai bun¼a aproximare a integralei se folosesc formulele Newton-Cotes
repetate.
Dac¼a împ¼aŗtim intervalul [a; b] în n subintervale egale şi aplic¼am formula (1.4)

�ec¼arui subinterval [xi�1; xi]; obţinem:

bZ
a

f(x)dx =
nX
i=1

xiZ
xi�1

f(x)dx =
nX
i=1

xi � xi�1
2

[f(xi�1) + f(xi)] +R(f):

Dar xi � xi�1 =
b� a
n

; x0 = a; xn = b: Atunci:

(1.9)

bZ
a

f(x)dx =
b� a
2n

"
f(a) + f(b) + 2

n�1X
i=1

f(xi)

#
+R(f);

unde

(1.10) jR(f)j � nM2

12

�
b� a
n

�3
=
M2

12n2
(b� a)3:

Formula (1.9) se numeşte formula trapezelor repetat¼a.
Dac¼a împ¼aŗtim intervalul [a; b] în 2n subintervale egale şi aplic¼am formula (1.6)

�ec¼arui subinterval [x2i�2; x2i]; obţinem formula Simpson repetat¼a:

(1.11)

bZ
a

f(x)dx =
b� a
6n

"
f(a) + f(b) + 4

nX
i=1

f(x2i�1) + 2
n�1X
i=1

f(x2i)

#
+R(f);

unde

(1.12) jR(f)j � M3

64n3
(b� a)4:

Dac¼a not¼am cu

�Tn =
b� a
2n

"
f(a) + f(b) + 2

n�1X
i=1

f(xi)

#

�Sn =
b� a
6n

"
f(a) + f(b) + 4

nX
i=1

f(x2i�1) + 2
n�1X
i=1

f(x2i)

#
;
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se poate ar¼ata c¼a �Tn şi �
S
n sunt combinaţii liniare de sume Riemann şi c¼a

�Tn
n!1�!

bZ
a

f(x)dx;

�Sn
n!1�!

bZ
a

f(x)dx:

Algoritmul MATLAB pentru calculul aproximativ al integralelor

1. Metoda trapezelor:

Exemplul 1. S¼a se calculeze valoarea aproximativ¼a a integralei
�
2Z
�
12

sinxp
x
dx;

folosind metoda trapezelor pentru n = 5 subintervale egale.

% Introducere n, num¼arul de subintervale egale
n=5
% Introducere a,b, capetele intervalului
a=pi/12;
b=pi/2;
h=(b-a)/n;
I=sin(a)/sqrt(a)+sin(b)/sqrt(b);
for i=1:n-1

x=a+h*i;
I=I+2*sin(x)/sqrt(x);

end
I=h/2*I

2. Metoda Simpson:

Exemplul 2. S¼a se calculeze valoarea aproximativ¼a a integralei
�
2Z
�
10

cosxp
x
dx;

folosind metoda lui Simpson, considerând m = 2n = 8 subintervale egale.

% Introducere n, num¼arul de subintervale egale
n=4
% Introducere a,b, capetele intervalului
a=pi/10; b=pi/2;
h=(b-a)/(2*n)
I=cos(a)/sqrt(a)+cos(b)/sqrt(b);
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for i=1:n
x=a+(2*i-1)*h;
I=I+4*cos(x)/sqrt(x)

end
x=a;
for i=1:n-1

x=a+2*i*h;
I=I+2*cos(x)/sqrt(x);

end
I=h/3*I

2. Integrarea numeric¼A a integralelor duble

Fie f : D � R2 ! R o funçtie continu¼a, undeD = [a; b]�[c; d] este un dreptunghi.
Atunci:

(2.1)
ZZ
D

f(x; y)dxdy =

bZ
a

0@ dZ
c

f(x; y)dy

1A dx:
Pentru �ecare integral¼a simpl¼a putem aplica o formul¼a de integrare numeric¼a.

Dac¼a aplic¼am metoda trapezelor obţinem:

ZZ
D

f(x; y)dxdy t
bZ
a

d� c
2
[f(x; c) + f(x; d)]dx

t
b� a
2

d� c
2
[f(a; c) + f(a; d) + f(b; c) + f(b; d)]:

Aşadar, formula trapezelor pentru integrala (2.1) este:

(2.2)
ZZ
D

f(x; y)dxdy =
(b� a)(d� c)

4
[f(a; c) + f(a; d) + f(b; c) + f(b; d)] +R(f):

În mod asem¼an¼ator, formula Simpson va �:ZZ
D

f(x; y)dxdy =
(b� a)(d� c)

4
[f(a; c) + f(a; d) + f(b; c) + f(b; d)

+4f

�
a;
c+ d

2

�
+ 4f

�
b;
c+ d

2

�
+ 4f

�
a+ b

2
; c

�
(2.3)

+4f

�
a+ b

2
; d

�
+ 16f

�
a+ b

2
;
c+ d

2

�
] +R(f):

Pentru o mai bun¼a aproximare a integralei se folosesc formulele repetate. Pentru
formula trapezelor se împarte intervalul [a; b] în n subintervale egale, iar [c; d] în m
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intervale egale. Atunci:

ZZ
D

f(x; y)dxdy =

bZ
a

0@ dZ
c

f(x; y)dy

1A dx
=

bZ
a

0B@ mX
j=1

yjZ
yj�1

f(x; y)dy

1CA dx
t

bZ
a

0@ mX
j=1

yj � yj�1
2

[f(x; yj�1) + f(x; yj)]

1A dx
=

nX
i=1

xiZ
xi�1

0@ mX
j=1

d� c
2m

[f(x; yj�1) + f(x; yj)]

1A dx
=

d� c
2m

nX
i=1

mX
j=1

xi � xi�1
2

[f(xi�1; yj�1) + f(xi�1; yj)

+f(xi; yj�1) + f(xi; yj)]

=
(b� a)(d� c)

4mn

nX
i=1

mX
j=1

[f(xi�1; yj�1) + f(xi�1; yj)

+f(xi; yj�1) + f(xi; yj)]:

Pentru formula lui Simpson repetat¼a, se împarte [a; b] în 2n intervale egale, iar
[c; d] în 2m intervale egale.

h =
b� a
2n

; k =
d� c
2m

;ZZ
D

f(x; y)dxdy t
hk

9

nX
i=1

mX
j=1

(S0 + 4S1 + 16S2);

unde8<: S0 = f(x2i�2; y2j�2) + f(x2i; y2j�2) + f(x2i�2; y2j) + f(x2i�2; y2j)
S1 = f(x2i�1; y2j�2) + f(x2i�2; y2j�1) + f(x2i�1; y2j) + f(x2i; y2j�1)
S2 = f(x2i�1; y2j�1)

:

Dac¼a domeniul de integrare D nu este un dreptunghi, atunci se construieşte
un dreptunghi D� cu laturile paralele cu axele de coordonate şi care include D:
consider¼am funçtia auxiliar¼a

f�(x; y) =

�
f(x; y); dac¼a (x; y) 2 D
0; dac¼a (x; y) =2 D :

Atunci ZZ
D

f(x; y)dxdy =

ZZ
D�

f�(x; y)dxdy;

ultima integral¼a �ind pe dreptunghi.
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Algoritmul MATLAB pentru calculul aproximativ al integralelor du-
ble

1. Metoda trapezelor:

Exemplul 3. S¼a se calculeze valoarea aproximativ¼a a integraleiZZ
[0; 12 ]�[0;

1
4 ]

sin�(x+ y)dxdy;

folosind metoda trapezelor repetat¼a.

a=0;
b=1/2;
c=0;
d=1/4;
n=4;
m=5;
h=(b-a)/n;
k=(d-c)/m;
I=sin(pi*(a+c))+sin(pi*(a+d))+sin(pi*(b+c))+sin(pi*(b+d));
for i=1:n-1;

x=a+i*h;
I=I+2*sin(pi*(x+c))+2*sin(pi*(x+d));

end
for j=1:m-1;

y=c+j*k;
I=I+2*sin(pi*(a+y))+2*sin(pi*(b+y));

end
for i=1:n-1

x=a+i*h;
for j=1:m-1

y=c+j*k;
I=I+4*sin(pi*(x+y))

end
end
I=h*k/4*I

2. Metoda Simpson:

Exemplul 4. S¼a se calculeze valoarea aproximativ¼a a integraleiZZ
[1;2]�[��

2 ;
�
2 ]

cos(x+ y)

x
dxdy;

folosind metoda lui Simpson.
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a=1;b=2;c=-pi/2;d=pi/2;
n=4;m=4;
h=(b-a)/(2*n)
k=(d-c)/(2*m)
x=zeros(2*n+1,1);
y=zeros(2*m+1,1);
for i=1:2*n+1

x(i)=a+(i-1)*h;
end
for j=1:2*m+1

y(j)=c+(j-1)*k;
end
x
y
s=0;
for i=1:n

for j=1:m
s=s+cos(x(2*i-1)+y(2*j-1))/(x(2*i-1))+cos(x(2*i+1)+y(2*j-1))/(x(2*i+1))
+cos(x(2*i-1)+y(2*j+1))/(x(2*i-1))+cos(x(2*i+1)+y(2*j+1))/(x(2*i+1));
s=s+4*cos(x(2*i)+y(2*j-1))/(x(2*i))+4*cos(x(2*i-1)+y(2*j))/(x(2*i-1))
+4*cos(x(2*i)+y(2*j+1))/(x(2*i))+4*cos(x(2*i+1)+y(2*j))/(x(2*i+1));
s=s+16*cos(x(2*i)+y(2*j))/(x(2*i));

end

end
s
I=h*k/9*s


