
LABORATOR 12 - REZOLVAREA NUMERIC¼A A PROBLEMEI
CAUCHY PENTRU ECUAŢII DIFERENŢIALE

Fie D � [a; b]� J � R2; f : D ! R şi (x0; y0) 2 D: Problema Cauchy

(PC)

�
y0 = f(x; y)
y(x0) = y0

const¼a în determinarea unei soluţii, adic¼a a unei funçtii derivabile y : I � [a; b]! R
care s¼a veri�ce (PC) pe I: Are loc urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 1. În condiţiile:
(i) f continu¼a pe [a; b] în raport cu x;
(ii) f Lipschitz pe D în raport cu y;
(iii) (x0; y0) 2 intD;

exist¼a � > 0 astfel încât pe I := [x0��; x0+�] exist¼a o unic¼a soluţie pentru (PC):

Soluţia se determin¼a prin metoda aproximaţiilor succesive (Picard) şi are forma:

y0(x) = y0;

yn(x) = y0 +

xZ
x0

f(t; yn�1(t))dt; x 2 I; n = 1; 2; :::

Atunci yn
u!
I
y; iar y este soluţia unic¼a pentru (PC):

Mai mult,

jy(x)� yn(x)j �
M � Ln � Cn+1
(n+ 1)!

eLC ;

unde
M = sup

x2I
jf(x; y0)j ; C = maxfja� x0j ; jb� x0jg;

iar L este constanta Lipschitz.
Dezavantajul acestei metode const¼a în faptul c¼a presupune calculul unor inte-

grale. Din acest motiv, aceast¼a metod¼a este mai puţin folosit¼a în practic¼a, având o
importanţ¼a deosebit¼a mai ales din punct de vedere teoretic.
Din considerente practice, se presupune c¼a x0 = a; deoarece dac¼a g¼asim un

algoritm care rezolv¼a

(PC 0)

�
y0 = f(x; y)
y(a) = y0

;

atunci cu acest algoritm putem rezolva şi (PC); f¼acând schimbarea de variabil¼a
X = x0 � x:
Metodele numerice pentru rezolvare (PC 0) constau în alegerea unor noduri (de

obicei, echidistante) xk = a+ k � h; k 2 N şi determinarea unor valori aproximative
ale soluţiei exacte în aceste noduri, pe care le not¼am yk; aşadar, yk � y(xk):
Se cunosc dou¼a clase importante de metode numerice pentru rezolvarea problemei

Cauchy:
1
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I. Metode directe (uni-pas):

yk = R(yk�1):

- metoda Taylor, metodele Runge-Kutta.

II. Metode indirecte (cu mai muļti paşi):

yk = R(yk�m; :::; yk�2; yk�1):

- metodele Adams-Bashforth, Adams-Moulton, metoda predictor-corector.

1. Metode directe

1.1. Metoda Taylor. Fie nodurile echidistante xn = x0+n �h; x0 = a şi y = y(x)
soluţia exact¼a pentru (PC): Deci�

y0(x) = f(x; y(x))
y(x0) = y0

:

Presupunem c¼a f este diferenţiabil¼a de un num¼ar su�cient de ori. Aplic¼am formula
lui Taylor pentru x1 = x0 + h :

y(x1) = y(x0 + h) = y(x0) +
h

1!
y0(x0) +

h2

2!
y00(x0) + :::+

hp

p!
y(p)(x0) +Rp+1;

unde

Rp+1 =
hp+1

(p+ 1)!
y(p+1)(�); cu � 2 (x0; x1):

Folosim y0(x) = f(x; y(x)) şi avem:

y00(x) =
@f

@x
(x; y(x)) +

@f

@y
(x; y(x)) � y0(x)

=
@f

@x
(x; y(x)) +

@f

@y
(x; y(x)) � f(x; y(x));

y000(x) =
@2f

@x2
(x; y(x)) +

@2f

@x@y
(x; y(x)) � y0(x)

+

�
@2f

@y@x
(x; y(x)) +

@2f

@y2
(x; y(x)) � y0(x)

�
� f(x; y(x))

+
@f

@y
(x; y(x)) �

�
@f

@x
(x; y(x)) +

@f

@y
(x; y(x)) � y0(x)

�
=

@2f

@x2
(x; y(x)) + 2 � @

2f

@x@y
(x; y(x)) � f(x; y(x)) + @

2f

@y2
(x; y(x)) � f2(x; y(x))

+
@f

@x
(x; y(x)) � @f

@y
(x; y(x)) +

�
@f

@y
(x; y(x))

�2
� f(x; y(x)):

:::
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Atunci:

y0(x0) = f(x0; y(x0)) = f(x0; y0);

y00(x0) =
@f

@x
(x0; y0) +

@f

@y
(x0; y0) � f(x0; y0);

y000(x0) =
@2f

@x2
(x0; y0) + 2 �

@2f

@x@y
(x0; y0) � f(x0; y0) +

@2f

@y2
(x0; y0) � f2(x0; y0)

+
@f

@x
(x0; y0) �

@f

@y
(x0; y0) +

�
@f

@y
(x0; y0)

�2
� f(x0; y0):

:::

Pentru p = 3 obţinem:

y(x1) = y0 +
h

1!
y0(x0) +

h2

2!
y00(x0) +

h3

3!
y000(x0) +R4:

Aproxim¼am soluţia exact¼a în x1; adic¼a y(x1); cu

y1 = y0 +
h

1!
y0(x0) +

h2

2!
y00(x0) +

h3

3!
y000(x0);

eroarea �ind dat¼a de

jy(x1)� y1j = jR4j �
1

4!
�M4 � h4; unde M4 = sup

x2[a;x1]

��yIV (x)�� :
În continuare, considerând soluţia problemei (PC) ce satisface y(x1) = y1; deci

pornind cu punctul (x1; y1); se determin¼a y2 care aproximeaz¼a pe y(x2) etc.. În
general, y(xn) se aproximeaz¼a cu yn; dat de:

yn = yn�1 +
h

1!
y0(xn�1) +

h2

2!
y00(xn�1) +

h3

3!
y000(xn�1):

Evident, erorile se acumuleaz¼a.

Exemplul 1. Fie problema Cauchy8><>: y0(x) = 1� y(x)
x

y(1) =
3

2

:

S¼a se g¼aseasc¼a soluţia aproximativ¼a în x = 2 cu pasul h = 0:1:
În acest caz

f(x; y(x)) = 1� y(x)
x
;

y0(x) = 1� y(x)
x
;

y00(x) =
y(x)� x � y0(x)

x2
;

y000(x) =
�x2 � y00(x)� 2y(x) + 2x � y0(x)

x3
:

Pentru a g¼asi soluţia, scriem algoritmul MATLAB:
clc
x=1;
y=3/2;
h=0.1;
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for x=1:h:2-h
x
y1=1-y/x
y2=(y-x*y1)/x^2;
y3=(-x^2*y2-2*y+2*x*y1)/x^3
y=y+h*y1+h^2/2*y2+h^3/6*y3

end
Vom g¼asi y(2) = 1:5260: Comparând cu soluţia exact¼a a problemei, y =

x

2
+
1

x
;

care ne d¼a y(2) = 1:5; avem eroarea de 0:0260: Micşorând mai sus pasul la h =
0:001; obţinem y(2) = 1:5003:

Dezavantajul metodei Taylor const¼a în faptul c¼a presupune calculul derivatelor
y00; y000; :::; y(k); ::: la �ecare pas, ceea ce este di�cil de realizat. Aceast¼a di�cienţ¼a
este înl¼aturat¼a de metodele care urmeaz¼a.
Pentru p = 1 se obţine metoda lui Euler. În acest caz valorile aproximative

yn ale lui y(xn) sunt date de:

yn = yn�1 + h � f(xn�1; yn�1); n 2 N;

unde y0 = y(x0):
Metoda lui Euler are urm¼atoarea semni�çtie geometric¼a: dac¼a s-a determinat

yn�1; pentru a se determina yn se consider¼a soluţia ecuaţiei (PC) care trece prin
(xn�1; yn�1) (deci satisface y(xn�1) = yn�1); se duce tangenta la gra�cul acestei
soluţii, în (xn�1; yn�1); se intersecteaz¼a tangenta cu dreapta x = xn; obţinându-
se yn: Din motivele de mai sus, metoda lui Euler se mai numeşte metoda liniilor
poligonale. Dup¼a cum se observ¼a de mai sus, erorile se acumuleaz¼a.

1.2. Metodele Runge-Kutta. Aceste metode se deosebesc de metoda Taylor prin
faptul c¼a înlocuiesc calculul derivatelor funçtiei f prin eval¼ari ale lui f în diverse
puncte.
Vom analiza în detaliu metoda Runge-Kutta de ordinul doi. Valorile aproxima-

tive yn ale lui y(xn) sunt date de:

yn = yn�1+a1hf(xn�1; yn�1)+a2hf(xn�1+b1h; yn�1+b2hf(xn�1; yn�1)); n � 1;

iar y0 = y(x0):
Constantele a1; a2; b1; b2 urmeaz¼a a � determinate. Not¼am:

f = f(xn�1; yn�1); fx =
@f

@x
(xn�1; yn�1); fy =

@f

@y
(xn�1; yn�1):

Folosind formula lui Taylor pentru funçtii de dou¼a variabile, avem:

f(xn�1 + b1h; yn�1 + b2hf(xn�1; yn�1)) = f(xn�1; yn�1)

+
1

1!
df(xn�1; yn�1)(b1h; b2hf(xn�1; yn�1)) +O(h

2)

= f + b1 � h � fx + b2 � h � f � fy +O(h2):

Deci:

yn = yn�1 + a1hf + a2h(f + b1 � h � fx + b2 � h � f � fy +O(h2))
= yn�1 + (a1 + a2) � f � h+ (a2b1 � fx + a2b2 � f � fy) +O(h3):
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Pe de alt¼a parte, din formula lui Taylor, avem:

yn = yn�1 +
h

1!
f +

h2

2!
(fx + fy � f) +O(h3):

Identi�când coe�cienţii lui h şi h2 de mai sus, avem:8<: a1 + a2 = 1
a2 � b1 = 1

2
a2 � b2 = 1

2

:

Deoarece sistemul are 3 ecuaţii şi 4 necunoscute, alegem b2 = �; atunci b1 = �; deci8><>:
a1 + a2 = 1

a2 � � =
1

2
b2 = �

;

de unde avem formulele:8>>>>><>>>>>:

yn = yn�1 + h(a1g1 + a2g2)
g1 = f(xn�1; yn�1)
g2 = f(xn�1 + �h; yn�1 + �hg1)
a1 + a2 = 1

a2 � � =
1

2

:

Pentru a1 = a2 =
1

2
; � = 1; se obţine metoda Euler îmbun¼at¼a̧tit¼a:

yn = yn�1 +
h

2
[f(xn�1; yn�1) + f(xn�1 + h; yn�1 + hf(xn�1; yn�1))] ; n � 1:

Pentru a1 = 0; a2 = 1; � =
1

2
; se obţine metoda Euler modi�cat¼a:

yn = yn�1 + h � f
�
xn�1 +

h

2
; yn�1 +

h

2
f(xn�1; yn�1)

�
; n � 1:

În continuare prezent¼am metoda Runge-Kutta de ordinul 4 în forma particular¼a
sub care este mai des utilizat¼a:

yn = yn�1 +
h

6
(g1 + 2g2 + 2g3 + g4); n � 1;

unde

g1 = f(xn�1; yn�1)

g2 = f

�
xn�1 +

h

2
; yn�1 +

h

2
g1

�
g3 = f

�
xn�1 +

h

2
; yn�1 +

h

2
g2

�
g4 = f (xn�1 + h; yn�1 + hg3)

şi y0 = y(x0):
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Exemplul 2. Folosind succesiv metodele Euler îmbun¼at¼aţit¼a şi Euler modi�cat¼a,
s¼a se determine soluţia aproximativ¼a a ecuaţiei diferenţiale:8<: y0 = y � 4x

y2

y(0) = 1

în x = 1 cu pasul h = 0:2:

Algoritmii MATLAB care rezolv¼a problema sunt urm¼atorii:

Euler îmbun¼at¼aţit¼a Euler modi�cat¼a

clc clc
x=0; x=0;
y=1; y=1;
h=0.2; h=0.2;
for x=0:h:1-h for x=0:h:1-h
x x
f=y-4*x/y^2 f=y-4*x/y^2
x1=x+h; x1=x+h/2;
y1=y+h*f; y1=y+h/2*f;
f1=y1-4*x1/y1^2; f1=y1-4*x1/y1^2;
y=y+h/2*(f+f1) y=y+h*f1

end end

Soluţia obţinut¼a este y(1) = 0:5850:

Exemplul 3. S¼a se determine soluţia aproximativ¼a a ecuaţiei diferenţiale folosind
metoda Runge-Kutta de ordinul 4:�

y0 = 0:25y2 + x2

y(0) = �1
în x = 1 în 4 paşi.

Algoritmul MATLAB care rezolv¼a problema este:

clc
x=0;
y=-1;
h=0.25;
for x=0:h:1-h

x
g1=0.25*y^2+x^2
g2=0.25*(y+h/2*g1)^2+(x+h/2)^2
g3=0.25*(y+h/2*g2)^2+(x+h/2)^2
g4=0.25*(y+h*g3)^2+(x+h)^2
y=y+h/6*(g1+2*g2+2*g3+g4)

end
Soluţia obţinut¼a este y(1) = �0:4954:
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2. Metode indirecte (cu mai mulŢi paŞi)

2.1. Metoda Adams-Bashforth. Presupunem c¼a printr-o metod¼a direct¼a s-au
determinat valorile y1; :::; yn în nodurile x1; :::; xn; unde yk ' y(xk); k = 1; n:
Se pune problema determin¼arii unei valori aproximative yn+1 pentru y(xn+1):

Integrând ecuaţia y0 = f(x; y) pe intervalul [xn; xn+1] obţinem:

(2.1) y(xn+1)� y(xn) =
xn+1Z
xn

f(x; y(x))dx:

Pentru a calcula integrala folosim o metod¼a numeric¼a, de exemplu o metod¼a
Newton-Côtes pentru nodurile echidistante xn�m; xn�m+1; :::; xi; :::; xn; m � n;
xi = xn + (i� n)h; i = n�m;n:
Dac¼a x 2 [xn; xn+1]; atunci exist¼a t 2 [0; 1] astfel încât

(2.2) x = xn + th:

Fie Pm polinomul Lagrange corespunz¼ator tabelului:

x xn�m ::: xi ::: xn
f fn�m ::: fi ::: fn

;

unde

fi = f(xi; yi); i = n�m;n:

Vom aproxima valoarea exact¼a y(xn+1) prin

(2.3) yn+1 = yn +

xn+1Z
xn

Pm(x)dx:

Dup¼a cum se ştie, Pm =
nP

i=n�m
Li(x)f(xi; yi); unde

Li(x) =
nY

j=n�m;j 6=i

x� xj
xi � xj

=
nY

j=n�m;j 6=i

(t� j + n)h
(i� j)h

=
(t+m) � ::: � (t+ n� i+ 1)(t+ n� i� 1) � ::: � t

(i� n+m) � ::: � 1 � (�1) � ::: � [�(n� i)]

=

(�1)n�i
mY
k=0

(t+ k)

(i� n+m)!(n� i)!(t+ n� i) :

F¼acând schimbarea de variabil¼a (2.2) în (2.3), obţinem:

yn+1 = yn +

1Z
0

0BBBB@
nX

i=n�m

(�1)n�i
mY
k=0

(t+ k)

(i� n+m)!(n� i)!(t+ n� i) � hfi

1CCCCA dt:
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Dac¼a not¼am cu

(2.4) Ai =
(�1)n�i � h

(i� n+m)!(n� i)!

1Z
0

mY
k=0

(t+ k)

(t+ n� i)dt; i = n�m;n

obţinem

(2.5) yn+1 = yn +
nX

i=n�m
Aifi;

cunoscut¼a sub numele de formula Adams-Bashforth.
În continuare vom explicita formula (2.5) pentru valori particulare ale lui m:

Astfel, pentru m = 1; deci când se folosesc nodurile xn şi xn�1; formula (2.5)
devine:

yn+1 = yn +An�1fn�1 +Anfn;

unde conform (2.4):

An�1 =
(�1)1h
0!1!

1Z
0

t(t+ 1)

t+ n� (n� 1)dt = �h �
t2

2

��1
0 = �

h

2
;

An =
(�1)0h
1!0!

1Z
0

t(t+ 1)

t
dt = h �

�
t2

2
+ t

� ��1
0 =

3

2
h:

În consecinţ¼a, pentru m = 1; formula Adams-Bashforth se scrie:

(2.6) yn+1 = yn +
h

2
(3fn � fn�1):

Similar, pentru m = 2 se obţine:

(2.7) yn+1 = yn +
h

12
(23fn � 16fn�1 + 5fn�2);

iar pentru m = 3

(2.8) yn+1 = yn +
h

24
(55fn � 59fn�1 + 37fn�2 � 9fn�3):

În ceea ce priveşte estimarea erorii, sc¼azând (2.3) din (2.1) obţinem:

y(xn+1)� yn+1 = y(xn)� yn +
xn+1Z
xn

[f(x; y(x))� Pm(x)]dx;

deci

jy(xn+1)� yn+1j � jy(xn)� ynj+
xn+1Z
xn

jf(x; y(x))� Pm(x)j dx:

Aşadar, eroarea din metoda Adams-Bashforth este mai mic¼a decât suma dintre
eroarea din metoda direct¼a folosit¼a în calculul lui yn şi eroarea de la integrarea
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numeric¼a. În cazul m = 1; folosind schimbarea de variabil¼a (2.2), obţinem:
xn+1Z
xn

jf(x; y(x))� Pm(x)j dx � M2

2

xn+1Z
xn

(x� xn)(x� xn�1)dx

=
M2

2

1Z
0

h3t(t+ 1)dt =
5

12
h3M2;

unde
M2 = sup

x2[a;b]
jf 00(x; y(x))j :

Deci, eroarea de integrare în acest caz este de ordinul h3:
Metoda Adams-Bashforth este cunoscut¼a ca metod¼a explicit¼a, deoarece relaţia

(2.5) nu conţine f(xn+1; yn+1):

2.2. Metoda Adams-Moulton. Presupunem c¼a printr-o metod¼a direct¼a s-au de-
terminat valorile y1; :::; yn în nodurile xk = x0 + kh; k = 1; n şi presupunem c¼a
xn+1 < b: Fie Pm+1 polinomul de interpolare Lagrange corespunz¼ator tabelului:

x xn�m ::: xn xn+1
f fn�m ::: fn fn+1

:

Formula corespunz¼atoare lui (2.3) este:

(2.9) yn+1 = yn +

xn+1Z
xn

Pm+1(x)dx:

Procedând ca mai sus, obţinem:

(2.10) yn+1 = yn +
n+1X

i=n�m
Bifi;

unde

(2.11) Bi =
(�1)n+1�i � h

(i� n+m)!(n+ 1� i)!

1Z
0

mY
k=�1

(t+ k)

(t+ n� i) dt; i = n�m;n+ 1;

cunoscut¼a sub numele de formula Adams-Moulton.
Vom particulariza aceast¼a formul¼a. Pentru m = 0 obţinem

(2.12) yn+1 = yn +
h

2
(fn+1 + fn);

pentru m = 1

(2.13) yn+1 = yn +
h

12
(5fn+1 + 8fn � fn�1);

pentru m = 3

(2.14) yn+1 = yn +
h

24
(9fn+1 + 19fn � 5fn�1 + fn�2):

Deoarece fn+1 = f(xn+1; yn+1); necunoscuta yn+1 apare şi în membrul drept,
deci în general nu se poate explicita. Metoda Adams-Moulton este deci o metod¼a
implicit¼a.
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De obicei, (2.9) trebuie rezolvat¼a ca o ecuaţie algebric¼a printr-o metod¼a iterativ¼a.
Se alege y(0)n+1; apoi se calculeaz¼a

y
(1)
n+1 = F (y

(0)
n+1); y

(2)
n+1 = F (y

(1)
n+1) etc.,

unde F apare din scrierea convenabil¼a a lui (2.9) sub forma yn+1 = F (yn+1):
Eroarea din metoda Adams-Moulton se poate estima ca şi în cazul metodei

Adamd-Bashforth.

2.3. Metoda predictor-corector (Adams-Bashforth-Moulton). Presupunem
c¼a printr-o metod¼a direct¼a s-au determinat valorile y1; :::; yn în nodurile x1; :::; xn:
Fie m1;m2 � n şi xn+1 = xn + h � b:
În prima etap¼a (etapa predictor) se determin¼a valoarea aproximativ¼a yn+1 cu

metoda Adams-Bashforth, pentru m = m1:

Valoarea astfel determinat¼a se noteaz¼a y(0)n+1 şi este folosit¼a în continuare în
etapa a doua (etapa corector) pentru determinarea valorii yn+1 cu metoda Adams-
Moulton, cu m = m2:
Cele mai utilizate metode predictor-corector sunt:

1)

8><>:
y
(0)
n+1 = yn +

h

2
(3fn � fn�1)

y
(k+1)
n+1 = yn +

h

2
[f(xn+1; y

(k)
n+1) + fn]

(m1 = 1)
(m2 = 0)

;

2)

8><>:
y
(0)
n+1 = yn +

h

12
(23fn � 16fn�1 + 5fn�2)

y
(k+1)
n+1 = yn +

h

12
[5f(xn+1; y

(k)
n+1) + 8fn � fn�1]

(m1 = 2)
(m2 = 1)

;

3)

8><>:
y
(0)
n+1 = yn +

h

24
(55fn � 59fn�1 + 37fn�2 � 9fn�3)

y
(k+1)
n+1 = yn +

h

24
[9f(xn+1; y

(k)
n+1) + 19fn � 5fn�1 + fn�2]

(m1 = 3)
(m2 = 2)

:


