
LABORATOR 6 - METODA GRADIENTILOR CONJUGAŢI.
METODA CELOR MAI MICI P¼ATRATE

1. Metoda gradienŢilor conjugaŢi

Metoda gradienţilor conjugaţi face parte din clasa metodelor de relaxare, ca
urmare se aplic¼a principiile generale studiate în cursul anterior. Fie deci sistemul
Ax = b; unde A este simetric¼a şi pozitiv de�nit¼a.

De�ni̧tia 1. Spunem c¼a direcţiile p şi q sunt direcţii conjugate în raport cu
matricea A dac¼a hAp; qi = hp;Aqi = 0:

Fie v(0) un vector de prob¼a şi r(0) = Av(0)�b vectorul rezidual corespunz¼ator. La
metoda gradienţilor conjugaţi pentru rezolvarea sistemului Ax = b, prima direçtie
de relaxare se alege p(1) = �r(0): În continuare avem:

tmin = �


r(0); p(1)

�

Ap(1); p(1)

� = 

r(0); r(0)

�

Ap(1); p(1)

� ;(1.1a)

v(1) = v(0) + q1p
(1);(1.1b)

unde

(1.2) q1 = tmin = �


r(0); p(1)

�

Ap(1); p(1)

� :
Valoarea minim¼a a funçtiei F = F (v); când v parcurge dreapta ce trece prin v(0)

şi are direçtia p(1) = �r(0) este realizat¼a în v(1): Fie

r(1) = gradF (v(1)) = Av(1) � b:

Din Observa̧tia 1 din cursul anterior rezult¼a c¼a

(1.3)
D
r(1); p(1)

E
= �

D
r(1); r(0)

E
= 0:

Urm¼atoarea direçtie de relaxare p(2) se alege de forma p(2) = �r(1) + c1p(1) şi în
plus s¼a �e conjugat¼a direçtiei p(1) în raport cu A:
Aşadar, avem:

0 =
D
Ap(2); p(1)

E
=
D
p(2); Ap(1)

E
= �

D
r(1); Ap(1)

E
+ c1

D
Ap(1); p(1)

E
;

de unde rezult¼a

(1.4) c1 =



r(1); Ap(1)

�

Ap(1); p(1)

� :
Avem de asemenea

(1.5) v(2) = v(1) + tminp
(2) = v(1) �



r(1); p(2)

�

Ap(2); p(2)

�p(2):
1
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În general, pentru orice k � 2 obţinem

ck�1 =



r(k�1); Ap(k�1)

�

Ap(k�1); p(k�1)

� ;(1.6)

p(k) = �r(k�1) + ck�1p(k�1)(1.7)

qk = �


r(k�1); p(k)

�

Ap(k); p(k)

� ;(1.8)

v(k) = v(k�1) + qkp
(k):(1.9)

Metoda gradienţilor conjugaţi este de�nit¼a de formulele (1.6)-(1.9). În continuare
prezent¼am unele simpli�c¼ari şi propriet¼aţi suplimentare.
Deoarece r(k�1) este ortogonal pe direçtia p(k�1) rezult¼aD

r(k�1); p(k)
E
=
D
r(k�1);�r(k�1) + ck�1p(k�1)

E
= �

D
r(k�1); r(k�1)

E
şi deci

(1.10) qk =



r(k�1); r(k�1)

�

Ap(k); p(k)

� > 0:

Pe de alt¼a parte, din (1.9) avem

r(k) = Av(k) � b = Av(k�1) � b+ qkAp(k) = r(k�1) + qkAp(k):
Obţinem deci urm¼atoarea relaţie de recurenţ¼a:

(1.11) r(k) = r(k�1) + qkAp
(k):

Observ¼am c¼a

(1.12)
D
r(k); r(k�1)

E
= 0:

Într-adev¼ar, din (1.11) rezult¼a

(1.13)
D
r(k); r(k�1)

E
=
D
r(k�1); r(k�1)

E
+ qk

D
r(k�1); Ap(k)

E
:

Pe de alt¼a parte, tinând seama de (1.7) şi (1.10) şi de faptul c¼a p(k) şi p(k�1) sunt
A-conjugate, avem
(1.14)

qk

D
r(k�1); Ap(k)

E
=
D
r(k�1); r(k�1)

E 

r(k�1); Ap(k)

�

Ap(k);�r(k�1) + ck�1p(k�1)

� = �Dr(k�1); r(k�1)E :
Din (1.13) şi (1.14) rezult¼a (1.12).
Deoarece Ap(k) oricum trebuie calculat, rezult¼a c¼a vectorul rezidual r(k) se va

calcula din relaţia de recurenţ¼a (1.11) şi nu prin înlocuirea direct¼a a lui v(k) în
expresia Av = b:
În continuare vom stabili o alt¼a formul¼a pentru coe�cientul ck�1: Din (1.11) şi

(1.12) rezult¼aD
r(k�1); Ap(k�1)

E
=

�
r(k�1);

1

qk�1
(r(k�1) � r(k�2))

�
=

1

qk�1

D
r(k�1); r(k�1)

E
:

Ţinând seama de (1.6) şi (1.10) obţinem

ck�1 =



r(k�1); Ap(k�1)

�

Ap(k�1); p(k�1)

� = 

r(k�1); r(k�1)

�

r(k�2); r(k�2)

� :
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Are loc urm¼atorul rezultat:

Teorema 1. La metoda gradienţilor conjugaţi direcţiile de relaxare p(k); k = 1; 2; :::
sunt conjugate dou¼a câte dou¼a în raport cu matricea A; iar vectorii reziduali r(k); k =
0; 1; ::: sunt ortogonali doi câte doi.

Demonstraţie. Demonstraţia se face prin induçtie dup¼a k: Pentru k = 1 avem

r(1); r(0)

�
= 0 din (1.3), iar pentru prima a�rmaţie nu avem ce ar¼ata. Ipoteza

inductiv¼a este: D
r(i); r(j)

E
= 0; pentru i 6= j; 0 � i; j � k(1.15) D

p(i); Ap(j)
E

= 0; pentru i 6= j; 1 � i; j � k:(1.16)

Trebuie s¼a ar¼at¼am c¼aD
r(k+1); r(j)

E
= 0; pentru 0 � j � k(1.17) D

p(k+1); Ap(j)
E

= 0; pentru 1 � j � k:(1.18)

Dac¼a j = k; atunci


p(k+1); Ap(k)

�
=


Ap(k+1); p(k)

�
= 0 deoarece p(k+1) şi p(k)

sunt A-conjugate. Fie 1 � j < k; atunci folosind (1.16)D
p(k+1); Ap(j)

E
=
D
�r(k) + ck�1p(k); Ap(j)

E
=
D
�r(k); Ap(j)

E
:

Dar Ap(j) =
1

qj
(r(j) � r(j�1)) şi din (1.15) obţinem



p(k+1); Ap(j)

�
= 0: Am

demonstrat (1.18).
Pentru j = k; (1.17) este adev¼arat¼a din (1.12). Fie 0 � j < k: Din (1.11) şi

(1.15) rezult¼aD
r(k+1); r(j)

E
=

D
r(k) + qk+1Ap

(k+1); r(j)
E
= qk+1

D
Ap(k+1); r(j)

E
= qk+1

D
Ap(k+1);�p(j+1) + cjp(j)

E
:

Folosind relaţia (1.18) şi faptul c¼a A este simetric¼a, rezult¼a


r(k+1); r(j)

�
= 0 şi

cu aceasta teorema este demonstrat¼a. �

Din Teorema 1 rezult¼a c¼a vectorii reziduali r(k) sunt ortogonali doi câte doi
şi deci liniar independenţi dac¼a sunt nenuli. Cum nu pot exista decât cel mult n
vectori liniar independenţi, rezult¼a c¼a teoretic ar trebui s¼a obţinem soluţia exact¼a
în cel mult n paşi. În practic¼a nu se realizeaz¼a acest lucru din cauza erorilor de
calcul care intervin şi care fac ca vectorii r(k) s¼a nu formeze un sistem ortogonal.
În concluzie, se continu¼a calculul lui r(k) pân¼a devine foarte mic sau nul, deoarece
valoarea funçtiei p¼atratice F (v) se micşoreaz¼a la �ecare pas.
Metoda gradienţilor conjugaţi se dovedeşte foarte util¼a pentru sistemele în care

matricea A are multe zerouri şi �ecare ecuaţie are o anumit¼a regularitate intern¼a.
Astfel de sisteme apar în procesul de discretizare a problemei la limit¼a a ecuaţiilor
cu derivate paŗtiale de tip eliptic.

Algoritmul MATLAB pentru metoda gradienţilor conjugaţi

clc
% Introducere A,b,n
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x=zeros(n,1);
r=A*x-b;
for i=1:n
i

if (i==1)
p=-r

else
c=(r�*A*p)/(p�*A*p)
p=-r+c*p

end
q=(r�*r)/(p�*A*p)
x=x+q*p
r=r+q*A*p

end
disp(�Solutia aproximativa a sistemului prin metoda gradienţilor conjugaţi�)
x
fprintf(�nneste obtinuta la pasul %g.nn�,i);
disp(�Veri�care�)
A*x

2. Metoda celor mai mici p¼Atrate

În procesul de prelucrare a datelor, apar sisteme de ecuaţii supradimensionate şi
subdimensionate. Abord¼am pentru început problema sistemelor supradimension-
ate. Fie sistemul:

(2.1)

8<: a11x1 + :::+ a1nxn = b1
:::
am1x1 + :::+ amnxn = bm

;m > n:

Evident, un asemenea sistem este posibil s¼a nu aib¼a soluţie. Fie

(2.2) r = Ax� b =

26664
r1
r2
...
rm

37775
vectorul rezidual, unde

ri = ai1x1 + :::+ ainxn; i = 1; :::;m:

Consider¼am funçtia p¼atratic¼a:

(2.3) f(x) = f(x1; :::; xn) = hr; ri = r21 + r22 + :::+ r2m:

De�ni̧tia 2. Se numeşte soluţie în sensul celor mai mici p¼atrate a sistemului
(2.1) acel vector x� pentru care funcţia (2.3) are valoarea minim¼a.

Dac¼a minx2Rn f(x) = f(x�) = 0; atunci ri(x�) = 0; pentru orice i = 1; :::;m:
Rezult¼a c¼a sistemul (2.1) este compatibil şi x = x� este soluţia sa exact¼a.
În general, sistemul (2.1) nu este compatibil şi minx2Rn f(x) = f(x�) > 0; iar

x = x� este un substitut pentru soluţia sistemului şi anume soluţia în sensul celor
mai mici p¼atrate.
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Funçtia f se poate pune sub forma

f(x) = hr; ri = hAx� b; Ax� bi = hAx;Axi � 2 hAx; bi+ hb; bi(2.4)

=


ATAx; x

�
� 2



AT b; x

�
+ hb; bi :

Teorema 2. Dac¼a rang(A) = n; atunci sistemul (2.1) admite o unic¼a soluţie în
sensul celor mai mici p¼atrate şi aceasta este soluţia (unic¼a) a sistemului

(2.5) ATAx = AT b:

Sistemul (2.5) se numeşte sistemul normal al lui Gauss.

Demonstraţie. Punctele de extrem ale funçtiei f se g¼asesc printre punctele critice,
adic¼a grad f(x0) = 0 dac¼a x0 este punct de extrem, echivalent ATAx0 � AT b = 0:
Cum rang(A) = rang(AT ) = rang(ATA) = n; obţinem c¼a sistemul (2.5) admite o
unic¼a soluţie x�, care este punct critic pentru f:
Matricea B = ATA este simetric¼a şi semipozitiv de�nit¼a. Dac¼a presupunem c¼a

hBx; xi = 0; obţinem hAx;Axi = 0; deci Ax = 0: Cum rang(A) = n < m; avem

x = 0; deci B este pozitiv de�nit¼a. Deoarece d2f(x) = 2
nX
i=1

nX
j=1

bijdxidxj ; pentru

orice x, obţinem c¼a diferenţiala de ordinul doi este pozitiv de�nit¼a, deci unicul
punct critic x� este punct de minim pentru f: �

Aşadar, în ipoteza rang(A) = n; soluţia sistemului (2.1), în sensul celor mai
mici p¼atrate, este unic¼a şi este soluţia sistemului (2.5). Acest sistem este simetric
şi pozitiv de�nit, aşadar se rezolv¼a prin metoda Cholesky sau una din metodele de
relaxare.

Observa̧tia 1. Soluţia sistemului (2.5) este x� = (ATA)�1AT b: Matricea P =
(ATA)�1AT se numeşte pseudoinversa matricii (dreptunghiulare) A: Dac¼a A este
p¼atratic¼a, obţinem P = A�1(AT )�1AT = A�1; deci noţiunea de pseudoinvers¼a
generalizeaz¼a noţiunea de matrice invers¼a pentru matrici dreptunghiulare.

Exemplul 1. Dreapta de regresie
S¼a presupunem c¼a vrem s¼a g¼asim o dreapt¼a y = mx + n care s¼a treac¼a prin

punctele

M1(0; 0);M2(2; 1);M3(5; 3);M4(8; 5);M5(10; 6):

Se obţine astfel sistemul

(2.6)

8>>>><>>>>:
0 �m+ n = 0
2 �m+ n = 1
5 �m+ n = 3
8 �m+ n = 5
10 �m+ n = 6

:

Sistemul (2.6) este supradimensionat şi incompatibil. Avem:

A =

266664
0 1
2 1
5 1
8 1
10 1

377775 ; b =
266664
0
1
3
5
6

377775 ; B = ATA =
�
193 25
25 5

�
; AT b =

�
117
15

�
:
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Ecuaţiile normale ale lui Gauss sunt:�
193m+ 25n = 117
25m+ 5n = 15

:

Soluţia exact¼a este m =
21

34
; n = � 3

34
; iar dreapta de regresie este y =

21

34
x� 3

34
:

Aceast¼a dreapt¼a nu trece prin punctele Mi; dar este acea dreapt¼a din plan care trece
(într-un anume sens) cel mai aproape de aceste puncte.

Sistemele subdimensionate apar în probleme legate de ajustarea datelor. S¼a
presupunem c¼a m¼asurând n cantit¼aţi x1; x2; :::; xn g¼asim valorile l1; l2; :::; ln: Pe de
alt¼a parte, necunoscutele x1; x2; :::; xn satisfac anumite ecuaţii, şi anume:

(2.7)

8<: a11x1 + :::+ a1nxn = b1
:::

am1x1 + :::+ amnxn = bm

;m < n:

Datorit¼a lipsei de acuratȩte a m¼asur¼atorilor se pune condi̧tia ca sumele p¼atratelor

coreçtiilor
nX
i=1

(li � xi)2 s¼a �e minim¼a. Se obţine astfel o problem¼a de extrem cu

leg¼aturi.

Exemplul 2. S¼a presupunem c¼a m¼asurând unghiurile unui triunghi x1; x2; x3 g¼asim
valorile l1; l2; l3: Evident avem leg¼atura x1 + x2 + x3 = �: Impunem condiţia ca
abaterile datorate impreciziei m¼asur¼atorilor s¼a �e cât mai mici, deci (x1 � l1)2 +
(x2 � l2)2 + (x3 � l3)2 s¼a �e minim¼a.
Revenind la cazul general, se pune problema s¼a determin¼am n necunoscute

x1; x2; :::; xn care satisfac leg¼aturile (2.7) şi care minimizeaz¼a funçtia:

f(x1; :::; xn) = (x1 � l1)2 + :::+ (xn � ln)2:
Consider¼am funçtia auxiliar¼a

�(x1; :::; xn; �1; :::; �m) = (x1 � l1)2 + :::+ (xn � ln)2

+�1(a11x1 + :::+ a1nxn � b1)
+:::+ �m(am1x1 + :::+ amnxn � bm):

Punctele critice ale funçtiei � sunt date de sistemul

(2.8)

8>>>>>><>>>>>>:

2(x1 � l1) + (a11�1 + :::+ am1�m) = 0
:::

2(xn � ln) + (a1n�1 + :::+ amn�m) = 0
a11x1 + :::+ a1nxn � b1 = 0

:::
am1x1 + :::+ amnxn � bm = 0

:

Dac¼a not¼am l = [l1; :::; lm]
T şi � = [�1; :::; �m]

T
; atunci sistemul 2.8 se scrie sub

forma matriceal¼a:

x =
1

2
AT�+ l(2.9)

Ax = b(2.10)

Înlocuind (2.9) în (2.10) obţinem sistemul:

(2.11)
1

2
AAT� = b�Al:
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Dac¼a rang(A) = m; atunci rang(ATA) = m şi sistemul (2.11) are soluţie unic¼a.
Mai mult, matricea AAT este p¼atratic¼a, simetric¼a şi pozitiv de�nit¼a, deci rezolvarea
sistemului (2.11) se poate face cu metoda Cholesky sau cu una din metodele de
relaxare. Rezolvând sistemul (2.11) obţinem multiplicatorii Lagrange �1; :::; �m;
iar din relaţia x = 1

2A
T�+ l determin¼am punctul de minim condi̧tionat al funçtiei

f (cum d2� = 2(dx21 + ::: + dx
2
n) > 0 rezult¼a c¼a avem într-adev¼ar un punct de

minim).


