
LABORATOR 8 - ECUAŢII ŞI SISTEME DE ECUAŢII
NELINIARE. METODA NEWTON-RAPHSON

1. Metoda Newton-Raphson

Fie D � Rn o muļtime convex¼a, m¼arginit¼a şi închis¼a şi �e sistemul neliniar

(1.1)

8<: f1(x1; x2; :::; xn) = 0
:::

fn(x1; x2; :::; xn) = 0
:

Presupunem c¼a � = (�1; :::; �n)T 2 D este o soluţie izolat¼a a sistemului (1.1) şi c¼a
x(0) = (x

(0)
1 ; :::; x

(0)
n )T 2 D este un punct "apropiat" de � (adic¼a

�� x(0) << 1).
Presupunem, de asemenea, c¼a funçtiile fi; i = 1; n sunt de clas¼a C1 pe D: În aceste
condi̧tii, dac¼a x 2 D se a�¼a într-o vecin¼atate su�cient de mic¼a a punctului x(0)

avem:
fi(x) � fi(x(0)) + dfi(x(0))(x� x(0)); i = 1; n:

Rezult¼a c¼a sistemul (1.1) se poate înlocui cu sistemul liniar "apropiat"

(1.2)

8<: f1(x
(0)) + df1(x

(0))(x� x(0)) = 0
:::

fn(x
(0)) + dfn(x

(0))(x� x(0)) = 0
:

Sub form¼a vectorial¼a sistemul (1.2) se scrie:

(1.3) F (x(0)) + dF (x(0))(x� x(0)) = 0;
unde

F = (f1; f2; :::; fn)
T şi dF = (df1; df2; :::; dfn)T :

Deoarece sistemul (1.3) este "apropiat" de sistemul (1.1), ne aştept¼am ca soluţia
sa, x(1); s¼a �e "apropiat¼a" de soluţia � a sistemului (1.1).
Aşadar, x(1) veri�c¼a relaţia

F (x(0)) + dF (x(0))(x(1) � x(0)) = 0:
În continuare consider¼am sistemul liniar

F (x(1)) + dF (x(1))(x� x(1)) = 0
şi ne aştept¼am ca soluţia sa, x(2); s¼a se "apropie" mai mult de �: Aşadar, x(2)

veri�c¼a relaţia
F (x(1)) + dF (x(1))(x(2) � x(1)) = 0:

În general, consider¼am şirul de vectori (x(p)) cu proprietatea

(1.4) F (x(p)) + dF (x(p))(x(p+1) � x(p)) = 0
şi ne aştept¼am ca (x(p)) s¼a convearg¼a la �:
Reamintim c¼a pentru orice a 2 D şi orice h = (h1; h2; :::; hn)T 2 Rn;

dF (a)(h) = JF (a)h;
1
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unde

JF (a) =

24 @f1
@x1
(a) ::: @f1

@xn
(a)

::: ::: :::
@fn
@x1
(a) ::: @fn

@xn
(a)

35
este matricea jacobian¼a asociat¼a lui F:
Pentru o funçtie f; dac¼a exist¼a, diferenţiala de ordinul doi este dat¼a de formula:

d2f(a) =
nX
i=1

nX
j=1

@2f

@xi@xj
(a)dxidxj :

Reamintim, de asemenea, formula lui Taylor pentru funçtii de mai multe vari-
abile: consider¼am A � Rn o muļtime deschis¼a şi convex¼a, f : A ! R o funçtie
de clas¼a C2(A) şi �x 2 A: Atunci pentru orice x 2 A exist¼a � 2 fz 2 A j z =
�x+ (1� �)�x; � 2 (0; 1)g astfel încât:

f(x) = f(�x) + df(�x)(x� �x) + 1

2!
d2f(�)(x� �x; x� �x):

Presupunând c¼a JF (�) este nesingular¼a, atunci, din continuitate, rezult¼a c¼a ex-
ist¼a o vecin¼atate V a punctului � astfel încât JF (x) este nesingular¼a pentru orice
x 2 V: În aceast¼a condi̧tie, din (1.4) rezult¼a

(1.5) x(p+1) = x(p) � JF (x(p))�1F (x(p)); p 2 N:

Teorema 1. Fie D � Rn o mulţime convex¼a, m¼arginit¼a şi închis¼a, � 2 D o soluţie
izolat¼a a sistemului F (x) = 0 şi �e r > 0 astfel încât

Br(�) = fx 2 Rn j kx� �k < rg � D:

Presupunem c¼a:
(i) F 2 C2(intD);
(ii) Exist¼a M1 > 0 astfel încât

JF (x)�11 �M1; pentru orice x 2 Br(�);
(iii) Exist¼a M2 > 0 astfel încât

��� @2fk
@xi@xj

(x)
��� � M2; pentru orice x 2 Br(�) şi

orice i; j; k = 1; n:
Atunci şirul (x(p)) de�nit de (1.5) are propriet¼aţile:

(a)
x(p+1) � �1 � 1

2n
2M1M2

x(p) � �21 ;
(b) Dac¼a 1

2n
2M1M2

x(0) � �1 < 1; atunci şirul (x(p)) este convergent şi
lim
p!1

x(p) = �:

Demonstraţie. Aplic¼am formula lui Taylor pentru funçtiile fk şi pentru �x = x(p); x =
�: Rezult¼a c¼a pentru orice k = 1; n şi pentru orice p 2 N exist¼a un punct �(p)k pe
segmentul deschis de dreapt¼a de capete x(p) şi � astfel încât

fk(�)� f(x(p)) = dfk(x(p))(�� x(p)) +
1

2!
d2fk(�

(p)
k )(�� x(p); �� x(p)):

Ţinând seama c¼a

d2fk(�
(p)
k ) =

nX
i=1

nX
j=1

@2f

@xi@xj
(�
(p)
k )dxidxj
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şi de ipoteza (iii), avem c¼a���fk(�)� f(x(p))� dfk(x(p))(�� x(p))��� � 1

2
M2

nX
i=1

nX
j=1

����i � x(p)i ��� ����j � x(p)j ���
� 1

2
n2M2

�� x(p)2
1
;8k = 1; n:

În continuare, avem F (�)� F (x(p))� dF (x(p))(�� x(p))
1

= max
k=1;n

���fk(�)� f(x(p))� dfk(x(p))(�� x(p))���(1.6)

� 1

2
n2M2

�� x(p)2
1
:

Pe de alt¼a parte, F (�) = 0 şi din (1.4) rezult¼a

(1.7) �F (x(p)) + dF (x(p))(x(p)) = dF (x(p))(x(p+1)):
Din (1.6) şi (1.7) rezult¼adF (x(p))(x(p+1) � �)

1
� 1

2
n2M2

�� x(p)2
1
;

sau, echivalent, JF (x(p))(x(p+1) � �)
1
� 1

2
n2M2

�� x(p)2
1
:

În sfârşit, ţinând seama şi de ipoteza (ii); avemx(p+1) � �
1

=
JF (x(p))�1JF (x(p))(x(p+1) � �)

1

�
JF (x(p))�1

1

JF (x(p))(x(p+1) � �)
1

� M1
1

2
n2M2

�� x(p)2
1
:

Aşadar, am demonstrat a�rmaţia (a):
Dac¼a not¼am cu c = 1

2n
2M1M2; din (a) rezult¼a

(1.8)
x(p+1) � �

1
� c

�� x(p)2
1
:

Particularizând indicele p; obţinem succesivx(1) � �
1

� c
�� x(0)2

1x(2) � �
1

� c
�� x(1)2

1
� c3

�� x(0)4
1x(3) � �

1
� c

�� x(2)2
1
� c7

�� x(0)8
1

:::x(p+1) � �
1

� c
�� x(p)2

1
� c2

p�1
�� x(0)2p

1
=
1

c
(c
�� x(0)

1
)2

p

:

Dac¼a c
x(0) � �1 < 1; atunci lim

p!1

x(p+1) � �1 = 0; deci (x(p)) este convergent

şi lim
p!1

x(p) = �: Cu aceasta teorema este demonstart¼a. �
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Exemplul 1. Relu¼am sistemul din cursul anterior

(1.9)
�
f1(x1; x2) = 2x

2
1 + x

2
2 � 5 = 0

f2(x1; x2) = x1 + 2x2 � 3 = 0
:

În domeniul D = [1; 2]�
�
1
2 ;

3
2

�
sistemul admite o singur¼a soluţie şi anume(

x1 =
1+2

p
3

3 ' 1:4880338
x2 =

4�
p
3

3 ' 0:7559831
:

Consider¼am

x(0) =

�
3
2
3
4

�
; JF (x1; x2) =

�
4x1 2x2
1 2

�
; JF

�
3

2
; 1

�
=

�
6 3

2
1 2

�
;

JF

�
3

2
; 1

��1
=

�
4
21 � 1

7
� 2
21

4
7

�
; f1

�
3

2
;
3

4

�
=
1

16
; f2

�
3

2
;
3

4

�
= 0:

Conform (1.5) avem:"
x
(1)
1

x
(1)
2

#
=

�
3
2
3
4

�
�
�

4
21 � 1

7
� 2
21

4
7

� �
1
16
0

�
=

�
125
84
127
168

�
:

Se continu¼a în mod analog, având în vedere c¼a

JF (x)
�1

=

"
1

4x1�x2 � x2
4x1�x2

� 1
2(4x1�x2)

4x1
2(4x1�x2)

#
;

x1 2 [1; 2];x2 2
�
1

2
;
3

2

�
;JF (x)�1

1
= max

�
1 + x2
4x1 � x2

;
1 + 4x1

2(4x1 � x2)

�
� 9

5
:

Aşadar, putem lua M1 =
9
5 : Apoi

@2f1
@x21

(x) = 4;
@2f1
@x1@x2

(x) = 0;
@2f1
@x22

(x) = 2;

@2f2
@x21

(x) =
@2f2
@x1@x2

(x) =
@2f2
@x22

(x) = 0:

Deci, putem alege M2 = 4: Avem în continuare

x(0) =

�
3
2
3
4

�
; � �

�
1:488
0:755

�
;
x(0) � �

1
� maxf0:012; 0:005g = 0:012:

1

2
n2M1M2

x(0) � �
1

� 1

2
� 4 � 9

5
� 4 � 0:012 = 0:1728 < 1:

Prezent¼am în continuare algoritmul MATLAB pentru rezolvarea acestui sistem:

clc
format short
x=[3/2;3/4]
f=[2*x(1)^2+x(2)^2-5;x(1)+2*x(2)-3]
eps=input(�Dati ordinul erorii, eps=�)
i=0
while(norm(f,inf)>eps)

i=i+1
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J(1,1)=4*x(1);
J(1,2)=2*x(2);
J(2,1)=1;
J(2,2)=2;
x=x-inv(J)*f
f=[2*x(1)^2+x(2)^2-5;x(1)+2*x(2)-3]

end
disp(�Solutia prin metoda Newton-Raphson este�)
x
fprintf(�nnsi are ordinul de eroare %e.nn�,eps)

Inconvenientul major al metodei Newton-Raphson const¼a în faptul c¼a necesit¼a
calcularea la �ecare pas a lui JF (x(p))�1: Din motive de continuitate, putem pre-
supune c¼a într-o vecin¼atate destul de mic¼a a punctului x(0) avem JF (x

(p))�1 =
JF (x

(0))�1: Se obţine astfel metoda lui ewton modi�cat¼a:

(1.10)
�
v(p+1) = v(p) � JF (x(0))�1F (v(p)); p 2 N
v(0) = x(0)

:

Observ¼a c¼a v(1) = x(1); dar în general v(p) 6= x(p) pentru p > 1: L. Kantorovich a
studiat metoda Newton modi�cat¼a şi a dat condi̧tii su�ciente care asigur¼a conver-
genţa algoritmului (1.10).
În continuare vom studia metoda Newton-Raphson pentru o singur¼a ecuaţie

neliniar¼a. Fie aşadar ecuaţia neliniar¼a

(1.11) f(x) = 0; x 2 [a; b]:

Presupunem c¼a ecuaţia (1.11) admite o singur¼a r¼ad¼acin¼a � 2 [a; b]: Algoritmul (1.5)
revine la:

(1.12)

(
xp+1 = xp � f(xp)

f 0(xp)
; p 2 N

x0 2 [a; b]
:

Din punct de vedere geometric, xp+1 reprezint¼a abscisa punctului în care tangenta la
gra�cul funçtiei f în punctul Mp(xp; f(xp)) întâlneşte axa Ox: Într-adev¼ar, ecuaţia
tangentei la gra�c în punctul M0(x0; f(x0)) este

y � f(x0) = f 0(x0)(x� x0):

Fie x1 abscisa punctului în care aceast¼a tangent¼a întâlneşte axa Ox: Avem

0� f(x0) = f 0(x0)(x1 � x0)

şi mai departe

x1 = x0 �
f(x0)

f 0(x0)
;

adic¼a prima iteraţie din (1.12).
Fiem1 = inf

x2[a;b]
jf 0(x)j :Atunci putem luaM1 =

1
m1
: Evidentm2 = sup

x2[a;b]
jf 00(x)j =

M2: Algoritmul este convergent dac¼a

1

2
M1M2 j�� x0j < 1:
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Exemplul 2. Consider¼am ecuaţia f(x) = x3 � 2x � 5 = 0; x 2 [2; 3]: Ecuaţia
admite o singur¼a r¼ad¼acin¼a real¼a � în (2; 3); deoarece f(2) = �1 < 0; f(3) = 16 >
0; f 0(x) = 3x2 � 2 > 0;8x 2 (2; 3): Algoritmul este

(1.13)

(
xp+1 = xp �

x3p�2xp�5
3x2p�2

; p 2 N
x0 2 (2; 3):

Avem:

f 0(x) = 3x2 � 2;M1 =
1

10
; f 00(x) = 6x;M2 = 18;

1

2
M1M2 j�� x0j <

1

2
� 1
10
� 18 < 1;

de unde convergenţa şirului (x(p)) de�nit de (1.13).


